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(84), les fonetions u,(4) satisfont & la condition de Holder et par congé-
quent la fonection composée

P(B) = 7'2‘—351«’[8, W(B), 1 (B), . 1 (B)]

3
satisfait aussi & cetbe condition; il en résulte, d’aprds la propriété du po-

*
tentiel généralisé de charge spatiale, que la fonetion w(4) vérifie I'équa-
tion différentielle donnée (129) en tout point intérieur 4 du domaine Q.
D’aprés Iéquation (135), cette fonction vérific aussi la condition limite
(132) en tout point P de la surface 8, donc elle est la solution cherchée
du probléme proposé. Par conséquent nous pouvons énoncer le théordme
suivant:

TrEOREME 10. Si les fonetions Qs byy ¢, vérifient les  conditions
1°; 2% 3° de la page 272, la fonation F (A4, uy, ..., u,) et les fonotions don-
nées g(P), (P, u) vérifient les conditions de Holder (131), (133) et les
inégalités (120), (148), (151), enfin si Péquation (115) wadmet que la solu-
tion nulle, alors 4l existe au moins une fonction w(A) qui vérifie Végquation
différentielle (129) en tout point intériewr A du domaine Q et lo condition
limite (132) en tout point P de la surface 8 limitant le domaine Q.

Observons que le choix de la constante de Holder I » bour la fonetion
@ est arbitraire et le choix de la constante ¢ est arbitraire dans linter-
valle (142"). Il est donc naturel de profiter de cette circonstance et de
choisir les constantes K, et ¢ de fagon que les deux inégalités ( 148), (151)
soient satisfaites simultamément. Ce choix n’est pas toujours possible,
& moins que les bornes supériewres My, M,, k, ne soient suffivamment
petites relativement aux autres constantes données du probléme.
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Bemerkungen iiber die Bruchteile von pa

von 8. HARTMAN (Wroclaw) und 8. KNAPOWSKI (Poznan)

Auf dem Grenzgebiet zwischen der Primzahlenlehre und der Theorie
der diophantischen Approximationen taunchen Probleme auf, welche die
Verteilung von pa (mod 1) (p durchlauft die Primzablfolge) oder den
Approximationsgrad einer gegebenen Irrationalzahl durch Briiche mit
Primzahlnennern betreffen. Darauf beziehen sich S#tze 1 und 2. Herr
V. Jarnfk, dem wir dieselben zur Kenntnis gebracht haben, hat in einer
brieflichen Mitteilung aus einem Satz von I. M. Winogradow ([4], 8. 177)
folgenden SchluBi gezogen:

(¥) Fir jedes irrationale o und jedes ¢ > 0 hat die Ungleichung

P , <X
! » P
unendlich viele Lisungen in primen p und ganzen r.

Mann kann den erreichbaren Approximationsgrad von « durch
Briiche 7/p in Zusammenhang mit der Weltkonstanten von Linnik
bringen [3]. Diese Konstante ¢ ist dadurch bestimmt, daB in- jeder
arithmetischen Progression b+jg (j = 1,2,..50<b<yg; (b,q) =1) eine
Primzabl p < ¢° vorkommt. Der Wert von ¢ ist unbekannt. Man weil
nur, daB wenn die sogenannte verallgemeinerte Riemannsche Hypothese
zurecht besteht, dann der asymptotische Wert von ¢ fiir q —+ oo gleich 2
ist ([1], 8. 58). Deshalb ist vielleicht trotz (*) auch folgender Satz von
einigem Interesse:

Sarz 1. Lipt die Zahl o die Approzimation 1/¢*' zu, so hat die
Ungleichung

(1) ‘a—

2
g
unendlich viele Losungen in primen p wnd ganzen 7.
Beweis. Nach der Voraussetzung gibt es natiirliche Zahlen ¢ und
a, fir welche
(2) le—afq < g~ (a,q) =1.
Wir bezeichnen mit z, und y, die ganzzahlige Losung der Gleichung

(3) ar—qy =1
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mit 0 < 2, < ¢ und 0 <y, <a. Dann sind
©=u+jg wnd ¥ =yot+je (=1,2,...)
auch Losungen von (3). Da (@, ) = 1, 80 muB hier nach dem Linnikschen

Satze ein @ < ¢° gleich einer Primzahl p sein. Das zu p gehorende y heille
7. Dann hat man

(4) alg—r/p = 1/pg.
Aug (2) und (4) folgt

(5) la—r/p| < g 1 pg < pm DA I = 2,

Ts ist leicht einzusehen, daB (5) und also (1) durch unendlich viele Paare
(r, p) exfiillt wird. In der Tat: aus (2), (4) und.p < ¢° folgt la—r[p| < 2/pq,
und da ¢ in (2) beliebig groB sein kann, so sind fiir p und » keine Schran-
ken moglich.

Im Anhang zum Kapitel XI von.[4] stellen die Ubersetzer fest,
daB die Bruchteile von pa fiiv jedes irrationale a im Einheitsintervall
gleichverteilt sind. Daraus und aus banalen Betrachtungen fitr den Fall der
rationalen Zahlen geht hervor, daf diejenigen und nur diejenigen reellen
Zahlen, die nicht von der Form a/q (a,q ganz; ¢ nicht prim} sind, zum vor-
gegebenen & > 0 eine Primzahl p und ein ganzes r zulassen, welche die
Bedingung |ap —r| < ¢ erfilllen. Man kfnnte verlangen, daB auch r hier
prim gei. Ob sich das fiir alle oder fast alle irrationalen Zahlen verwir-
Ilichen 14Bt, sind wir nicht imstande zu entscheiden. Dennoch kann
man in dieser Richtung leicht folgendes beweisen:

SATz 2. Filr jedes o ist die Ungleichung
la—7/p] < p~¥+7 (5 > 0 beliebig)
in Primzahlen erfillbar.

Zum Beweise benutzen wir den Satz von Mardy und Littlewood?),
nach welchem fir jedes %> 0 und hinreichend groSe & zwischen &
und a-+a%*" wenigstens eine Primzahl liegt. Sei nun fiir ein »' > 0 die
Zahl @ in diesem Sinne hinreichend gro8 und es gelte fiir eine Primzahl p

la—a/p| < 1/p.
Es sei » die kleinste Primzahl, die mindestens gleich ¢ ivt. Dann hat man
lafp—rip| < a¥*7[p,
also |a—r[p| < 1/p+a¥*[p < 1lp+(plal-+1)"*7 [p, was fix 9 >7’
und ein hinreichend groBes p die Behauptung ergibt.

1y°[2], 8. 256. Die dort angegebenen Abschiitzungen gestatten Satz 2 zu ver-
schiirfen.
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