Sur I'allure asymptotique des potentiels de chaleur et de
Pintégrale de Fourier-Poisson

par M. KRzYZANSKI (Krakéw)

Introduction

1. Il est bien connu que, la fonetion ¢(s) étant mesurable (au sens
de Lebesgue) et hornée pour —oo < 8 < o0, Vintégrale de Fourier-
-Poisson

.1 NS (r— q)ﬁ
I(@,?) ) f p{s) exp ["‘ - h[t’:*]ds

"oV
constitue, pour ¢ > 0, une solution de équation de la chaleur
(1) Uy = Uy
et qu'elle satisfait & la condition initiale

lim I(z,t) = @(x,)
(ney

toutes les fois que la fonetion @(s) est continue au point s = x,1). Si la
fonction ¢(s) est continue et bornée pour —oco < § < o0, la fonction
I(x,1) est continue pour ¢t =0 (QJ condition d’admettre qu’aux points
(2,0) de l'axe t =0 elle prend la valeur lim] (E,t)) et elle satisfait

T
10

4-la condition initiale I(z, 0) = p(z).
Si la fonetion g(s) est mesurable et bornée pour s 3> 0, la fonetion

1 Pl - ] )
(2) u(w, t) =g hf(l’(s) lup[~v~~ ”J - t.\p[m T ]I ds

est continue et satistait & équation (1) pour ¢ > 0. Cette fonction se com-

- porte de méme que lintégrale I(z, 1) pour ® - m,, t - 0, si z, > 0. Elle

satisfait en outre & la condition aux limites #(0,17) = 0 pour ¢ > 0. Si

; 1)’ Yoir par exemple [1], chap. XXIX, p. 294, [3], p. 220-226. La fonction [0
étant homée, on n’introduit pas de difficultés dans la démonstration de ce théordme,
si Ton admet qu’elle est intégrable an sens de Lebesgue.
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la, fonction ¢(s) est continue et bornée pour s > 0 ef sannule pour s =0,
la fonction w(z,t) est continue pour > 0,% > 0 et constitue une solu-
tion du premier probléme de Fourier pour Péquation (1), avee la condi-
tion initiale

B . u(@,0=¢@ porr w0

et la condition aux limites ‘,

(4) u(0,f) =0 pour ¢>0.

2. Pour résoudre. le probléme de Fourier avec la condition initiale
(3) et la condition aux limites

() . u(0,1) =9(t) powr >0,

v(t) étant une fonction continue pour ¢ > 0 et g'annulant pour ¢ = 0,
on introduit une intégrale analogue aux potentiels (newtonien, logarith-
mique) de double couche, & savoir

t
1

x az
Hest = gy [ o = g e

nous appelerons cette intégrale — potentiel de chaleur de seconde espéce.
Elle est continue pour x # 0, ¢ > 0 et satisfait & 1’équation (1) pour z # 0,
t > 0. T est évident que l’on a

(6) . Jl(oyt)=07
tandis qu'on démontre que ([1), p. 306 et [3], p.471)
(7) lim J,(x, ?) (sgne) = p(t,) pour i, > 0.
z—0
1ty

Les formules (6) et (7) mettent en évidence Tanalogie entre lintégrale
Ji(»,1) et les potentiels de double couche. Il résulte de la formule (7)
qué 8i @(0) = 9(0)'=0, la solution du premier probléme de Fourier pour
I'équation (1) avec les conditions (3) et (B) est donnée par la formule

.. o e 2
(8)  w(z,t) = 9}1/7f ®(8) {exp[~ (fvtgs")—] —exp [—"(ml—:) ]=d8+
2Vt y L

,vz

t
1 T i
e f e - e L

pour x>0, 1>0.
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3. L’intégrale

¢ 2
1 p(z) @ )
et =g [ oxp| - =5 o

que nous appelerons potentiel de chaleur de premiére espéee, est
analogne au potentiel de simple couche. Elle est continue pour ¢ =0
ot satisfait & Péquation (1) pour £ > 0, « # 0. Rlle permet de résoundre
le second probléme de Fourier qui consiste & vechercher une fonetion
w(e,1) continue pour # 3= 0,13 0, admettant une derivée 2u; continue
pour x > 0, ¢ > 0, satisfaisant & 1'équation (1) pour = 0, t > 0, & la
condition initiale (3) et & la condition aux limites

® (0, 1) =(t)

On suppose, cette fois, que u(¢) est une fonction continue pour ¢ =0
et @(2) une fonction continue pour z = 0, admettant une dérivée conti-
nue au moins dang un intervalle ( 0, >, olt 9 est un nombre positif.
On suppose en outre que ¢'(0) = y(0) == 0. La golution du probléme
qui vient d’étre posé est donnée par la formule suivante

pour £ 2=0.

& —s)* i +8
(10) wr, t) = ;lin? j @(s) oxp [—w S_—IT)_] -+ exp (- ; ) ]} ds—
1 1p(1:) o ‘
— e | |
R R It
Remarque I. Si la fonetion ¢(s) est mesurable et bornée pour

§ =2 0, sans é&tre partout continue, les formules (2), (8) et (10) détermi-
nent les solutions généralisées des problémes corre%pondaynts, énoncés
aux 1% 2 et 3; la condition initiale (3) est satisfaite aux points de conti-
nuité de la fonction ¢ ().

Remarque II. La fonction ¢(x) étant continue pour 2 >0, les
solutions des problémes qu’on vient d’énoncer aunx n® 2-3 sont uniques
dans la classe des fonctions bornées, et méme dans la classe #, des fone-
tions wu(x, ) qui satisfont & une inégalité de la forme |u(a, t)] < MeX™,
M et K étant des constantey (qui dépendent en général de la fonetion
u(x, 1)). Les formules (2), (8) et (10) subsistent, si la fonction ¢(e) appar-
tient & la classe H,, ¢’est-d-dire si Pon a |p(2)

4. Dans la présente note nous allons étudier Iallure des intégrales
I(z,1), Jo(2,t) et Jy(x,1) lorsque la variable ¢ tend vers Dinfini. On
pourra étudier ensuite lallure pour ¢ — oo des solutions des problémes
de Fourier qui viennent d'&tre énoncés. Ces recherches se prétent 3 des
applications physiques grisce & Vinterprétation de ces problémes dans la
théorie de la propagation de la chaleur.
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Etude de l’allure de lintégrale de Fourier-Poisson pour #->o00

5. Il est évident que si la fonetion g(s) s’annule en dehors d’un in-
tervalle borné {a, by et reste megurable et bornée dans lintervalle {a,b>
lui-méme, Pintégrale I(z,t) tend vers zéro pour t — oo. L’exemple qui
va suivre montre qu’il n’en est pas ainsi en général. Nous allons choisir

la fonetion ¢(s) mesurable et bornée de sorte que lintégrale I(z,t) n’ait
pas de limite pour ¢ — co.

Considérons l’ensemble B, constitué par la suite dintervalles
™ by ™y, o hy, = F[(—1)"4+1]42. Soib
o(s) = {1 aux points de ensemble X,
0 en dehors de ’ensemble E.
On a alors
1 o hat 2y
100,4) = Z s,
,/—E n=l anpy7

En particulier, p étant un nombre entier positif, on a

o0
2: 1 Y
(11) (0, p7) = '/ [ m>+ Y Apy+ 2__, Am,],
T n——l n=p41
olt 'on a posé
hannj2pp
A= | e%do.
wﬂi2p?
Comme
3nnfapr 371,"/?17?
Ay < f o < [ do=n"fp",
wnepr nnfopt
on a .
P—1 i ~ )
n—2 __1\p~1 . 11 5 21 \B-1
VA,,I,<—-(B~—7,) - (p- l) <o P 1) z:{(z; 1) ’
n=1 . p 4 4 p ?
d’ol-il g’ensuit
Pp-1
lim N4, =o0.
P -r00 ,fl.j "
D’autre part
oo o

Zw dy<

—02 g —a?
e do < - f ,"(7(7, s
Ne=p+41 (p+1)2+1/2p?

@+ 12
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on a donc aussi
. . [~

Bim Y Ay, =0,
7"""“7»%—1 " o

I en résulte que si p est assez grand, la contribution des sommes

p—1 -5
2 App  ob Z Ay
ne=1 NP1

au gsecond membre de (11) est négligeable, de sorte qu’il suffit d’exami-
ner l'allure de lintégrale
. . Hpf2
Ay, = _) o
172

Or cette intégrale n’a pas de limite pour p — oo, il en est donc de méme
de lintégrale I(0,p™); il en résulte que lintégrale I(0,¢) n’a pas de li-
mite pour ¢ - oo,

On voit aisément de quelle maniére il faut modifier la fonction ¢(s),
pour obtenir une fonction continue et telle que l'intégrale I(x,t) corres-
pondante jouisse de la méme propriété que celle qui vient d’étre construite.

6. Nous allons pourtant démontrer le théoréme suivant:

TukoriME. Soit p(s) une fonclion mesurable (aw sens de Lebesgue)
et bornée pour —oo < 8 < J-0o0. On suppose en outre Vewistenve des limi-
tes
lim @(s) =1 et lim ¢(s) =1,

#->+c0 8——00

Alors, pour toute valewr de =, on a

im I(2, 1) = $(I*+1")

t->00

Démonstration. On raméne l'intégrale I(x,t) & la forme

. +o0
(12) CIm, 1) = T/%”! e~p (@-+ 20 V1) do

(forme de Fourier) en posant s = x+20V4. Il existe un nombre positif
M, tel que |p(s)| < M pour —oo < § < -+oo. Choigissons le nombre N
de sorte que ’on ait

(13) e dg < ——
[nl!N 3M
Alors on a
(14) | [ e p@+20y )| < of3.

lo| >N
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D’autre part, la fonction ¢ étant bornée, l’intégrale
j e g(z+20 y1)do = je*“’¢(m+2aw do+ j e p(z4-20y7)do

tend, d’aprés le théoréme de Lebesgue (voir p. ex. [2], p. 44), vers la li-
mite

0 N ,/‘ —-N )
b [edo+l, [ e 2o = (zl+z.,)—[ J e *do+1, [ edo],
-N 0 —0 J‘V

pour ¢ - oo, Il résulte de (13) qu’on peunt choisir le nombre T de sorte

que l'on ait
N —

(18) | .]'E_““(p(:l;—{— 2ay’t—)da~—l/2£

—N

I+ 1) 1 < %e

pour ¢t > T'. On a done, d’aprés (14) et (15),

II(m’,t)_%(ll+la)['< €
pour ¢t > T'.
Le nombre positif ¢ ayant été choisi d’une manidre arbitraire, on
a done :
LmI7(x, t)

t—o0

= i‘(ll‘*’lz)-

COROLLAIRE. Soit @(x) une fonction mesurable et bornée pour > 0,
admettant la limite
im ¢(z) = 1.
T~ 00
8% uy (@, t) est la solution du premier probléme de Fourier, avec les con-
ditions (3) et (4), définie par la formule (2), on a

limu, (z, 1) =0.
t—so0

85 uy(z,t) est la solution du second probléme de Fourier, avee ld con-
dition initiale (3) et la condition aux limites

(16) uy(0,1) =0 (powr t > 0),

définie par la formule (10) (0w Von a, cette fois, y(r) =0, de sorte que la
seconde imtégrale est nulle), alors :
limau, (2, 1) = 1.

o0

En effet, on a d’aprés la formule (2), resp. la formule (10),

—(gf——s)—]ds (k=1,2),

’ 1
(@, 1) = [cbk exp[ -
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ol
(8 pour & = 0
®,(5) = @ (s) I ) .
—p(=s) pour s <(h
8 our  § =0
q)ﬁ(g):.‘)”() P‘ =,
p(—s) pour & <0

et, par conséquent,
lim @, (s) = lim @, (s) =1, Lm Py(s) = —1, lim By (s) ={.

8—to0 8400 oo me OO PR

7. Quant & la fonction u(w,1), représentée par la formule (2), on
peut démontrer un théoréme plus général.

TrahoriME. Soit u(w,t) la fonction, représentée pour x >0, t> 0
par la formule (2), p(s) élant une fonction mesurable et bornée pour s > 0.
on a ’

limu(z,t) =0
=00 o
pour toute valeur positive de x, cette convergence étant uniforme par rapport
& 2 pour 0 <o R, o B est un nombre positif arbitraire.
Démonstration. Soit

M = sup g ()]
Observons que 'on a |[x—s| < @+s pour # >0, s >0, done de la

formule (2) résulte I’inégalité
+o0

[ukm, B < 211/‘% ;I; .‘{'exp [— jm;—ts)z] - OX]P [—~ w(j—%—?i]}ds,

c’est-a-dire

opyT
M y
ju(@, t)| < —= e~ "da.

Va

~2f2VE
Or le second membre de cette inégalité tend vers zéro pour # - co uni-

,fgrmémant par ra.pport“a o pour 0 < o < R, olt R est un- nombre positif
arbitraire, Tl en est donc de méme de la fonetion w(w, #).

Etude de Vintégrale o, (u, 1)

8. Nous ‘alloris démontrey un théordme analogue, relatif ai poten-
tiel calorilique J1 (@, t). Vu le gens physique de la fonction ¢ (1), qui figure
sous le ‘signe. de cette intégrale (voir n° 2), nous bornerons notre étude
au cas ou la fonction w(t) est eontmue pour.¢ = 0.-
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THEOREME. 8¢ la fonction (i) est continue pour & >0 ef s'l existe
la limite

limy(t) = L,
f-so00
alors on a
(17) imd,(z,t) =L
-0

pour toute valeur posiiive (finde) de la variable x.

Démonstration. La fonetion y(t) étant continue pour ¢ >0 et
ayant une limite pour ¢ — oo, elle est bornée pour > 0, de sorte qu’il
existe un nombre positif M tel que 'on ait [ ()] < M pour ¢t = 0. Il est
évident que |L| < M. Posons

Vig,t; &, 1) = :i:)i/z EXP[*' («l—:)_ J

T 1t—1)
On a
b2
Ju(@, 1) =——~_fV(w £ 0, 7)p(r)dr;
Ty
or
¢
T jV(l",t,O,r)d‘r:—: fe”"zda

2 : , 2
== e e “do— f e’ dc] =1—— f e~ *do
Va [f d Va ¢ ’

et, par suite,
t 143
1 2L
_ fV(a:,t; 0, 1) [p(7) L]dr———— f " do.
oV F
Le second terme du second membre de (18) tend vers zéro pour
t - co. Il nous reste & démontrer qu’il en est de méme du premier terme.
A cet effet, nous choisissons le nombre T, de facon que ’on aif

(18)  Ji(z,t)—L =

(19) lw(t)—L] < e/2 pour 1> T,
Soit ¢t > Ty; on a

t
2},-; fm,t;o, ¥) [y (v)—Ldx
i
21/n f Viw, ;0,0 L]d1+~_nTJ' Vi, t;0,7) [p(r)—Lldr.
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D’apres (19) on a

-
—od

,
(20) . 21/a{f] (#,4;0, 7 1/)(1)—L]dtlgﬁbj

@
do = -,
9

Dautre part,
;D
‘-~~_-f Vi, 450, 7)[y(z) —Lldv| <

2V 3 .

et, par suite, .

uo
] .
l/ﬂ‘i! Viz,t; 0, 7)dr,

1 f‘"
2Va

et on peub choisir un nombre 7'y > T, de sorte que lon ait

2 l/f-»-’lu
-------- ~ .J e do,
44

w2 Vi

Viz,t; 0, 7)[p(T)—Lldv| <

Ty
1
ey | f V(@,150,7)p(1)—L1ds

<ef2 pour t>T,.

On déduit de (20) et de (21) l’mégallté

(22)

f-?—fV(m,t 0, 7)[p(r)—Lldz | <
2 44

il est done évident que le premier terme du gecond membre de (18) tend
vers zéro pour t - oo, Il en résulte que lim J,(2,1) = L.
t-v00

e pour 1>1T4,

COROLLAIRE. Soit u(x,1) la solution du premier probléme de Fourier
avee les conditions (3) et (5), la fonction p(x) étant oonmme et bornée pour
@ = 0, tandis que la fonction (i) est continue pour t > . Supposons que
Pon ait

limy(t) = L.
tro0
Alors on a
limu(®, 1) = L
o0

pour toute @alew fimée, positive de la varmble @.

Etude de Dintégrale J,(a, ¢

9. Avec les mémes hypothdses sur la fonetion w(t), le potentiel ca-

lorifique J4(w,1), en général, n’a pas de limite pour ¢ ~ oo, Considérons
par exemple l'intégrale

i
. ~ 1 : 2
YO(xs t) = 7)"‘7;'] . vy 1/2 X}Jl’“ :{(t";’r)* dr.
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En posant v = ¢—a2/42? et en intégrant par parties, on obtient

(29) afost) = L [ ot exp(—as
2Vx —
=2y
l I
——]/ exp(—— -4{) 7 ’ dexp(—a)dz.
lz|)2v'e

Il résulte de la formule (23) que l'on a

limgy(z,t) = oco.

t—>00

Examinons encore l’intégrale

.

171 @ o
Jal®, t) = 2;/7_5 oj T lexp[- 4“_-[)]617: (0 <a<1),

c’est-a-dire le cas particulier de lintégrale J,(z,?) correspondant & y(2)
=1"% Posons v = {z; l’intégra.le j. prend la forme

fi2—e 2
ja(my 1) = l/~- f 1/2 GXP[_ 4t(1—Z)] dz

L'intégrale qui figure aun second membre est convergente pour toute
valeur positive de £; elle est inférieure & B(}; 1—a) et il résulte du thé-
oréme de Lebesgue, cité au n°6, qu'elle tend vers B(%; 1—a) pour
t —» oo, Il en résulte que Pon a ‘

- 00 ‘_pou_r a < %,
limy(e, ) =B, 1-@f2Va  powr  a=4,
0 pour . }<<a<<l.

L’étude de lintégrale j,(z,t) montre que Iintégrale J,(x,t) peut
ne pas avoir de limite, méme lorsquela fonction (i) tend vers zéro pour
t - oco. Pourtant nous allons démontrer le théordme suivant:

TriorbBME. 87 la fonotwn 1,;() est conlinue pour t >0 et satisfait
& Vinégalité
(24) lp()] < Mi“”

M étant un nombre positif et o un nombre supérieur & ¥, on @

limdy(x, 1) = 0

t-s00

pour toute valeur non wégative de x.
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Démonstration. Posons pour abréger

U(@,t; &, v) = (4—7)7" exp [— (@ —8)} 4 (t—7)],

et goit ¢, un nombre positif queleconque. On a

(25) Jo(, 1) = z:/vf U, t; 0, 7)p(r)de

t
- fUm 10, 7)p(v)dr+ (U(w,t;o,r)w(r)dr.

Zl/ﬁ J 2 l/
Il est évident que le premier terme du second membre de (25) tend
vers zéro pour ¢ - oo, Quant & lintégrale qui figure an second terme,
on a ‘
12

t 9 ]
lh%“l‘[“af:a] < ”W"—%W

par conséquent, le second terme du second membre de (25) tend aussi
vers zéro pour ¢ - co. Ceci achdve ld démonstration du théoréme,

10. L’étude de lallure asymtotique de Dintégrale J, pour ¢ -» oo,
que nous avons poursuivie au 1n°9, permet de faire quelques remarques
cfm,cernzmt les solutions du second probléme de Fourier, avec les condi-
tions (3) et (9). Observons d’abord que la fonction w(xw,t) = Az (A étant
un nombre constant) constitue une solution (la seule dans la classe K, a)
de l’équamon (1), satisfaisant & la condition initiale w(z, 0) = Ax pour

=0, et & la condition aux limites (0, 1) = 4. D’autre part, en a,f)pli~
quant la foxfmule (10), on peut mettre cette solution sous la forme

:
vt = - V%Jﬁ“—}??/"*“p[” 4(;% e
+ —?T%- fs {exp [__ -(f:ts)z ] + exp [,. iﬁ":i”)z ]}du,
¢’est-d-dire

(26) o u(®,t) = -2Aj;(m,t)+Au[,(w,t)
(voir u°9), avec

< M B(}, 1~ a),

6o . o

- A res- 2 Ll P # foom] -0 ),

Uo (@, )

icm
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En posant s = x+20Vt, resp. s = — 120Vt dans les intégrales
du second membre, on obtient

zf2vE //t’ ,Eg
~a2 g L2/ <ex T .
@1 g, 1) = V«z f e~*dot 2], nexp( M)

—z2 VT
8i I’on substitue dans (26) les expressions pour jo(2,1) et wy(x, 1) d’aprés
Jes formules (23) et (27), les termes tendant vers I’infini pour ¢ —» oo, se
détruisent, de sorte qu’on aboutit bien & u(z,t) = Ax.

Soit u(x,t) une fonetion de classe E,, constituant une solution du
second probléme de Fourier pour I’équation (1), avec les conditions (3)
et (9), représentée par la formule (10). Supposons que les fonetions g()
et w(f) soient mises respectivement sous la forme () = Az, (),

P(t) = B+y,(t), 4 et B étant des constantes, et ,(x) et py(t) des fon-
ctions continumes pour z >0 et i > 0 respectivement. Nous supposons
en outre que l’on a

lim g,(2) =1,

tandis que la fonction y(f) satisfait & la condition (24) avec « > %,
Soit ¢’ (0) = p(0). Il résulte de nos considérations que si Yon a 4 =B,
1a fonetion w(z,t) représentée par la formule (10) tend vers la limite 1
pour ¢ = co. Si au contraire 4 # B, la fonetion «(z, ?) n’a pas de limite
pour ¢ — oo,
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