Problémes aux limites pour I’équation
parabolique normale

par W. POGORZELSKI (Warszawa)

1. Introduction. Soit I’équation aux dérivées partielles du type
parabolique
n

N u % Ou ou
@ P i~,,§“‘ﬂ‘ﬁ’“m +§ba<A, g, Oy u— = =0

ot les coefficients oA, 1), b,(A,1),c(A,t) sont des fonctions déter- .

minédes dans la région fermée

(2) A(@yy ooy 0,48, 0<<t<T

et 2 est un domaine borné dans Pespace euclidien & n (n > 2) dimensions,
‘limité par la surface fermée S.

Nous admettons les hypothdses suivantes:

1. La forme quadratique

(3) D) a4, )X, X,

a,f=1
est définie et positive dans la région (2).
2. Les coefficients a,,(4, t) vérifient dans la région (2) la condition
de Holder
(4) @05 (4 1) — o (s, t)] < B(rlaa, +[t—1,")
k étant une constante positive ot k, B — deux constantes positives non
supérieures & I'unité. On a désigné par r 1 1o distance des points 4 et 4,.

3. Les coetficients b,(4, t), c(4,1) sont des fonctions continues par
rapport & lensemble des variables (@15 -.., %y, 1) dans la région (2) et
vérifient par rapport aux variables Spatiales la condition de Holder:
(B) oAy ) =by( Ay, )] < B'rlgy, |e(4,t)—o(dy, 1) < K7

¥, &'’ dtant des constantes positives.
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4. La surface § limitant le domaine Q vérifie les conditions connues
de Liapounoff, dont I'une, concernant ’angle A(P, @) entre les normalés
aux deux points P et @, a la forme

(6) A(P, Q) < const-r,

Sous' les hypothéses 1, 2, 3 D’auteur de cet article & démontré dans
le travail [1] Dexistence de la solution fondamentale de I’équation (1)
de la forme

(7) .F(Ayt%BaT)

(0 <2< 1).

B-

T

i .
= w4, 4; B, 0)+ [ [[[w™A,1; M, 0)0(H, ¢; B, vyAM ar
(M)
ot 'on a posé
Me:
—nj2 YA, )]
M . = (f— )" M2axp | — 2200
w' A, By t) = (t—7) xp[ Py b
(8) '
A, B) = Y 4 M, ) (wg— £ (wp— &)
afi=1

Les coefficients a®( M, ) désignent les éléments de la matrice in-
verse de la matrice |la., (M, )|, 2’ est un domaine arbitraire mesurable,
contenant 'ensemble Q-8 & Pintérieur, les coefficients a,p,d,, ¢ sont
prolongés au domaine Q' d'une fagon arbitraire, mais sous la condﬁon
de patisfaire aux inégalités de Holder (4), (5) et en conservant 1a. propriété
citée de la forme quadratique (3), M désigne un point arbitraire du 4‘30_-
maine £, enfin (M, ¢; B, 7) est la solution déterminée de 1’équation
de Volterra
(9) @(4,¢ B,7) t

=, 5B FAf [[[ N4, M, O0(M, ¢ B, v)dMaL.
T {ad)

La fonction f et le noyau N & singularités faibles sont dongés par les
formmules (12) du travail [1]. Le point B et la variable numérique v < ¢
jouent le role de paramétres fixés. La solution fondamepﬁale ('7 ) est dé-
terminée pour tout couple de points 4, B du domaine Q' et pour
0<Lr<t <7, Elle vérifie 1'équation

(10) Y uI(A,t; B, 7)] =0

par rapport aux variables 4,# Nous avons démontré dans le travail (1)
que la solution fondamentale vérifie 1’inégalité
. const 1

(11) [I'(4,1t; B, )] <m'7ﬁ?ﬂr


GUEST


112 W. Pogorzelski

ot u est un nombre choisi arbitrairement 4 lintérienr de 1'intervalle
(},1).

En s’appuyant sur la solution fondamentale I' on peut définir leg
intégrales suivantes de 1’équation (1).

1. Le potentiel de simple couche(') défini par Pintégrale

t
(12) U4,1) = [ [[T(4,4Q, 7)p(Q, 7)dogdv
[

ot la fonetion ¢(Q, v) — dite densité de 1a couche — est déterminde dans
la région

(13) Qel, 07T

2. Le potentiel de charge spatiale, défini par intégrale

¢
(14) Vid,9)=[[[[I(4,1;B,7)e(B, v)dBix
0 Q2

ot la fonetion o(B,7) — dite densité de la charge — est déterminde
dans la région

(15) Be®, 0<c<T.

3. L'intégrale de Weierstrass-Poisson

(16) J(4,t,7) =fffF(A,t;B,r)g(B,r)dB
2
la fonction o étant déterminée dans la région (15).
Nous avons étudié les propriétés de ces intégrales dans le travail [2].
Maintenant, en nous basant sur ces propriétés, nous allons résoudre les

deux problémes aux limites concernant I’équation aux dérivées par-
tielles (1).

2. Probléme linéaire aux limites. Sous les hypothdses 1,2,3,4,
nous résoudrons le probléme de la détermination d*une fonction u(4, 1)
qui gatisfait & Uéquation donmée (1) en tout point intérieur de la région

an Awy, .oy a,) €2,
vérifie la condition limite
(18)

o<t<T,

duldTp+g(P, Hut+@(P,t) =0

(*) Nous conservons le signe d’intégrale double pour l'intégrale de surface dans

l'espace & n dimensions et le signe d’intégrale triple pour I'intégrale de volume dans
cet espace.
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en tout point P de la surface S, pour 0 <t < T et, de plus, satisfait & la
condition initiale

(19) lima(4, 1) = f(4)

en tout point intdrieur A du domaine 0.

On suppose que les fonctions données g(P, 1) et G(P,t) sont bornées
et continues dans la région
(20) Pel, 0<iT

et 1a fonetion donnée f(.4) est bornéde et continue & I'intérieur du domaine Q.

Nous remarquons (voir le travail [2]) que le symbole du/dTp dans
la relation (18) désigne la valeur limite de la dérivée transversale de la
fonction w, c’est-d-dire la limite

n

(21) du[dTp = 311{?1’ ﬂgl Gaa( 4, 1)cos(Np, m5) s, (4, 1).
Le probléme posé consiste & étendre & I'équation parabolique normale
(1) 1e probléme bien connu de Fourier pour I'équation de la conductibilité.

Nous signalons encore ¢u’il n’est pas nécessaire que les fonctions
g(P,t) et G(P,1) aient des limites si ¢ — 0 et la fonction f(4) une limite
si A->Pef.

En nous appuyant sur la propriété de 'intégrale de Weierstrass-Poisson
(16) (voir la thdse 143 du théoréme 6 de notre travail [2]), nous cherchons
1a solution du probldme sous la forme d’une sgomme du potentiel de simple
couche de densité indéterminée ¢(Q, v) et d’'une intégrale de Weierstrass-
-Poisson détérminée:

t
22) w(4,t) =[[[T(4,tQ,7)e(@, v)dogdr+
0 S
+(@Va)™ [[[ I(4,t; B, 0) Vet [u*(B, 0)|{(B)dB.
J !

La fonction (22) vérifie ’équation (1) pour 4eQ, 0 <t < T et la
condition initiale (19), quelle que soit la fonetion continue p(@, 7).

Nous allons profiter de l'indétermination de la fonction ¢(@,7) en
demandant que la fonction (22) vérifie la condition limite (17) 3 la sur-
face S. En nous appuyant sur la propriété de la dérivée transversale du
potentiel de simple couche (voir la thése (38) du théordme 1 de notre
travail [2]), nous obtiendrons ainsi ’équation intégrale
(2 ]/n)”’

o (P, 1)

(23) —F———
2Vdet |0¥(P, 1)

i .
= [ [ faetr®, 150, 01+ 02, TP 150, D)ol Hcar+ 6P, B
v Vs 2

Annales Polonici Mathematici IV. 8
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oll Pon a désigné

(24)  Gy(P,H = G(P, 1)+ 21/n)~"fff{——[1“1) t; B, 0)]+

+¢(P,I(P,1; B, 0)}l/det|a°’(B, 0)| f(B)dB.

L'équation intégrale (23) a la forme d’une équation de Volterra

" 2Vdet|a®(P, 1)]

P = — Gy(P,t
@) #(P,0) P

+lffst(P,t?Q,r)tP(Q,r)daadr

dont le noyau vérifie, d’aprés le résultat (70) de notre travail [2], I'inégalité
aux singularités séparédes

1

(26) IN(P,t; @, 7)] < t— ) ' 7;31—2,4.—#1 ’

pe €8t un nombre arbitrairement choisi & Dintérieur de lintervalle
(1—3#%,,1), olt %, est le plus petit des trois nombrés

(27) %y = inf(k, 20, %).

11 en résulte que n-+1—2ps—2x%; < n—1, donc les singularités de
la limitation (26) sont faibles relativement & l'intégrale de surface.

D’aprés 1a théorie classique, le noyau résolvant du noyaun N est la
somme de la série des noyaux itérés

(28) NP, 4;Q,7) = D) ¥N,(P,1;Q,7)

p=0

(Ng = N) déterminés par la relation de récurrence

t
7) ='fs(fnj)'N(P, 4 I, L) N (T, £; Q, v)dodl.

Chaque itération abaisse le degré des singularités de la limitation et,
@’aprés Dinégalité (26), les noyaux itérés seront bornés i partir d'un
indice », égal tout an plus & la plus grande des deux valeurs

(30) E( : )’ E[hl—g(—ll—ﬂ.)]'

(29) NP, t;Q,

1— e
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En s’appuyant sur la limitation (26), on pept montrer que tous les
noyaux bornés vérifient 1’inégalité de la forme

(B WopenlPs 15, 1] <2 [l —p) m 0
ro+m b ’

(I —pe)m I'[m(1—pa)]
(m=1,2,3,...) g, et g, étant les bornes supérieures des fonctions
Cdo
(32) Yol <0ur [ [ sgpemm <o .

Le dénominateur I'[m(1— u.)] dans la limitation (31) assure la con-
vergence abgsolue et uniforme de la série (29) pour toute valeur A et t— 7,
abstraction faite de quelques termes non bornés.

Avant d’exprimer la solution de I’équation (25) par le noyau résol-
vant (28), remarquons que la fonction (24) n’est pas bornée si ¢ — 0, done
il est douteux que I’on puisse appliquer la formule de Volterra. (est le
point sur lequel on a peu insisté dans les travaux consacrés au probléme
de Fourier. Pour résoudre cette question, il suffit de s’appuyer sur la li-
mitation
const 1

T

(33) [T(P i B, 0)]l < F<e<l,

résultant de la limitation des dérivées de la fonetion I'(4,t; B, 7) (voir
Pinégalité (34) et (35) de notre travail [2]). Nous en déduisons la limita-
tion & faible singularité

(34) (P, 1)) < <ot

qui permet de conclure 1’existence de la solution unique de I’équation (25)
sous la forme classique

2Vdet|a®(P,

(2]/:1) ’
’ 2Vaet [a*(Q, )]
+16{Lf92(1’,t;(3,r)-—@—]/;)n—
La solution (35) est continue dans la région
PeS, O0<ti<gT
et, d’aprés la limitation (34), elle vérifie 1'inégalité

Gl (P, 8)+

@4(Q, t)dogdr.

const

(36) lo(P, )} < G<p<y
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gi ¢+ 0. Cette propriété permet de conclure que la substitution de la
solution (35) dans la formule (25) fournit la solution cherchée u(4,1t)
de notre probléme lindaire aux limites. En effet, quel que goit £ > 0 on
trouve un #, tel que 0 < £, < t et on décompose la premiére des intégrales
(22) en deux intégrales étendues aux deux intervalles (0,1%,) et (i, %).
La premiére partie est évidemment continue avec ses premiéres déri-
vées si A — P. La seconde partie obéit & la propriété (38) de la dérivée
transversale du potentiel, démontrée dans le travail [2], puisque la densité

@(@, ) est continue et bornée dans Iintervalle (t,,?). La fonction (22)
vérifie done la condition limite (18) pour 0 <t < T, si la fonction (@, 7)
est une solution (35) de I’équation intégrale (23). En outre nous rappelons
qu’elle vérifie la condition initiale (19) et P’équation donnée (1) en tout
point intérieur 4 eQ pour 0 < ¢ < T, par conséquent cette fonction est
la solution demandée du probléme.

3. Probléeme non linéaire aux limites. Soit Péquation parabolique
de la-forme plus générale

(37) Y(u) = F(A,t,u)

ou F(A,t,u) est une fonction déterminée dans la région

(38) AeR48, 0<it<T, —oo<u<too
bornée, confinue par rapport & Iensemble des variables et vérifiant
par  rapport aux variables (4,u) la condition de Holder de Ila

forme

(39) |F (4,1, u)—F (44,1, u)| < 0[7‘34.41‘*‘#]“_“1[6]

ol C, a, 8 sont des constantes positives données, telles que

(39) 0<6<1, a> 30

Nous posons le probléme de la détermination dune fonction w(4, 1)
qui:
1. vérifie ’équation (37) en tout point intérieur 4 R pour 0 <t < T,

2. vérifie 1a condition limite non linéaire
(40) du[dTp = (P, t, up)

en tout point P de la surface § pour 0 <t < T,
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3. vérifie la condition initiale

(41) limu(A4,t) = f(4)
0
en tout point intérieur A4 Q.

On admet que la fonction &(P,¢ u) est déterminée, bornée et
continue dans la région

(42) Pef, 0<t<T, —oco<u< oo

et que la fonction f(A) est déterminée, bornée et continue dans le do-
maine Q.

En nous appuyant sur la propriété du potentiel généralisé de charge
spatiale (voir I’équation de Poisson (133) dans notre travail [2]), nous

cherchons la solution du probléme sous la forme d'une somme des trois
intégrales

t
43)  w(d,t) = —(2Va)™ [ [[[I(4,t;B,7)F,[B,7,u(B,7)]dBdv+

i
+ [ [ T4,4Q, )p(Q, 7 dogdv+ K (4, 1)
0 S
en désignant pour abréger
E(4,t) = (2Va)" ’J; [I'(4,t; B, 0)Vdet|a(B, 0)|f(B)dB
(44)

FyB,7,u)= Vdet[aﬂﬁ(B, )| F(B, 1, u).

En demandant que la fonction (43) vérifie la condition limite (40)
et en nous appuyant sur la propriété citée de la dérivée transversale du
potentiel de simple couche, nous arrivons & l’équation intégrale non
linéaire de la forme suivante:

- t
B (va) cerd _
(45) ;mww,twaf / J 840,19 (@, v dogde+
n ‘ . d
—(2Va) “ dT P,t,B,r)]Fl[B,-r:,u(B,r)]dBdr—]—:i—l-,—;[K(P,t)]

= «p{P,t, —(21/5)—"ffffr(r,t;3,T)FI[B,r,u(B, 7)]dBdr+

i
+ J‘L}‘F(PJ;WW

(@, v)dogdr+E (P, n}.


GUEST


118 W. Pogorzelski

Nous avons donc ramené le probléme 4 la résolution du systéme de
deux équations intégrales (43) et (45) non linéaires et singulidres & deux
fonctions inconnues: I'une (4, t) dans la région [Ae2+8, 0 <t < T,
Pautre ¢(P,?) dans la région [Pef, 0 <t <<T]

D’aprés 1a limitation (33), on peut prévoir que les fonctions w(4, 1),
@(P,t) peuvent ne pas tre bornées, si ¢ tend vers zéro, nous introduirons
done deux nouvelles fonctions inconnues

(46) v(d, 1) =vu(d,t), y(P,1)="p(P,1)

olt y est un nombre arbitrairement choisi & lintérieur de Vintervalle

1)

I;e systéme d’équations (43), (45) prendra alors la forme suivante
(47)
» v(4,t) =

i
Va)™ [ [[[¢T(4,; B,) F\[B, 7, v"0(B, )]dBdr+
0 9(B)

14
+ [ [[eT(4, @, )7 "p(Q, 7)dogdr+ VK (4,1),

0 S@)
R 1L
) 2Vdet|a?(P, 1)| ot
: 1
+fffm—v [T(P,4;Q, D19(Q, 7 dogdr—

(0]

i

e[t

. 0 2(B)

[['P,L,B 7)1 F,[B, 7, v (B, ©)]dBdr+

d .
+i’—(ﬁ—,;-[K(P,t)]

i
_mzs{P i, — v?r“f ” I(P,t; B, ) F,[B, t, 7"(B, «)]dBdr+

0 a(B)

B +f

0 5@

I(P,1;Q, 1) v "p(Q, 7)dogdr+ K (P, t)}.
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On peut toujours supposer que la constante x dans les propriétés
(33), (11) est fixée & lintérieur de lintervalle (3}, y). Alors la fonction

(48)

sera bornée, continue et tendra uniformément vers zéro, si t— 0.

Si 9(4,1) et p(P,1t) sont continues et bornées, toutes les intégrales
dans ley équations (47) et (47') sont bornées, continues et tendent uni-
formément vers zéro si ¢ — 0. Nous admettons donc que ces intégrales
sont nulles dans la région (248, £ = 0).

Le systéme d’équations (47), (47’) étant irrésoluble par la méthode
classique des approximations successives, nous la résolvons par Pappli-
cation du théoréme topologique de J. Schaunder [3]: ,,Si dans un espace
de Banach une transformation continue fait correspondre 4 un ensemble
de points, convexe et fermé, son sous-ensemble compact, alors il existe
dans cet ensemble un point invariant de la transformation”.

Considérons donc un espace fonctionnel A4 composé de tous les
couples de fonetions réelles [v(4, 1), (P, )] bornées et continues dans
les régions

(AeR2+8, 0t <), (PeS, 0Kt<LT).

Cet espace sera linéaire, normé et complet, il sera donc un espace de
Banach, si nons admettons les définitions connues suivantes des opérations
linéaires:

(49) 0y yl4-[00; ] = [o+o1, p+9il,. Ao, 9] = [dv, 2y]
de la norme du point Ul(v, y):

(50) v U] = sup|v(4, 1)|+sup [p(P, 1)]

et de la distance des deux points Ul(v, y), Uy(vy, vi):

(51) 8(U, Uy) = [U~TU4l} = sup|o—v,{+sup|p—p,|.

Soit dans l'espace 4 un ensemble F, borné et fermé, de pointe
U(v,p) déterminé par les inégalités
(52) )l <o, w(PY < e

oll o; et g, sont des nombres positifs arbitrairement fixés. Il est facile
de montrer que l'ensemble E est convexve.
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En tenant compte de la forme des équations intégrales (47) et (47')
transformons I’ensemble E & Paide des relations suivantes

(83)
V4, 1) = _(of)—n”ffmu iy B, 7) Fy[B, v, 7" (B, 7)1dBdr+

+ f [[¥r(4,4;Q,0)v"p(Q, 7)dogdr-+E (4, 1),
0 5Q)

(2Va)®
2V det [a®B P, 1)|

e

[N((9)]

ﬂ-quw

(83" —

Y(P, )+

[—”P 4@, 1)1y'(@, v)dogdr+

[['(P,t; B, V)1 F[B, , v"0(B, v)1dBdr+

i

=t”<13{1’,t, — (V)™ ”“ I'(P,t; B, ) F.[B, v, v~"0(B, 7)]dBdr+

0 “olBy
11

Jfr (P,1;Q, v)7 (@, 1) dogdv+E (P, t)}
° 5@Q) .
Toute fonction v’(4, 1) est déterminée, bornée et continue dans la ré-
gion (AeQ+4-8, 0 <<t T).
Toute fonction ¢'(P,t) est la solution d'une équation de Volberra
de la forme

_
2Vdet [a”‘“(P 3 lw

+f ffm"r di

[P, Q, 7)1y (@,
i 8@ F

bien déterminée, bornée et continue dans la région (Pef, 0 <t < T)
quelle que soit la fonction continue g(P,t) dans cette région. Donc les
relations (53), (83’) font correspondre & tout point U[v(4,t); w(P,1)]
de ’ensemble E un point bien déterminé U'[+'(4,1); ¢'(P, t)] de I'espace 4.

(34) — (P, 1)+

7)dogdr = g(P, 1)
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Cherchons la condition pour que Densemble E' des points trans-
formés U’ fasse partie de ’ensemble E.

D’aprds Pinégalité (11) et la relation (53), nous obtenons I'inégalité
suivante
(85) (4,8 <

O MY B Mg+ Cot' o, +-CotP My (3 < <)

oli My, M, désignent les bornes supérieures des fonctions ]F’l resp. |f
et C,, g, Oy sont des constantes positives ne dépendant que des coeffi-
cients de I’équation (1) et de la surface §. Remarquons ensuite que tonte
solution unique de 1’4quation de Volterra (54) vérifie, d’aprés la limita-
tion (26), 'inégalité

(56) [¥'(P, 8)| < suplg(P, )| (1+Cut e

ott la constante €, ne dépend que des coefficients de I’équation (1) et de
1a surface S. Il en résulte que toute fonction y’, donnée par la relation
(B3’), vérifie 'inégalité

(87) [¥(P, O <

les constantes positives (s, Cs ne dépendent aussi que de la surface §
et des coefficients de I’équation (1) et M, désigne la borne supérieure
de 1a fonction |®|. Nous en concluons, d’aprés (55) et (57), que ensemble
transformé B’ fera partie de Pensemble F si les constantes positives o
et g déterminant cet ensemble dans les inégalités (52), sont choisies
suffisamment grandes pour que l'on ait

(Cgt2+7=# Mg+ Ogt? = My+ 17 M ) (14 Ot ™)

- O, TH75 M 40y T g+ Cy T M,

(58) Q19

<
(O T Mp -y TP M+ TP M o) (14 CTH) < @2

ce choix est toujours possible.

Nous démontrerons maintenant, que la transformation définie par
les relations (53) et (53°) est continue dans Pespace A. Soit, en effet, une
suite arbitraire de points {U,(ts,y,)} dans l'ensemble E qui converge
vers le point U (v, y) de cet ensemble, on a alors

§(U,, U)—>0

et les suites fonctionnelles {r,(4, 1)} et {yu(4, 1)} convergent unitormément
vers les fonetions continues v(4,1t), p(P,1).

Soit Up(th, vs) la suite des points transformés par les relations (53),
(53’). Montrons que cefte suite tend vers le point U(v', y') transformé
du point limite U(w, y). Etudions done les différences entre les intégrales
qui figurent dans les relations (83), (53°). I suffit d’étudier T'une d’elle
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que nous décomposons de la fagon suivante

ffff [I'(P,i; B, ©)]{F.[B, ©, 77"0,(B, 7)] —

—I\[(B, 7, v "(B H}dde~f fff** Hff

to(e)

_On peut faire correspondre & tout nombre positif ¢ un nombre £,(c) tel
que la premiére partie de D'intégrale (59) ait une valeur ahsolue inférieure
4 }e quel que soit #; ensuite, en nous appuyant sur la convergence uniforme
%y —>0 et la limitation (33), nous pouvons choisir ny(e) suffisamment
grand pour que-la seconde partie de la différence (59) ait une valeur
absolue inférieure & }e, 8i 7 > ng(z). Done la différence (59) tend unifor-
mément vers zéro, si n — co. D'une fagon analogue on étudiera les autres
intégrales et on conclura que

8Ty, U') =0,

“donc que la transformation -étudiée est continue' dans l'espace A.

1l reste & démontrer, que I’ensemble transformé B’ est compact, ce
qui est plus difficile. .

L’ensemble B’ étant borné il suffit, d’aprés le théordme d’Arzeld,
de démontrer que les fonetions v'(4, 1), ¢'(4, t), composantes des points
de ’ensemble ', sont éguicontinues. Dans ce but nous nous appuierons
sur les théordmes, démontrés dans notre travail [2], concernant la con-
dition de Hélder pour les potentiels généralisés. Commengons 3 étudier
la premiére des intégrales (53) que nous désignerons par I,(4,1). Cette
intégrale admet des dérivées premiéres spatiales bornées et vérifie 1a con-
dition de Hélder par rapport & la variable ¢, d’aprés le théoréme 5 (formule
(134)) de notre travail [2], nous aurons done

(60) (A, 1) —I,(Ay, t,)] < const-Mplraq,+[t—1,]"].
Par conséquent a tout nombre positif + on peut faire correspondre
un nombre 7(c) tel que Ion ait
Ha(dy ) =LAy, )] <&y i 144, <n(e), [t—1y] < n(e)

pour toutes les fonctions v(B, 7) de ’ensemble B, cela veut dire que les
fonctions I,(4,t) sont équicontinues.

Pagsons & la seconde des intégrales (53), que nous désignerons par
I(4,1):

i
(61) L4, t) = [ [ [#1(4,1;Q, 7)77"p(Q, 7)dog .
08
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Nous ne pouvons pas appliquer ici directement les théorémes 2 et 3
de notre travail [2], puisque la densité 777p(Q, v) n’est pas bornée. D’aprés
I’inégalité (11), & tout nombre positif & on peut faire cor;espon@e un
nombre t,(¢) < T, ne dépendant que de & et de g,, tel que Pon ait

(62) I 4,0 < te, si 0<t<te).
On aura alors
(63) oA, ) —To( Ay, ) < e

si ¢, 1, se trouvent dans Pintervalle fermé <0, t,(c)>, 4, 4, sont deux points
quelconques de lensemble 2+ et (P, 1) est une fonction continue ar-
bitraire, vérifiant I’inégalité |y| << 0,-

Supposons maintenant que t, <t < T et décomposons Pintégrale
(61) en. une somme d’intégrales

(64) I(4,t) = I¥%(A, ) +I84(4,1)

étendues aux intervalles (0,t,) et (%, ).
Si oty <t < 28y, noOus aurons

68)  [I%9(4, )] < const-?sup |y] f (T_—K const-sup || 4~

on peut done supposer to(e) choisi suffisamment petit pour que 'on ait,
outre I’inégalité (62), aussi

(66) 354, 1) < ke, it << 2
done
(67) {134, ) —I%( 4y, )] < Fe

8i ¢, 1, sont situés dans I'intervalle (Z,, 2tp). Si les valeurs t, i, se trouvent
dans Pintervalle (2t,, T, on étudiera la différence (67) tout & fait comme
pour le potentiel de simple couche dans la démonstration des théordmes 2
et 3 de notre travail [2].

T faut remarquer ici quon a t—7 >, et que la limite supérieure 1,
de lintégrale est constante, ce qui facilite le raisonnement. On arrive
de telle fagon & l’inégalité de Holder

(68) [I%'5( 4, 1) —I3(A,, 1) < const a[7.44,+[t—14"*]
(0 < 6 < 1) commune pour toutes les fonctions |p(4, ) < ¢

Quant au second terme (64), on peut appliquer ici dlrectement les
théorémes 2 et 3 (travail [2]), puisque ce terme a la forme d’un potentiel
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de simple couche de densité =*y(Q,z) bornée dans Vintervalle d’inté-
gration (fy,?). On aura donc

(69) (A, ) —IP(Ay, )] < conste oa[rly, + [t—1,|°].

Les régultats (63), (67), (68), (69) permettent d’affirmer qu’a tout
nombre positif ¢ on peut faire correspondre un nombre 4 (s) tel que I'on ait

(70) (4, 1) —Iy(dy, b)] <,

quel que soit le couple de points A4, 4, de l'ensemble 2+8, et 1e couple
de valeurs ¢,%, dans lintervalle <0, T) vérifiant les inégalitiés

Taa, <n{e);,  lE—t| <nle)

En outre I'inégalité (70) est vraie simultanément pour toute fonction ¢

concernant 'ensemble E. Les fonctions
E sont done dquicontinues.

D’une f2gon analogue, en s’appuyant sur la limitation (26) de la déri-
vée transversale et le théoréme 4 du travail [2], on constatera que la
premidre intégrale dans ’égquation (53’) détermine une famille de fone-
tions équicontinues.

I reste & étudier lintégrale

(1) IP f /]

0 0 (B
ol )

I,(4,1) correspondant 4 ’ensemble

[FP t; B, 7)1F,[B, 7, v~ (B, 7)]dBdr

’ d -
(71") o [I'(P,t; B, 7)] :ﬁz (P, t)cos(Np, v5) I (P, t; B, 7).

En appliquant ici le théoréme 5 de notre travail [2] (thése (135)) et
les inégalités (4), (6), nous concluons que I'intégrale (71) vérific par rapport
aux variables spatiales la condition de Hélder
(72) [Lo(P, 1) —1 Pl, )| < const- My rpp
olt he @ésigne le plus petit des trois nombres %, %, 8, P et P, sont deux
points arbitraires de la surface 8. En appliquant les méthodes exposées
dans notre travail [2], on peut ensuite montrer que la fonction de la forme

i
(73) I(4,t) = ffffl}ﬂ(A,t;B, 7)o(B, 1)dBdx
(deR2, 0 T) vérifie la condltlon de Hblder suivante par rapport
A la vamable 1:
(74) [I(4,?)—I(4,1,)| < const-sup|o|-[t—1,|"?

o(B, ) étant une fonection bornée et intégrable, 6 un nombre positif
arbitraire inférieur & l'unité.

icm
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Nous concluons done, vu l’inégalité (4), que l'intégrale (71) vérifie
par rapport & la variable ¢ la condition de Holder

(75) [To(P, 1) —I4(P, tl)l < const- Mplt—1t,|"

ot he =k, 8i M < } et he = 19, Slh >4

Les propriétés (72), (75) montrent nettement que les fonctions (71)
forment une famille de fonctions équicontinues. En réunissant les pro-
priétés cités des intégrales 7, et en tenant compte des hypothéses concer-
nant les fonctions F et &, nous concluons que les fonctions #'(4,1),
v'(4,1) concernant ’ensemble E’, forment une famille de fonetions équi-
continues, done l’ensemble transformé E' est compact.

Toutes les conditions du théoréme de Schauder étant satisfaites,
nous en déduisons Pexistence dans I’ensemble F au moins d’un point
(@, 9%, invariant relativement & la transformation (53), (53'), done
lexistence d’une solution du systdme d’équations intégrales (47), (47°),
composée des deux fonctions v*(4,t), v"(P,t), continués et bornées
dans la région [4e2+ 8, 0 <t < T] resp. [Pef, 0 <t < T]. 1l en résulte
que les fonctions

(76) “.(A: t)t= ﬁyv’(Av 1), (P.('Pi i) = t—'y?'(.-Pi 1)
forment une solution du systéme d’équations intégrales (43), (45) dans
les régions [AeR+8, 0 <t < T']et [PeS, 0 <t < T]. Nous allons montrer
que la fonetion obtenue u*(4,1) est la solutien du probléme proposé dans
ce chapitre.

Remarquons, en effet, que la fonction u*(4,1t) a des dérivées spa-
tiales

(17) t
Wifd,t) = —(2Va)™ [ [[[Tu(4,t; B, )F,[B, 7, u" (B, 1)]dBdr+

T 4,13Q,7)97(Q, 7) dogdr+Eqy(4, 1)

i

déterminées et admettant dans un domaine arbitraire fermé £2'C Q une
borne supérieure de la forme: const-t=%?, si ¢ > 0. Done elle vérifie dans
le domaine 2*, pour ¢ > 0, la condition de Lipschitz

(78) (4, 8) —u'(Ay, )] < B r4.

11 en résulte que la fonction F[B, 7, " (B, 7)] vérifie, @aprés la sup-
position (39), la condition de Holder

(19) |F[B,7,uw' (B, )]—F[By, 7,4 (B, 1)]| < O(1+k)1hp dans Q°
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Par conséquent, d’apres le théoréme 8 de notre travail [1] et ’équation
(77), 1a fonetion u*(4, ¢) admet des dérivées secondes qui vérifient Péqua-
tion donnée (1) en tout point intérieur A e pour ¢ > 0.

La fonction w*(4,t) vérifie la condition limite (40) pour ¢ > 0,
d’aprés ’équation (45). Enfin, en remarquant que la premiére et la se-
conde des intégrales (43) tendent vers zéro en tout point intérieur 4 du
domaine 2, en nous appuyant ensuite sur la propriété de 1’intégrale de Pois-
son-Weierstrass K (4,1) (voir le théoréme 6 de notre travail [2]), nous
coneluons que la fonction trouvée vérifie la condition initiale (41). Nous
pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

TutoREME. 87 les coefficients de Uéquation paraboligue (1) vérifient
les conditions de Hélder (4), (8), la fonction donnde F(A,t,w) veérifie la
condition (39) dans la région (38), la fonction donnée D (P, t, u) est continue
dans la région (42) et la fonction f(A) dans le domaine 2, alors il existe au
moins une fonction u(A,t) qui vérifie Péguation donnée (1) en tout point
intérieur AeR pour 0 <t < T, qui vérifie la condition limite (40) pour
0 <t < T en tout point P de la surface S limitant le domaine Q (vérifiant
les conditions de Liapounoff) et verifie la condition initiale (41) en tout
point intdrieur A ef.

Nous signalons encore que la solution du probléme existe quelque
grandes que soient les bornes supérieures des fonctions F, @, f.

Travaux cités

[11 W. Pogorzelski, Ktude de la solution fondamentale de 1 équation paraboligue,
Ricerche di Matematica 5, Napoli 1956.

[2] ~ Propridtés des intégrales de Uéquation parabolique normale, ce volume,
p. 61-92.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK
INSTITUT MATHEMATIQUE DE L’ACADEMIE POLONAISE DES SCIENCES

Regu par la Rédaction le 10.9. 1956

icm

Les manuscrits dactylographiés sont & expédier & l'adresse:
Rédaction des ANNALES POLONICI MATHEMATICI
KRAKOW (Pologne), ul. Solskiego 30.

Toute la correspondance concernant Y'échange et I'adminisiration est
a expédier a I'adresse:
ANNALES POLONICI MATHEMATICI
WARSZAWA 10, ul. Sniadeckich 8.

Le prix de ce fascicule est 2 §,
Les ANNALES sont & obtenir par Pintermédiaire de
ARS POLONA
WARSZAWA (Pologne), Krakowskie Przedmiescie 7.


GUEST




