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(oh a* gont des constantes) étendue & la sphére K de rayon unité et de
centre & origine des coordonnées rectangulaires £y, ..., &. On démontre
(veir notre travail [3]) la propriété limite suivante de lintégrale (a):

. : 2V
) }Elr}[( )= Vaet|a®|

Calculons la limite de lintégrale (o) d’une autre fagon, en éerivant

1 n
~ . 02 ,
1) = [ [ [exp[ -2 D o] ae | e
5' l’ 4 a,ﬂZ=1

ol &, = p&, sont les coordonnées des points de la surface A de la sphére K.

Nous aurons
.48

I® = 2"_1ff o2 [f qnl‘:l—le—qdq] dw(éi, ey f;b)
A 0

n
en posant & = 3 a¥&.£;. Il résulte
a,f=1

(») hm[( ) = 211—.111( ) ’4. ’,. P

{0

Nous en déduirons, par comparaison avec la valeur (), 1’égalité

(8) U [Z 0P ]'"'zdw(fi,...,gg)i/_d_%_;ﬂﬁﬁ
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Evaluations des solutions de I’équation aux dérivées par-
tlelles du type parabolique, déterminées dans un domaine
non borné

par M. KrzYZANSKEI (Krakéw)

1. Dans la présente note je vais établir certaines évaluations des
solutions de P’équation aux dérivées partielles du type paraboligue

mn m

1 Flul= Zaw (X, ftmj-l—Zka Hug+o(X, yu—ui = (X, 1),

en appliquant les résultats de mes recherches antérieures relatives aux
golutions de léquation (1) déterminées dans un domaine non borné
(voir [5] et [6]). Ces évaluations constituent un perfectionnement de
celles que j’ai effectnées dans les fravaux cités(?).

Soit X (¢, s, -.., Tm) un point variable de I’espace &, & m dimen-
gions et ¢ le temps. Nous désignons par (X,?) ou P(X,t) le point
P (@1, Loy .ory T, t) de Despace-temps Epyq & m-+1 dimensions. Ceci
étant convenu, soit D un domaine non borné de I'espace C.;, situé
dans le demi-espace ¢ > 0 et dont la frontiére FD se compose des domaines
non bornés S, et Sy & m dimensions des hyperplans ¢ =0 et ¢t =T, et
d’une surface ¢ qui n’est tangente & aucune caractéristique ¢ = const
de (1). Aux points de 8, 1a normale intérieure & FD a la direction de 1'axe
des t; elle a la direction opposée aux points de Sp. Désignons par 2 'en-
semble S, 0.

Nous supposons que les coefficients a;; et by (z‘, jok=1,2,...,m)

sont continus et bornés dans le domaine D. La forme Z%(X t)Agl; y est
i7=1
supposée définje positive, le coefficient ¢(X,t) borné supérienrement

et la fonction f(X,?) continue.

(*) Pour les autres méthodes d’évaluation des solutions des équations parabo-
ligues du second ordre et des ordres supérieurs voir [1], [9], [10].
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2. Rappelons cerfaines notions concernant la croissance d’une fonc-
tion & Pinfini, Nous disons que la fonction F(X,?) est de classe E,(K)
dans le domaine D g'il existe un nombre positif M tel que

F(X, 1) < Me™®  pour (X,t)eD,

ol l'on a posé r = (Z‘w”)’/2

Nous disons que F (X, t) est de classe F, il existe un nombre K > 0
tel que F(X,t) soit de classe H,(K).

On a le théoréme suivant:

TatkorimE 1. La seule solution de Véguation homogéne

(2) Flu] =0,

réguliére(?) et de classe B, dans la fermeture D du domaine D, s’annulant
sur X, est w(X,t) =0.

Pour la démonstration on reprend le procédé appliqué dans la dé-
monstration du théoréme I de [5]; ceci permet de démontrer que (X, t)
sannule dans la partie D* de D située dans une couche 0 <t < h, olt &
est un nombre défini dans [5]. On démontre ensuite de proche en proche
que %(X,?) gannule dans les parties de D gituées dans les couches

ph<t<(p+0h (p=1,2,...).

On déduit du théoréme I l'unicité dans la classe B, de la solution
de P’équation (1) régulidre dans D et prena,nt des valeurs données sur X'(3).

Soit I'p 1a surface cylindrique a3 4-a34-...4 a2, = R%.et Dy 'ensemble
ouvert séparé de D par la surface I'p. Désignons par 8, 8% et o les
parmes des surfaces 8y, Sy et o situées & Vintérieur de I'y et sur I'p, et
par Cg la partie de I' située dans D. Soit Xg = 88+ o5, 25 =
Soit R, un nombre positif, tel que les ensembles 8% et S% ne soient pas
vides pour B > R,, Dg étant la somme de dpmaines de hauteur 7.

Le théoréme qui va suivre ,est analogue & celui de la note [6].

(%) Cest-d-dire admettant des dérivées du secons ordre continues dans D et
continue elle.méme dans D.

(*) L unicité dans la classe Ey de la solution de I’équation de la chaleur uph = uf,
déterminée par les conditions initiales, a été démontrée par A. Tychonoff [12].
E. Holmgren [4] a démontré antérieurement l’unicité de la solution du méme pro-
bléme dans la clagse de fonctions satisfaisant aux inégalités de la forme

lu(z, )] < M exp [Katlog|w|],

mais en supposant que cette solution admet la dérivée ug continue pour ¢ 2= 0, tandig
- que Tychonoff n’avait supposé que la régularité de la solution elle-méme. La condition

néeessaire ot suffisante pour I'unicité d'une solution réguhére de ce probldme a été
donnée par 8. Técklind [11].

Zr+Cr.
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TatortME II. Supposons que 1° la fonction F(X,1) soit de classe E,
dans le domaine D; 2° diant donnéde une fonction ®(X,1) continue dans la
fermeture D dw domaine D, et R étant wn nombre positif supérieur & R,
il ewiste une solution de (1) réguliére dans Dy, et identique & @ (X, 1) sur Qp.

Ceci supposé, soit Oo(X, 1) une fonction continue et de classe B, dans D,
{Ra} une suite croissamte de nombres positifs tendant vers Vinfing et {u(X, 1)}
une swite de solutions de (1) réguliéres dans les ensembles Dy et identiques
& P X, 1) sur Qp,.

Dans la pame D" de la fermeture D du domaine D située dans une
couche 0 <t <h, dont la hauteur h dépend des bormes supéricures des
coe]‘fwzmts de Véquation (1) et des fonctions (X, 1) et @o(X, t) (voir [B]),
la suite {1(,,,(X , t)} converge pour n —» oo vers une fonetion u(X, 1), consti-
tuant une solution de (1), réguliére et de classe B, dans D* et identique &
@o(X,1) sur Z-D",

Pour démontrer ce théoréme il suffit de reprendre la démonstration
du théoréme IIX du travail [5].

3. Passons aux évaluations que nous avons & établir dans la présente
note. Nous admettons ’hypothése suivante.

HypoTHESE (A). Le nombre R > R, étamt choisi d’une manijdre
arbitraire, soit ¢r(X, ¢) une fonction continue sur Qp. L’équation homo-
géne (2) admet une solutjon (X, ), régulidre dans la fermeture Dy de Dy
et se réduisant & pgr(X,t) sur Qg ().

Nous allons démontrer le théoréme suivant:

TrtoREME III. Supposons que Pon ait ¢(X,t) <0 et f(X,1) =0
(ou f(X,1) < 0) dans D, la fonction f(X,1) y étant de classe B,. L'hypo-
thése (A) est supposée vérifide. Soit uw(X,t) une solution de Uéquation (1),
réguliére et de classe B, dans D. 8i Von a w(X,t) < M (resp. u(X,t) =
= —M) sur X, M dtant un nombre positif, cetle inégalité subsiste partout .

dans D

s

Démonstration. Il existe une fonction @,(X,t), continue et de
classe B, dans D et telle que @y(X,1) = u(X,1) sur 2 et Oy(X,t) <M
dans D (voir [7], p.98-99). Choisissons un nombre R > R,. D’aprés
Thypothése (A) il existe une solution u,(X,t) de I'équation (2) réguliére
dans Dy et telle que D'on ait uo(X,t) = &y(X,t)—u(X,t) sur Qz. La
fonction %(X, 1) = u (X, t)+u(X, ) constitue une solution de (1), telle
que

(X, 1) =B X,t) <M  sur Q.

(%) Pour ce qui concerne les conditions suffisantes pour que cette hypothése
soit vérifiée voir [3].
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Comme on 2 ¢(X,t) <0 et /(X,¢) > 0 dans D, il résulte des théorémes
sur les extrema des solutions des équations paraboliques (voir [2], p. 372
et [8], p. 273) que #(X,t) < M dans Dp.

Soit {R,} une suite de nombres positifs, supérienrs & R, et tendant
vers linfini pour n — oo, {ﬂn{X , t)} la suite de solutions de (1), se rédui-
sant & @y(X, 1) sur g . Soit D" 1a partie de la fermeture D du domaine D,
située dans la couche 0 <t <k (voir théoréme I_I_). Il résilte des théorsd-
mes I et IT que Pon alim%,(X, t) = w(X, t) dans D*. Comme %,(X, 1) < M

N 00 —
dans Dy, on a u(X,t) < M dans D"

On démontre ensuite de proche en proche que I'inégalité u(X, ) < M
subsiste dans les parties de D situées dans les couches pho <t << (p4+1)h
(p =1,2,...). On a donc u(X,1t) < M partout dans D.

COROLLAIRE 1. Supposons que Von adt |f(X,1)| < M, dans D et que
Vhypothése (A) soit vérifide. Soit u(X, 1) une solution de (1) réguliére, de
classe B, dans D et telle que |u(X,t)| <M sur Z. On o

[u( X, )] < (M -+ ot)e” (X,t)eD,
O édtant la borne supérieure de ¢(X,t) dans D (voir n°1).
Pour la démonstration on pose
(X, 1) = w(X, ) e (—1) Myt (k=1,2)
et on applique le théoréme IIT aux fonctions v;(X, 1).

COROLLAIRE 2. Supposons que la fonction f(X,1) soit de classe B,

dans D, c’est-a-dire

pour

HX, 0] < M,

(voir n 2), My et K étant deuw nombres constants non nédgatifs. L’hypothése
(A) reste valable. Soit u(X,t) une solution de (1) véquliére et de classe I,
dans D, satisfaisant & la condition |u(X,t)| < Me™ auw points de 5.
On a

[u(X, )] < (M+Motyexp [Ko+v(K)t],

o Von a posé

e=(Y+1)" @ »E) =EU+Em(4+B)+0,
F=1

avec

4 =maxsuplay(X,1)|, B =maxsuplby(X,t)|, O = supe(X, ),
tlgm D kgm D D
A diant le plus petit nombre positif tel que Von ait
m m
2 (X i <U Y
ij=1 k=1
plur (X, t)eD et pour tout systéme de nmombres réels Y P PR |

me
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Pour la démonstration du corollaire 2 on fait un changement de la
fonction inconnue en posant u (X, t) = v(X, 1) exp (K o+ +t) et on applique
le corollaire 1.

Remarque. 8ila fonetion f(X, 1) et la fonetion 3 laquelle se réduit
linconnue sur X sont de classe F,, c’est-a-dire si I'on a |f(X, 1) < M,eE™
dans D et [u(X,t)| < Me5* sur X et si "hypothése (A) est vérifide, on
établit la limitation

K
(X, )| < [Mh(K)+Mexp [m—l'“(l()t]

pour (X,%)eD, 0 <t < h(K), les nombres u(K), »(K) et h(XK) étant les
mémes que dans [5].
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