Probléme aux limites pour I’équation aux dérivées par-
tielles du quatriéme ordre dans la théorie du mouvement
d’un liquide visqueux

par J. WoLSKA - BOCHENEK (Warszawa)

I. Introduction. Les équations du mouvement d’un liquide visqueux
incompressible ont la forme:

1) %?-—I—va = —F —yrotW

ou W =rotw, v désigne la vitesse du fluide, » le coefficient de viscosité
cinématique, F le vecteur des forces extérieures.
D’aprés la transformation

2) rot%:i + rot[Wxv] = —rotlf—rrotrotW

et Iéquation de continmité

(3) dive =0

nous obtenons les équations (1) sous la forme
aw

(4) - = (WV)v+vAW 410t F

ou sous la forme

ow, ow,, aw. ow, . Ov, ov, 00,

P = o L E — Wy - Wy~ v AW,
% G M dy T, W- P W”ﬁgf/ ' “‘(?z' tvAWe
ow, ow, 0w, oW, _ v, o, ovy
! Lo Y Y ot WY e Wt =k A
(4") EY Ty P + 1y oy + 7 9z W, ™ B VV7/ By -+ W, e 9 Wﬂ:
oW, ow, ow, ow, ov o, . Or,
5 T gy Ty = Wagn + Wt A Wt AT

Les équations (4) deviennent plus simples, quand il s’agit du mouve-
ment plan, puisque dans ce cas v, = 0, v, et ¥, ne dépendent pas de la
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coordonnée z, ce qui permet d’introduire la fonetion du courant v(z,y,1)
définie par les égalités:

(5) U = Bp[0y, v, = —dy/dn
et de remplacer les équations (4) par une seule équation

0dy Oy 0dy Oy BAy
6 Ady = —2 —— t, B
(6) [l A TR VA i L
avec une seule fonction inconnue y(x, y, t). D’autre part, si le mouvement
du fluide est permanent, la fonction y ne dépend que des coordonnées
z et y et 1équation (6) aura la forme

(M vAdy = —= —— ———.—— L o(z, y)

olt (2, y) = rot, F. )

Dans ce travail nous nous proposons de trouver la fonction wix, )
qui satisfait & I’équation (7) & Pintérieur du domaine borné, simplement
ou multiplement connexe D, limité par ’ensemble des courbes C(C,,
Oy, ..., Op) et satisfait, sur le contour ¢ du domaine D, aux conditions
limites suivantes:

8 p(d)>0 s AP,
(9) dp(A)jdn -0 i A->P

oL P est un point sur le contour 0, A un point & 'intérieur du domaine D.
En outre nous admettons pour le contour ¢(C,, Cy, ..., 0,) et pour la
fonction donnée ¢ = rot,F les propriétés suivantes:

A. Les courbes Oy, C,,...,C, possédent une courbure vérifiant la
condition de Holder, c’est-a-dire les coordonnées ¢ et y comme fonctions
de T’arc s possddent des dérivées secondes vérifiant la condition de Holder.

B. La fonction ¢(z, ¥) est bornée et continue dans le domaine D--(
et vérifie la condition de Holder par rapport 4 # et y dans ce domaine.

IL. Etude préliminaire. Considérons d’abord 1’équation du type
(10) Ay = d(e,y)
étudiée par Lauricella [2]. La solution unigue du probléme aux limites

(8) et (9) pour ’équation (10) a la forme

’ 1 »
(1 v@,y) =< [ [G(o,, & 0, magan
- 2
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en supposant que la fonction @ vérifie la condition de Hélder. La fonction
de Green G (2, ¥, &, ) pour 'équation (10) est la somme suivante d’une
fonetion irréguliére et d’une fonction réguliére pour 4 = B: ‘

(12) @@, y,&,n) =raplog(Llras)+g(@,y, & n)

(rap =Va—&"+—n% Ay, B(&n)
et elle satisfait anx conditions limites
(13) G(4,B) >0, dG(4,B)jdn, >0 s A->PeC

B étant un point intérieur du domaine D.

11 en résulte que la fonction g(x, v, &, n) est une fonction biharmo-
nique uniforme des coordonnées z et y, régulidre dans le domaine D,
satisfaisant aux conditions limites suivantes:

dg(4,B) _ dlrpslog(l/res)
ang dan

’ 1
(14) g9(4,B)~ _'V%BIOg_:
7PB

si A—PeC.

Pour démontrer que la fonction (11) vérifie ’équation (10), remar-
quons que la fonction g(z, y, £, ) satisfait & Iéquation 44g = 0 et que
les dérivées partielles du second ordre de la fonction p dans 1’équation
(11) peuvent étre obtenues en différentiant la fonction G(z, v, &, 1)
sous le signe de l'intégrale [7], p. 643, nous tirong de la formule (11) l’équa,—
tion suivante .

1 1 1 1
18) Adp =—4 [ [4[10g—— -1 L g
(15) Ady—— [) i (log“B 1)45(3)@03 =4 {) [ 0(B)log—day

Ensuite, en tenant compte de 1’équation de Poisson relative au laplacien,
nous pouvons déduire que la derniére intégrale dans I’expression (15)
est égale & la fonction ®(4), la fonction & satisfaisant & la condition de
Holder. Nous en concluons que Pexpression (11) est une solution de 'équa-
tion (10).

La fonction (11) satisfait aux conditions limites (8) et (9), puisque
les fonctions G(4, B), dG(4, B)/dn, satisfont atx conditions (8) et (9)
et restent bornées méme quand les deux points 4 et B tendent vers le
point P de la courbe 0. D’aprds les équations intégrales de Lauricella
(loe. cit.) pour la fonction g(4, B), il en résulte que la fonction g(A, B)
et ses dérivées partielles du premier et du second ordre ont des valeurs
Limites définies et qu'elles sont bornées dans I’ensemble de tous leg

EBguations aux dérivéss partielles du guatriéme ovdre 101

couples de points 4, B du domaine D. Il en régulte, de méme, I’existence
des valeurs limites pour les dérivées du troisiéme ordre de la fomction .
G(4, B), si le point A tend vers le point P de la courbe C, le point B

restant & Dintérienr du domaine D. On peut démontrer de méme
fagon que l’a fait W. Pogorzelski [6], que ces dérivées admettent la
limitation:

const
a<2

(16) I64'(4, B)| <
B

pour tout couple de points 4, B du domaine D. Enfin par une méthode
analogue 4 celle de la théone du potentiel, on peut démontrer que les
dérivées partielles du troisiéme ordre de la fonction y dans I’équation (11)
peuvent &tre obtenues en différentiant la fonction G(x,y, &,%) sous
le signe de l'intégrale, c’est-a-dire

ady 1 pr04@
—_— —_— dn.
= o JDf (&, n)dédn,

Ay oda
— (&, m)déd:
=5 [ Ty e nazan.

17

III. Solution du probléme. Nous allons régsoudre 1’équation (7) avec
les conditions limites (8) et (9). D’aprés la solution (11) pour ’équation
(10), nous constatons que la fonction inconnue y, satisfaisant aux
conditions proposées, doit satisfaire & P’équation intégro-différentielle
suivante:

01p'6Aw_“5_1p'6A1p ]
08) v, = 2 [ (000w, &G0 5 — G- G reten acan

ol la fonction de Green G(z, y, £, n) est de la fmme (12) et satisfait aux
conditions limites (13). En posant

1 '
(19) foyy) =5 [ [ @@y, & mets, magin
D

nous écrivons I’équation (18) sous la forme:

V’.QA_E_EE.MV’]
20) y(o,9) = —fwa,a/,e,n [757 E et | #an @)

ol la fonetion f(x,y) est donnée.
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Les raisorinements du paragraphe précédent permettent de con-
stater que si la fonction y satisfait & 1’équation (20) elle satisfera de méme
au systéme de 5 équations intégro-différentielles:

dy c’MqJ 01/}
P, g) = SMH Gy b0 [0 0E 20200 asay o, ),
@, y) 1 0G(m,y, &, q) [dy 04y dy ody 0/‘(1; )
o “Sm:y 2 [an P ok T,,]d - ——=,

E a6 , &, dy a4 i
1) v (2, ¥) smff (w y & 71)[ y ddy Dy __g] deanr L@ Y 3f(w )

3y T '

0dy(@,y) 1 rrdd6(@,y, &[0y ddy By ady 0Af(m ¥)
oz T 8w éf % [517 9E T 0 @ ] dedn+—5

04y (=, y) MG(w y, & ady Iy ddy 3df (@, y)
ay Snvff [9,7 B T ﬂ]dfdn+-—~—ay

Nous allons résoudre maintenant le systéme auxiliaire de la forme

vle.y) = g%ffG(m, ys & mv(E nw(s, n—u(g, nz&, pldédn+fiw, y),
ulo,y) = Swf{ 28, o £ 16 mw (&, m— e mya(E, mldedn + 3";””,
(2. 5) “5;; ff o y,s,__[v Lmw (E,n)—u(&?l)z(é,17)]d£é77+—az—(favy’—yL,
v y)—éru” MGm y 5'") [ (&, n)w(&,n)—u(g, )z(E,n]dqu-i-_fw
“w9) = svffa_A‘M’—‘[”(ény)W(E,n)— (e, 36 magan + L0,

Appliquons la méthode des approximations successives au systéme
(22). Formons, dans ce but, cing suites infinies de fonctions

Yoy Y1y YPay ooy Yny ooy

) gy Uy, uz,...,’lln,,.-.,

(23) Voy Uiy Vayeery Upyonny
Woy Wiy Way eeny Wyy ous,

Zoy R1y Rayeeny Bpyoaen
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définies par les relations de récurrence

o= f f Oltnrt s —Vario )8y 1,
(24) Ty == -g:-r; .’;‘f%g['l‘n_lwnl...l——uﬂ,_l;n_l]dé‘dn—i-g—;,

Nous allons d’abord montrer que l’on peut former les suites (23)
4 condition que le diamétre du domaine D goit suffisamment petit.

Supposons que les fonetions vy, uy, vy, Wy, 7, satisfassent aux con-
ditions (R étant une constante positive arbitraire):

(25) [yl < R, li| < R, [on] < R, [wy] < By, |om| <R

et cherchons pour le diamdtre ¢ du domaine D une condition telle
que les fonetions ¥y 1, ¥pi1y Unyr) Wniry fnga  Satisfassent aux inégali-
tés (25).

En supposant que [p| < M et en tenant compte du fait que les fone-
tions @ et @4 sont bornées [|@| < &, |G| < k] (remarque du paragraphe
précédent) et que la fonction G’ vérifie 'inégalité (16), nous obtenons

oyl < g [ 800 < 75" e

1![70 j J ,Mkd"

; Mod#~e
81:,:“ 2“!%—“‘@(0—@

et des inégalités analogues pour df/dy et 04f/dy,. d désignant le dmmétre
du domaine D.
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Du systéme (24) et des conditions (25) nous obtenons par un caleul
pareil

(2RA+ M) kd?

E')”n+li < 8y H

I”n+1| < y

(2R* - M) kd?
8y
(2B 0 e~

(2R 4 M) kd®
4v(2—a) !

(27) a1l < 5 )

[Wna] <
(2R*4- M) ed?~

!zn+l| < 41’<2 — a)

Il en résulte que, si le diamdtre d vérifie los inégalités

l/ 8vR
R+ I
21741%(2—«1)

(2R*+M)e’
les fonctions g, 13 Uy 1y Upyay Wy, 2,41 Satisfont aux conditions (25)
et alors les suites de fonctions successives sont définies.

Maintenant nous allons montrer que les suites (23) sont conver-
gentes et que les fonctions limites donnent la solution du probléme.
D’aprés (24) nous avons; aprés des transformations évidentes,

(29)
Ynt1— Yn
1

8w ff @ [vn{wn — Wr—1)+ Win—1(Vp— V1) — U (B, — 1) — 1 (Ui — Un--1)]dédn,
D .

(28) d<

Un4-1— Un,
1 G
= g;;ff—aw [om (wn, — 1y ) + W1 (O — V1) == Uy (B R — 1) 2, 1 (U, — Un1)]dEdn,
D

Vny1—Up
1 J2leS
= Eff‘a? Lo (0 —10m_1) + 0y 0 U ) (B 21 ) — 23 (Ul 1) Td iy,
o g
'w,,+1~ Wy,
1 046G .
= o) T (om0 —ttn ) 01 1)t 1)1ttty _y) | Ay,
B )

Any1— 2

1 4G |
= gaff?‘y‘ {vn ('w”-—’wn_l) +w"-1(lu"_"u”—1)_un(z%‘z‘nwl)“"z'n,—l('un—‘un_l)]dfd?} .,
D
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D’aprés les conditions (25) et 'inégalité (16), il en résulte

>Rl
lont1—wnl < —S;'-S“—P [Wm““n—ﬂ'H”n‘“’”n—ll'*‘!wn—wn—ll'Hzn‘-zu—ﬂ],

d*Rl
|Un 41 —ly| < V—Sy

sup [Jotn —tn_af +on ~vu_1] +|wp ~wp_1| + {2n—2n_1]],

(80) {|vps1— vn| < Sup [fin — 1| +[vn ~Vn 1] |t — W] -+ |2 — 211,
Rod?—e

|Wp 1| < mm sup [y, — U | "{'|’Un—'”n—-1|+|w'n—’wn—1[+|zn—zn—1[]:
R 20

|41 — 2n} < He—a Sup [[tn— 1| 00— p 1] + [Wg,—Wn_ 1] + ]2 —2n_1]].

En posant ) _
61; = ma‘xmun_ U]+ [V — ’Dm-ll + [y — W) + o — 2]

nous obtenons d’aprés (30)

' d*Rk d*Rk
[Pus1—¥al < & Oy g1 — Un| < 3 [
&R Red?—e
(31) [Onp1— 0| < g 0 Mmp—wal < Bo—a bu,
Rea* 5
[Pnqr— 2l < Do—a ™

11 en résulte que les suites des approximations successives sont conver-
gentes si

R [3k@® &% ) \
—_ RS 1.
82) v( 5 T3p—a <

Les fonctions limites

y(@,y) =limy,(2,9), w(w,y) =limu,(z,y),

(33) v(@,y) = limo,(w,y), w(»,y) = limw,o,y),

2w, y) = lime,(a, y)
donnent la solution du systéme (22) sous les conditions (32) et (28): Les
fonctions (33) donnent de méme la solution du systéme (21), puisque
nous obtenons par un calcul simple

a dy 04111_ Y ?_é.qi=z .
(34) %w(m,y), By = V@) G =wley), S E =29
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La preuve que la solution précédente du systéme (22) et (21) est unique
gera la méme que dans la méthode des approximations successives en
général.

Le systéme (21) résulte de I’équation (7) avee les conditions limites
(8) et (9), et 1a solution p de ’équation (7) satisfait au systéme (21) — mais
le fait inverse, & savoir que cette fonction est la solution demandée de
Péquation (7), n’est pas évident. Pour obtenir ce résultat nous allons dé-
montrer que les dérivées partielles 8Ay/0x et ddyp/dy satisfont & la con-
dition de Holder par rapport & x et .

THEOREME AUXILIATRE. Si la fonction D(A) est continue et bornde
dans le domaine D, alors Vintégrale

re—t
(35) 1(4) = [ [ S5~ #(B)dos
|

satisfait par rapport au point A(w,y) & la condition de Holder de la forme

(386) (4)—I(A4,)] < constM 0%,

M, désignant Ta borne supdrieure de la fonction || et & diant une constante
positive arbitrairement inférieure & Vunité.

Nous allons démontrer ce théoréme en suivant la méthode appliquée
par W. Pogorzelski (loe. cit.) & ’intégrale

I(4) = Hj B (B) .

Cons1dérons done dans le domame D0 les deux points 4 et 4,
et le cercle K de rayon 244, de centre A. Nous écrivons

(87)  I(4) = IM(A)+IPF(4), I(4y) = I¥(4)+IP"5(4,y)
ot I®' est 1a partie ds Pintégrale I étendue an domaine X', commun aux
domaines (D, K) et I°~X' 1a partie de Pintégrale I étendue au domaine

extérienr D—K'. Nous avons évidemment la limitation suivante

d 20 4 dr
(39) I=(4) < M J j o <2, f = M yr s,
. rAB L]
et de méme
301y [2
(40) (4| <2mMy [ dr = 8nMoraa,.

0

icm®
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Etudions maintenant la différence

B E] ®(B)dog

(41)  EE()—IP 4 ‘ [
DKt

z
v TAIB

Er

Remarquons que le premier terme I, de cette somme vérifie 'inégalité

(a' s)_(ml_f) <7A111l-’[m del’u

s i

(ZO’ B

A

f(_m— E)——(%—E)

*un - o, — &|@(B)dog.

D-Kr 5 4B

I, =

@ (B)dog

D-K/r

rdr
< 7414111” f — < Myr, ullog

i1y

4 < Mgl (7'511 log a
4, AR oy

d désignant le diamétre du domaine D. Il en résulte
(42) I, < const M1, .
Ensuite, pour le second terme I, de la somme (41), en aura

o 1= [l

D-K’

rhn—1%5] ’AB+'AB
<M,,f LT—T—I—d <M,,¢le L4548
By T4BT4B

[ﬂ’/'l—- E]¢ dO'B

"’AB uls

a5 T4,B

puisque [Pap—74,8 <7a4,-
Daprés la propriété évidente

(44) T4p["a4yp K2

nous aurons

(45) I,< Myraar3 f 298 const M1,
AB

T r/

Enfin, de (45), (42), (40) nous pouvons déduire que l'inégalité (36)
est vraie dans le domaine D+ C.

Le théoréme précédent permet de conclure que les dérivées 0dy/0x
et 9 Ay [0y satisfont & la condition de Folder par rapport & x et y dans un
voisinage suffisamment petit du point A. En effet la partie principale de
ces dérivées a la méme mingularité que intégrale (35) — la partie régu-
lidre a des dérivées partielles, done elle satisfait & la condition de Lipschitz.
Cette propriété des fonetions ddyp[dx et 9Ay/dy permet de montrer que
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la fonction Ay satisfait 4 ’équation de Poisson citée & la p. 101 et que la
solution du systéme (21) satisfait & 1'équation proposée (7) avec les con-
ditions limites (8) et (9). :

IV. Remarques. Dans le cas oit les forces extérienres F dans les équa-
tions (1) sont conservatives l'expression rotF = ¢ = 0 et 'dquation (7)
a_la forme

(46) vAdy = o T s Ay

Les conditiqns limites (8) et (9) pour Péquation (46) ne peuvent donner
que la solution o = 0 & l'intérieur du domaine D. Dans ce cas nous pou-
vons proposer le probléme aux limites suivant:

(47) ’ ) p(A)>f(P) s A->PeC,
(48) W) 1 P) s AP0
dny,

ce qui se rapporte au cas d’'un liquide engldbé dang un autre, dont la vi-
tesse au bord est donnée. Dans ce cas nous devrons chercher la solution
sous la forme

1 . 1 46
pd) == L 64, B0 B)an+ = af [ 522~ 1) 46|

ol
Oy ady

P'4) =L . — L o7
(4) o .
et appliquer la méthode de notre travail.
Par une méthode pareille nous pouvons résoudre le probléme plus
général de l'équation (7) avec les conditions limites (47) et (48).
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