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ON A PERFECT SET

BY
P.ERDOS (BUDAPERST) axp 8. KAKUTANI (NEW HAVEN)

{From a letter of P. Erdds to E.Marczewski)

... Bnclosed I send you our promised solution to your problem?).
The problem is this: A linear set 8 is said to have property (8,) if there
exists an 7, such that if @, < @y << ... < @y, Bp—&1. < 7, are any n real
numbers, there exist n elements yy, ¥a2,..., ¥, of §, congruent to =,
@y, ..., Tn. You ask: Does there exist a perfect set S of measure 0
having property (S,)? '

Kakutani and Y have constructed a perfect set S of measure 0
having property (8,) for all # > 2. Our set § is defined as the set of
non-negative numbers
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0 < ay < h—2.

It is easy to see that the measure of § is 0 (every number z,
0 <z <1, is uniquely of the form

0

ay
Dl

Fo=2

0 < ay < b—1).

Thus we only have to prove that § has property (8,) for all n > 2.
To show that S has property (S,) it clearly suffices to show that

it we pubt @e—m; = 2y, By = 2y, ...y Bp— Ly = Zp_1, F_1< 7n, GhHETE

exists a number 2z, in & such that all the numbers 24z, 1 << < n—1,
are also in S. Assume 7, < 1/(m—1)! where m will be determined
later. Then clearly
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1) E.Marczewski, P 125, Colloquium Mathematicum 3.1 (1954), p.75.
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Now we have to determine

) .
2y = Z I 0 < WP < k-2,

I=2

so that all the z-+z; are in 8. To do this put bf) =0, 2 <k < m—1,
and further for bk 2 m, 1 i< n—1,

(1) OB £ k—1, k—8, 2h-—2, 2k—3,

Tt m > 4n such a choice of B is always possible since for each 4
(1) exeludes at most 4 values of b and there are k—1 > m—1 possible
values for b9 (i.e. 0 <BP <k—2 and & > m).

Tf BY satisfies (1) for all k > m then z--z; is clearly in § sinee the
k-th digit of zo+2; 18 <k—2, i. e
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Budapest, October 4, 1955

SUR LA DERIVEE D’UNE FONCTION DE
PAR
J. 8. LIPINSKI (£0D%)

SATTS

On appelle fonction de sauts non décroissante une fonction de Ia

forme
& Byte, Dpour x> a,
1) f@) = Maala), ob o) ={ b pow &=a,
~ 0 powr @< a,

Ia suite a,, étant arbitraire, les nombres b,,, ¢, non négatifs, la série 3 (b,+c,,)
convergente et b,—+e, > 0. Le nombre b, est dit saut & gauche, le nombre
¢, saut & droite de la fonction f(x) au point a,. On voit que cette fonction
est non décroissante, et ensemble de ges points de discontinuité est ’en-
semble {a,}. La somme d'une série uniformément convergente de fonc-
tions de sauts non décroissantes est aussi une fonction de saufs non dé-
croissante. On appelle fonddon de saut une fonetion de la forme f(z) =
= f(@) —fop), ol fi(x) et fy(x) sont des fonctions de sants non décrois-
santes.

Remarqgues sur la définition. Si Pon suppose que la suite {an}
est contenue dans un intervalle ouvert, et si 'on considére la fonction
de sauts définie uniquement sur cet intervalle, on obtient une défini-
tion de la fonction de sauts équivalente & celle de Riesz et Nagy ([3],
p. 14). E. Marczewski ne définit que des fonctions de sauts monotones.
Fn désignant la limite 4 gauche de la fonetion par f(z—0) et la limite
4 droite par f(x--0), il appelle j(x) fonction de sauts monotone lorsque

FO—0)—flat0) = 3 [f(r+0)—f(2—0)]

a<xi<h

pour & <bh.

(La somme du membre droit est comprise comme la sorame des termes
gui ne sont pas nuls, et Lensemble de ceux-ci n’est que dénombrable;
[1], p. 142). On voit gue sa définition embrasse une clagse de fonctions
monotones plus étendue que la définition formulée au début. P. ex. y = Ea,
étant une fonction de sauts an sens de Marczewski, ne V'est pas d’aprés
la définition (1). Tous les théordmes de ce travail, bien que démontrés
pour la fonction de sauts définie au début, restent valables si I’'on admet
la définition de Marczewski.
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