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UBER ARITHMETISCHE FUNKTIONEN VON UNENDLICH VIE-

LEN VARIABLEN, WELCHE AN JEDER STELLE BLOSS TON

FBINER BNDLICHEN ANZAHL VON VARIABLEN ABHANGIG
SIND*

VON

L. KALMAR (SZEGED)

Ich betrachbte die stetigen Funktionen im Baireschen 0-Raum B,,
d. h. in der Menge aller unendlichen Folgen @ = (2, 2, ..., 2y, ...) mit
positiven ganzen Komponenten ,, welehe auf folgende Weise topolo-
gisiert wird: Die k-Umgebung der Stelle o ist die Menge derjenigen Folgen
Y=Yy Y2y -1 Yny...), flx welche Y, =&, ¥ =1, ..., Y = T gilt.
Bekanntlich ist B, ein topologischer, und mit der Abstandsdefinition

1

ol ) * px (T F W)
sogar ein metrischer Raum.

Ich begchrinke mich auf arithmetische Funktionen, die in B, defi-
niert sind, d. h. auf solche, deren Werte positive ganze Zahlen sind. Eine
golche Funktion y = f(®) = f(®y, 2, ..., Ty, ...) ist also eine Funktion
von unendlich vielen positiven ganzen Variablen, die positive ganze Zah-
len als Werte annimmt. Die Klasse dieser Funktionen unterscheidet
gich nicht wesentlich von der Klasse der Funktionen, die B, in B, abbil-
den. Eine solche Funktion y = f(x)= (f;(%®), f;(2), ..., fx(®), ...) 1iBt sich

ja durch eine Folge f, (%), f,(®), ..., fo(®),... vonin B, definierfen arithme-
tischen Funktionen angeben, also auch durch eine arithmetische Funktion
fn(w) = fn(ml’ Loy voey Wiy ) = g(’)’b, Lyy Byy «eny Tony )

der Stelle (%, @, ¥y, ..., Tn, ...), die ebenfalls B, angehért. Man sieh
leicht ein, daB die Funktion f dann und nur dann stetig ist, falls dasselbe
fiir die Funktion g gilt.
Eine in B, definierte arithmetische thkmon igt ersichtlich. dann
und nur dann iiberall in' B, stetig, falls es zu jeder Stelle
& = (G Oz oy Oy - ..)eB,

* Mitgeteils dem 8. Polnischen Mathematikerkongre (6. IX - 12, IX. 1958)
in Warseliau, ’
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eine positive ganze Zahl & = k(a) gibt, derart, daf fiix eine beliebige
Stelle @ mit @ = a,, & = By ..., % = @ die Gleichung f(@) = f(a)
gliltig ist, d. h. daB

flars @y eey @y Bopas Tioyay ---)
nicht von den Komponenten y,;, %y, ... abhingig ist. Man kann sagen,
der Wert der Funktion 7 hinge an der Stelle @ blo8 von den ersten %
Komponenten von & ab.

Als Beigpiele fitr in B, iiberall stetige, oder wie ieh kurz sagen werde,
finite Funktionen kann man auBer trivialen wie -,y , @10, +oies-+
datiy, @0, ... @y, und allgemein g(a, @y, ..., %), Wo man die obige
Zahl %, unabhingig von der Stelle @, bzw. gleich 3, 4, 100 und » wahlt,
die Funktionen @, &+t .42y 1oy D18 - Tay oy b..kyy anfithren,

Abgesehen von dem topologischen Interesse, die davon herriihrt, dag
der Raum B, sozusagen die einfachste Art eines topologischen Raumes
ist, sind die finiten Funktionen auch durch ihren Zusammenhang mit dem
konstruktiven Funktionsbegriff interessant. Man kann ja die konstrukti-
vistischen Forderungen, die in erster Linie von der intuitionistischen
Schule gestellt worden sind, auch unabhingig von den, fiir die mejsten
Mathematiker unannehmbaren, intuitionistischen Thesen, wie Bernfung
auf die ,,Urintuition”, Ablehnung jedes Nichtkonstruktiven usw., unter-
suchen. Bine solche Untersuchung, nimlich die des Begriffes einer kon-
struktiven arithmetischen Funktion von endlich vielen Variablen, hat
bekanntlich zum Begriff der allgemein-rekursiven Funktionen gefithrt;
eine ‘#hnliche Untersuchung des Begriffes einer konstruktiven arithme-
tischen Funktion von wunendlich vielen Variablen kénnte vielleicht eben-
falls zu fruchtbaren Begriffen fithren. Nun ist offenbar mnotwendig da-
fiir, dafl eine arithmetische Funktion von (abzihlbar) unendlich vie-
len Variablen den konstruktivistischen Forderungen geniigt, die Bedin-
gung, daf sie finit sei; in der Tat, da man nicht alle Komponenten einer
Stelle auf einmal angeben kann, ist es notig, daB sich der Funktiongwert
bereits durch Angabe von endlich vielen Komponenten bestimmen 148¢.
Ich betone, dafl diese Bedingung nicht hinreichend ist, wie dies durch
das Beispiel der Funktion f(®)= g(v,) mit beliebigen nicht allgemein-
rekursiven g gezeigh wird. Daher macht meine Untersuchung der finiten
Funktionen eine Prizisierung und Untersuchung des Begriffes einer
allgemein-rekursiven Funktion von unendlich vielen Zahlvariablen, wofilr
mir iibrigens Frl.. R. Péter unlingst gewisse Ansgétze mitgeteilt hat,
gar nicht iiberflissig.

Aus der Definition der finiten Funktionen folgert man mit Hilfe
‘von allgemeinen Sitzen iber stetige Funktionen in topologischen Réu-
men, oder auch unmittelbar, die folgenden S#tze:
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1. 8ind fi, foy ey fu finite Funktionen wund ist g eine arithmetische
Punkiion von = positiv-ganzzahligen Variablen, so ist die Funktion

9(f1y Fayer ey fu) ebenfalls findt. . y
2. S8ind fi, fay ooy fuy ... und g findte Funkiionen, so ist amch die
Funktion g(fy, fay ovvy fns-.) fimit.

3. Ist f eine finite Funktion und ist g eine Funktion, die jeder endlichen
Folge von positiven ganzen Zahlen eine positive ganze Zahl als Funkiions-
wert zuordnel, so ist die Funktion g(w,, @y, ..., Byy) finit.

Aus diesen Sitzen folgt z. B. sofort, daf die Funktionen a,, By 3By o
sowie daB auch das w-té Glied der Folge =, @)y Ty 5 - -, Linite Funlétio-
nen von & sind. '

Wir nennen die Funktion O (x) = O (2, @y, ..., 0, ...) =
= [(r, @, Byy ..., By, ...) die durch r spezialisierte Funktion (erster Ord-
nung) von f. Sie ensteht also ang der Funktion f dadurch, daB man ¢ =7 -
sebzt und @y, 2, ..., @y, ... bzw. in @, 2, ..., 251, ... Wmnennt. Die durch s
spezialisierte Funktion der durch r spezialisierten Funktion von f bezeich-
nen wir durch f"*)(2) und nennen sie die durch r und s spezialisierte Funk-
tion zweiter Ordnung von f, usw. Augenscheinlich wird die Funktion f
durch die Angabe aller ihrer spezialisierten Funktionen (kurz: Speziali-
sierten) f®,f®, ..., f®, ... erster Ordnung eindeutig bestimmt; es ist ja

f(@) = f(@y, B3y ey Ty o) =f(zl)(w2:msa ..

das  heift das m-te Glied der Folge fO(my,my,...,a", . ),
PO (g Doy ooy Bugay <-o) 5 evey PO (@ay B3y ooy frpzy---)y --- Bs ist auch klar,
dafl die Spezialisierten erster Ordnung einer (in B, definierten arithme-
tischen) Funktion beliebig angegeben werden kiénmnen.

‘Mit Hilfe der Sitze 1-3, oder auch unmittelbar, beweist man leicht,
daB eine in B, definierte arithmetische Funktion dann und nur denn finit
ist, wenn ithre Spezialisierten erster Ordnung sdmilich finit sind.

Nun zeige ich, daB man die finiten Funktionen, d. h. die ¢m Baire-
schen 0-Rawm stetigen arithmetischen Funktionen, einer transfiniten Klagsi-
fikation unterwerfen kann, die eine gewisse Analogie mit der XKlassifika-
tion der im gewdhnlichen Zahlenraum R, Baireschen, also bis auf die 0-te
Klagse wunstetigen Funktionen zeigt. Fiir eine endliche Ordnungszahl %
wird die k-te Klasse aus denjenigen Funktionen bestehen, die bloB von
den %k ersten Komponenten z, ., ...,x; der Stelle x abhiingig sind;
der Klagse Nummer o werden diejenigen Funktionen angehéren, bei
welchen es noch von z, abhingt, wieviel erste Komponenten von @ anzu-
geben sind, um den’ Funktionswert zu bestimmen. Sozusagen wird durch
die Klassennummer die Kompliziertheit der Abhéingigkeitsart des Funk-
tiogwertes von der Stelle x gemessen.

y Dusyyeea)
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Die genaue Definition der Klassifizierung, mit Hilfe einer transfi-
niten Rekursion, lautet wie folgt. Die 0-te Klasse besteht aus den Kon-
stamien, d. h. aus denjenigen Funktionen f(x), die an jeder Stelle x densel-
ben. Wert annehmen. Ist a eine Ordnungszahl, fiir welche bereits die f-te
Klasse fiir jedes f << o defintert ist, so besteht die a-te Klasse aus allen in
B, definierten arithmetischen Funlktionen f, die selbst keiner Nlasse won
Nummer 8 mit p << a angehdren, wofir es wohl aber zu jeder positiven gan-
zen Zahl r eine Ordnungszahl p, gibi derart, daf die durch r spezialisierte
Punktion von f 2ur p-ten Klasse gehort, Man gieht leicht auf Grund dieser
Definition ein, da die a-te Klasse fir ¢ =0,1,2,..., o wirklich auns
den oben angegebenen Funktionen besteht.

Nun kann man folgende Sitze beweisen:

4. Die a-te Klasse besteht filr jede Ordnungszahl o aus finiten Funktionen.

Dies ist nédmlich fiir « = 0 klar. Gilt der Satz fiir alle Ordnungszahlen
B < o und ist f ein Element der o-ten Klasse, so gehoren sémtliche Spezia-
lisierten erster Ordnung der Funktion f zu gewissen Klassen mit einer Nu-
mmer kleiner als a; daher sind sie und mit ihnen auch die Funktion f finit.

5. Jede finite Funktion gehirt einer (und, nach Definition der Klassi-
fizierung, nur einer) Klasse an.

Gehorte namlich die finite Funktion f keiner Klasse an, so gibe. es
eine positive ganze Zahl r, derarb daff die durch r; spezialisierte Funktion
#7 von 7 ebenfalls keiner Klasse angehiren wiirde. Daraus folgt ebenso
die Existenz einer positiven ganzen Zahl r, derart, dad die durch r, spezia-
lisierte Funktion von fv, d. h. die Spezialisierte zweiter Ordnung fv7
der Funktion f keiner Klasse angehort, usw. In dieser Weise erhiilt man
eine Stelle 7 = (r,, 75, ...,7,...) 6By, 50 daB die Funktionen F, feu
jrvme-m) | keiner Klasse angehoren. Dies steht aber mit dem finiten
Charakter der Funktion f im Widerspruch, da die Funktion f*u"2--"% fip
ein gewisses ¥ eine Konstante ist.

Durch denselben Gedankengang zeigt man, daB jede finite Funktion
sogar- einer Klasse wit einer Nummer aus der ersten oder zweiten Zahlklasse
angehdrt. Wire dies ndmlich fiir die finite Funktion f nicht der Fall, so
wiirde das Gleiche auch fiir eine ihrer Spezialisierten ) erster Ordnung
gelten. In der Tat, gehort die Funktion f fiir » = 1,2, 3, ... der §,-ten
Klasse, an, wo f, < £2, so gehért die Funktion f ebenfalls einer Klagse
mif einer Nummer a << £ an, da die abzihlbare Folge 8, ., fi, ..., von
Ordnungszahlen der ersten oder zweiten Zahlklasse eine obere Schranke
kleiner als 2 besitzt. Also kann man den indirekten Beweis fiir Satz b5
auch fiir unseren Fall wiederholen. Folglich ist die o-te Klasse fiir « = 0
leer. Man beweist leicht mit Hilfe des oben formulierten Korollars der
Satze 1-3, daB fiir a < 2 die o-te Klasse nicht leer ist.
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Ich Deschliefe meinen Bericht mit der Formulierung einiger
Probleme iber finite Funktionen. Man kann leicht die Nummern der
Klasgen, denen die in den S#tzen 1-3 figurierenden Funktionen
glfis Fos o Fudy 90y Foy ooy Ty o) U@ g (2, 2, .., Bp(az)) angehoren, auf
Grund der analogen Nummern bzw. fiir die Funktionen f,f, ..., fa;
fiy fay oees fny o und ¢; f abschétzen. Tm Falle des Satzes 1 148t sich leicht
cine genaue Abschitzung erzielen, d. h. eine solche, die sich im allgemei-
nen Fall nicht durch eine bessere ersetzen 1486. In Falle der Sitze 2 und 3
gteht aber die Losung der Frage nach einer genauen Abschitzung noch
aus. .
Man zeigt leicht, daf sich jede finite Funktion f in der Form
gl@oy, Tay ..oy Byy) Mit einem finiten % darstellen liB3t; dazu hat man
nur h als die ,,Indexfunktion” von f zu wihlen, d. h. als die Funkfion,
welche die kleinste unter den in der Definition der finiten Funktionen
vorkommenden Zahlen % als Funktion der Stelle # angibt. Man zeigt
leicht, daB die Indexfunktion einer finiten Funktion ebenfalls finit ist;
ferner, daB die Indexfunktion der Indexfunktion einer finiten Funktion
nie groBer und wenigstens an einer Stelle kleiner als die Indexfunktion
der dieser finiten Funktion selbst ist. Bs ist aber ein offenes Problem,
ob und wie man durch Iteration der obigen Darstellung eine Normalform
fiir beliebige finite Funktionen erzielen kanmn.

Regu par lo Rédaction le 14. 9. 1956


GUEST




