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TIONS

KOTOPOH MOsger OHTL HANHCAH C lIOMOLIBIO MBYX CBOGORHEIX IeHEparo-
poB ¢ W b B CNEXYONleM COKPANIBHHOM Bume: "1™ ... "™ 3™, rpe
k=1,2,...,an umapoberaior snavenus 0, =1, £2,... wa’ =" = ¢,

Tpymna @, OueBMOHO, He KOMMYTATHBHA, Talt KAk Haup. ab # b
BCIIEHCTBHE OHOSHAYHOCTH COKPAINGHHOTO BHIA BCAKOTO ¢¢ niementa.
OroGpamenie o, onpenexéaHoe B mell (opmymoit

o (anlbm.l . (I:nkbmk) = a )le».ml o w«'nkb—mk’

ABJIAGTCHA ABTOMOPYHEMOM ¢ eIHIICTBCHHOM NENOTBHMKHOM TOUKOH ¢,

HoHeyno, uempsd 3aWII0¥ATh IO 9TOMY UPHMEPY, UYTO U B Ciyyac
HeNPEPHBHLX COKPATHMEIX OIepaliui, OMPENeIUHBX IUIA HKeHCTBUTEN-
HBIX YMCEN, OTHOCTOPOHHAA ABTORUCTPHOYIMBHOCTL He Bieudr sa cobow
ABYCTOPOHHEH: OHA BileudT 3a €000l TBYCTODOHHION, CCIM TOJBKO Ole-
pauus xupdeperupyema.

3. W3 Teopemsl 4 BUEHO, YTO MOFRHO OMUAATL PEIIEHAH YPABHEHUS
ABTONMCTPHGYTHBHOCTH IpPHBENEHHEM €ro K YPABHEHHID OHCHMMETPHH,
IIOCKONBKY BBINOIHEHEl YCIOBUA KBAUIPYNNEL B § 2 6BUI0 0CYLIECTBILIO
HA Qele TaKoe MpHBeNeHMe, Nase IPK ropasno Gonee o6IIMX YCIOBUAX.
Vmenno, BMecTO paspemIMOCTH YPABHEHMA -y == 2 ITPEIONArAIACS
NNIIL XBYCTOPOHHAA COKPATHMOCTD.

LQUTHPOBAHHAA JHTEPATYPA

[1] A. Anean (J. Aczél), O meopuu cpednuz, Coll, Math. £ (1958), crp. 33-55.

[2] — On mean values, Bull. Amer. Math. Soc. 54 (1948), crp. 392-400.

[3] . ®Pywe (L.Fuchs), On mean systems, Acta Math, Hung. 1 (1980),
crp. 303-320. :

[4] M. Poccy (M. Hosszd), On the
Publicationes Mathematicae 3 (1953), crp.

[5] B. Kzacrep (B. Knaster), Swr
Math. 2 (1949), crp. 1-4.

[6] O. K. Myprox (D. C. Murdoch), Structure of dbelian quasi-growps, Trans.
Amer. Math. Soc. 49 {1941}, crp. 392-409. :

[7] 0. Pusae-Hapgseserudt (0. Ryll-Nardsewski), Swr los moyennes,
Studia Math. 11 (1949), crp. 31-37. '

funetional equation of aulodisivibutivity,
83-87.
wne équivalence powr les fonctions, Coll.

Regw par be Rédaction le 2. 7. 1956

SUR OBRTAINES REPRESENTATIONS
DES PONQTIONS ID’ENSEMBLE A VARIATION BORNEE (I)

(INTEGRALE INDEFINIE ~ FONCTION D’ENSEMBLE)
PAR
JPOPRUZENKO &ODE)

1. Fonctions d’ensemble a variation bornée. Désignons par 9/ un
eypace abstrait, par ¥ un sous-ensemble variable de 9, par M un 0-COIPS
(= famille ¢-additive et complémentative) d’ensembles de L.

Soit F(H) une fonction réelle d’ensemble- définie dans M et soit

B =B +By+...+ By, BeM, (i 7).

Posons o = |F(B)|+... | F(By)| et Vp(E) = sup{a}, cette borne
étant prise par rapport & toutes les décompositions de ¥ de la forme (1),

DEFINITION, Une fonection F(¥) sera dite & variation bornée dans
M lorsque Va(E) < oo quel que soit BeN.

8i M coincide avec la famille de tous les sous-ensembles de “M,

sera, dite & variation bornée (comparer [1], p.171).

La fonetion Vy(E), qui est définie également pour tout Ee‘m repré-
sente alors la variation totale de F(B).

Notons les plopnétus suivantes, faciles & vérifier:

(i,) E étant un ensemble de M, powr qu’une fonction # s annule idenii-
quement dans la famille de tous les ensembles de M contenus dans E, il
faut et 41 suffit que Pon ait Vp(B) = 0.

(iy) La fonction Vy(B) est & variation bornée en méme temps que F(E).

(is) V(B cst une fonction monoione non déeroissante de Uensemble B.

(i,) Une fonction & variation bornde dans MM y est bornée.

(is) Une fonction additive dang M y est & 'uarmnon bornée.

(1) E.E; =0,

F(E)

2, Théoréme de décomposition. Désignons par $ la famille de tous
les ensembles H de SN pour lesquels la relation Z CH entraine Ze M.
Soit B un o¢-corps contenu dans M et ayant la propriété suivante:

(*) Quel que soit Pensemble B de M, il ewiste un ensemble B de B tel que
BCE e (E—B)e9,
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On voit de suite que 9 est une famille o-additive el héréditaire,
déterminée par M d'une fagon univoque (qui peut d’aillenrs se réduire
A Yensemble vide seul); on voit aussi qu'il existe des familles B ayant
Ia propriété (x), car la famille TN elle-méme en est un exemple.

Ayant choisi un B quelconque, mais five, admettons que la fonetion
F(F) satistasse aux 3 conditions suivantes:

1° F(E) est

2° F(B) est additive powr chague couple densemble séparables (B))
qui oppartiennent & M;

3° F(E) est o-additive dans B.

On a alors le théoréme snivant:

TrRoREME 1. 1. Chague fonction véelle (L)
tions 1°-3° est représentable sous la forme

& variation bornde dans M;

satisfatsant auw condi-

@) P(E) = o(B)--G(8),
ot ¢(B) satisfait o Pégalité
(3) ¢(EH,) = ¢ (E)

pour un certain ensemble HyeD et pour tout Be M et G(B) st une fonction
o-additive ’annulant identiguement dans 9.
2. Cette représentation est unique.

Démonstration. Déterminons le nombre 4 par la formule
= supr Vp(B) EeH. .

11 résgulte des propriétés 1° et (x) (vu (12)-(i4)) que 4 est un nombre
non négatif fini et qu’il existe un ensemble H, assujetti & la condition
(4) HyeH B,
tel que Vy(H,) = 4. Bn outre, on a en vertu de (i,) et de la définition du
nombre 1 :

{(5). Vp(H) = 1
Posons
(6) p(B) = F(EH,).
La fonetion ¢ (), définie par (6) pour tout KM, satisfait i Péga-
lité (3): ¢(BHo) = F(EHH,) = F(BH,) = p(E)

Cela étant, désignons par N le o-corps de tous les engernbles de M
contenus dansg M —H,.

.pour

powr HOH, HeH.

1) Deux eusembles B, et By sonl dits séparadles (B) lowqu il existe un ensemble
B de B tel que B, C B et B, C MW~B

GO0 MMUNICATIOXNS 4")

En premier lieu, F(F) annule pour tout ensemble de la famille
contenu dans 9 —H,; car, H étant un fel ensemble, si on avait, pour un
certain H'C H', F(H") # 0, on surait nécessairement Vp(H,-+H') >
> Vp(H,) = 4, contrairement & (3). On a done F(H') = 0.

En second lieu, la fonction F(F) est o-additive dans 9.

Pour le montrer, donnons-nous une suite infinie {B,) d’ensembles de
RN, sans points communs deux 4 deux, Posons B, = B,+H, pour
n=1,2,..., ot B, et H, sont choisis conformément # la propriété ().
Dlaprés 2¢ on a F(¥,) = F(B,)+F(H,), d’ol, puisque F(H,) = 0,

(7) lﬂ(E'Ib) = F(Bn>

Pareillement, en tenant compte de la relation BB; = 0 ({ 5% 4), on
obtient en vertu des conditions 2° et 3°:

P 2 B,) = F(S Bot 5‘ u) =

a=] Nl

(ZB )+F(ZH) P 8) = S F®,
==l FOES | Pr=1 Rl
d’olr, en vertn de (7),
F( ) Eﬂ) = D%F(En)
om=1 Nl

Nous avons ainsi démontré que la fonction F(FE) est o-additive dans
N et quelle s’annule pour tout ensemble de la famille H appartenant
4 N, En posant

(8) G(B) = F[B(M—H,)] (EeM),

on obtient une fonction ayant les mémes propriétés relativement au
g-corps M.

Les fonctions ¢(Z) et G(E) satisfont & D'égalité (2).

Bn effet, d’aprés 2° et (4), on a F(B) = F(EH,)+F[B(N—H,)]
pour tout BeM; de 14, d’aprés (6) et (8), I'égalité (2).

La premiére assertion de notre Théoréme egt ainsi démontrée.

Pour prouver la seconde, supposons que P'on ait, outre D'égalité (2),
encore la formule ’

(9) . P(E) = g(B)+G(B),

les sommandes @, et G, étant soumis aux mémes conditions que ¢ et G.
Dans ces hypothéses, I'égalité ¢(B)—¢(F) = Gi(E)~G(E) montre que
la différence @(E)—@(E) vannule identiquement dans $; on a done

N


GUEST


40 COMMUNTIOCATIONS

p(H) = @,(H) pour tout HeH. Ceci étant, soit H; un ensemble de $ tel
que o BH,) = ¢,(B) pour tout. FeM; il vient:

p(B) = p(BH,) = ¢ BH,) = o(EH, H,),
o (B) = ¢(FH,) = ¢(BH,) = o (BH, H,),

@0l il résulte, d’aprés la relation EH H,ed, ¢,(B) = ¢(F), done aussi
() = G(B).
Le Théoréme I est démontré.

3, Alephs inaccessibles?®). n étant un nombre cardinal indénom-
brable, désignons par P(n) la proposition snivante:
P(n) Il wemiste auoun aleph inaccessible < n.
T'importance de cette proposition pour la théorie des engembles
est bien econnue. Nous allons étudier les conséquences qu’elle entraine pour
les fonctions d’ensemble & variation bornée.

Soient 97 un ensemble de puissance n, X son sous-ensemble variable,
F(X) une fonction réelle définie pour tout X C 9.

Démontrons le lemme suivant:

Leyve 1. 8¢ F(X) est & variation bornée, lo condition P (1) entraine
Dexistence d’une suite, finie ol dénombrable, d’ensembles Ny, Ny, Ny, ...,
sams points communs deux & deux, tels que: '

W= Nyt Nybay

F(Z)=0 powr ZCN, (i=1,2,..),

3 -
Ny = §,.
Démonstration. Cet énoncé est une conséquence immédiate du
, Théoréme de recouvrement de la théorie générale des ensembles” de
M. Sierpiviski ([6], p. 214) qu’on ne sait démonterer jusqu’s présent qu'a
1'aide de I’hypothése P(n).
Pour démontrer notre Lemme, congidérons la classe de tous les sous-

ensembles ¥ de Y tels que V(¥) > 0. Comme toute famille d’ensembles

disjoints de cette classe est, d'aprés (i) et (i,), aw plus dénombrable, il
existe en vertu du théoréme précité une suite finie on dénombrable d’en-
sembles N7, Ny, ..., N7, ... tely que Vx(N;) = 0, dont la somme recou-
vre Iespace 9 & un engemble d¢nombrable, N,, prés. BEn posant N, = N|
et Ny = (Ny+...+N;)— (N1 ... +N7 ) pour ¢ =2,3,..., on obtient,
vu (i;) eti (i;), une suite Ny, Ny, ... satisfaisant aux conditions du Lemme 1.

) Un aleph W, est dit inaccessible 81l est régulier (0’est-d-dive s'il n’est pas
somme de moing de N, nombres cardinaux, dont chacun est < Nq) et si son indice
a est un nombre ordinal de deuxidme espdce. i )

(}OMMUNI(}ATI(S“&S » » ELV-L'_

On en déduit facilement, en s'appuyant sur (i), le

Lemyw JI. Soit F(X) une fonetion & variation bornde qut §’annule
pour tout X = (p), peN. Alors, si la proposiiion P(n) est vraie, tout sous-
-ensemble X de N peut éire représenté sous la forme d'une somme, finde ou
dénombrable,

(a) ’ X=X, +X,+...,

ot les ensembles X, sans points communs deux & deuwm, satisfont & la con-
dition

(B) F(Z)y =0 powr ZCX, (n=12,..)

(comparer [7], p. 153, corollaire 3, premidre partie).

Supposons maintenant gu'une fonction F(H) (E M), assujettie aux
conditions 1°-3°, satisfasse en outre & la condition

40 F((p)) = 0 lorsque (p)eM.

Soit m = Gf. Démontrons le

TeROREME XL Soit F(H) assujeiiic auz conditions 1°-4°. Alors:

1. La proposition P (m) entraine, pour la fonection p(E) de la formule
(2), la propriété swivanie:

(#%) Quel que soit B e¢M, il ewiste une suite X,, X, ... Censembles satis-
faisani aux conditions:

(1) ,va=E, X eM, "XX; =0 powr 1i5#7j;

\

(3) p(Z) = ZeM

2, Il existe au plus une représentation de F (E) sous la forme dune
somme de deww fonctions, dont Pune satisfait & lo condition (++) et Paulre
sannule identiquement dans 9 et est o-additive dans M.

Démounstration. Pour démontrer la premidre assertion du Théo-
réme, reprenons la formule (6). La fonction ¢, considérée comme fonction
d'un sous-ensemble X de H,,

p(X) = F(XH,) = F(X)

[
o

powr ZCX;, (1 =0,1,...).

(X C Hy),

satistait aux conditions du Lemme II avec 9 = H,.

Supposons la proposition P(m) vraie et soit B = EHA—_I—E(fmuHO)
un ensemble quelconque de M. Comme H, = n <, m = 9, le nombre
cardinal n satisfait sfirement & la condition P(n). Donc, en appliquant
Lemme IT & Pensemble X == EH,, on obtient une suite d’ensembles dis-

joints X,, X,, ... satisfaisant aux conditions («) et (). Complétons cette
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suite en posant X, == B(W—H,); 'aprés (3) on aura ¢(Z) = 0 pour tout
7 C X, appartenant & SR, Ainsi, les conditions (v) et (8) sont réalisées
par la suite X,, X,, ...

Vérifions maintenant la seconde assertion. Admettons que on ait

F(B) = o(B)+C(B) = qu( B+ (T},

olt les fonctions ¢; (¢ = 1, 2) jouissent de la propriété (s) el les @, (i =
=1,2) sont c-additives dans N et s’annulent identiquement dans 9.
TL g’en suit, comme il est facile de voir, que la fonetion x(B) =
= g (B)—p(B) est o-additive dans M et qu’elle satisfait & la condition
() en tant que différence de deuwx fonctions qui y satisfont. Il en
résulte qme

7(E) est identiquement nulle,

Qo Videntité @,(B) = (), done aussi G4(B) == G,4(H).

Le Théoréme II est entiérement déméntré.

En posant dans la démonstration de la premiére partie E = N, on
obtient le

JOROLLAIRE L. La proposition P(wm) entraine Pewistence dune dé-
composition de Vespace N en Sommandes disjoints,

WM = Xy+X+...,
ol les ensembles X; appartiennent ¢ M et satisfont & la condition
F(B) =GB powr HEX,EeM (i=20,1,2,...)

4. Applications analytiques. Admettons maintenant que, dans le
a-corps M, il existe une meswe u(F), finie et non identiquement nulle;
adrmettons de plus que la famille des ensembles de mesure x4 nulle coincide
avee 9. Désignons par M la classe de toutes les mesures u ayant cette
propriété?). Dans ces hypothéses la fonction G(E) devient absolument
continue par rapport & chaque megure ye M; les Théorémes I-II entrajnent
alors le résultat suivant:

TotorEME IIL Soit weM. Si la proposition P(w) est vraie, loute
fonction F(B) satisfaisant aum conditions 1%-4° peut éire représentée — el
dune seule maniére —- sous la forme (2), ot G(J) est o-additive dans M et
absolument continue par rapport & p et o(K) joust de la propriété (x¥).

En vertu de (i;), on en déduit le

!) Remarquons que si la propesition P(m) est vraie, toute mesure extérieurs
#¥(B), finie et non identiguement nulle, ayant M pour c-corps d’ensembles mesura-
bles 4, .y détermine une mesure u appartenant & M.
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CoroLLAIRE IL. Soit peM. §i lu proposition P(m) est vraie, toute
fonction réelle F(B) qué est o-additive dans M et qui s'anmule pour tout en-
semble (p) de M composé Pun seul point est absolument continue dans M
par rapport & la base u.

Car, dang ces conditions, la fonction (&), qui est alors également
o-additive, disparait identiquement en vertu de la propriété (=x). On a
donc d’aprés (2): F(E) = G(B).

D’aprés les recherches fondamentales de M. 0. Nikodym sur Finté-
gration dans les espaces abstraits, toute fonction o-additive qui est
absolumens continue dans M par rapport & une base quelcongue peut &tre
reprégentée sous la forme d’une intégrale indéfinie, et réciproguement
(voir [3], surtout p.179, Théoréme IV).

Ce résultat, réuni an Corollaire II, entraine le théoréme suivant:

TatoriMe IV. 1. Pour quune fonction réelle F(E) définie dans M
soit représentable sous la forme @une intégrale sndéfinie, i1 faut et 4l suffit
qu'elle soit o-additive dans M.

2. 8i la proposition P(m) est vroie, la condition nécessaire el suffisante
pour que F (B) soit représentable sous la forme dune intégrale indéfinie prise
par rapport & une base ueM est qu'elle soit o-additive dans M et quelle
s'annule pour tout ensemble B = (p) de O composé dun seul point.

Démonstration de 1. 8i F(F) est o-additive dans IN, il en est
de méme de la fonction g(E) = Vz(E); de plus, la relation () = 0 en-
traive ¥ (¥) = 0, ce qui exprime que F(F) est absolument continue par
Tapport & la base B. Il existe done, comme 1°a démontré M. Nikodym, une
fonetion f(p) (peN), mesurable par rapport an c-corps M, telle que

F(B) = [f(p)ag.
E

D’autre part, la o-additivité d’une intégrale indéfinie prise par rap-
port & une base quelconque est un fait élémentaire de la théorie de 1’in-
tégration.

Démonstration de 2. L’hypothése P(m) admise, la suffisance de
nos conditions résulte directement du Corollaire IT, rapproché du théoréme
de M. Nikodym cité plus haut.

Pour en établir qu'elles sont nécessaires, il suffit de montrer que
F((p)) = 0 lorsque (p)eIN. Or la relation (p)eIMN entraine nécessairement
(p)e9, ce qui donne, pour chaque mesure ; appartenant & M, ,u((p)) =0}
i en résulte

P((p) = (_J)‘g(q)dn =0.
(D

Le Théoréme IV est ainsi démontré.

Colloquium Mathematicum V,1 £
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Les intégrales qui figurent dans ces énoncés sont prises au sens de
Radon-Nikodym.

Les résultats qui viennent d’étre établis sont vrais pour chaque me-
sure de Carathéodory qui s’annule en tout point, done aunssi pour la mesure
de Lebesgue (comparer [4], p.40-45).

Tirons une conséquence de cette derniére remarque.

Interprétons 9N comme Vintervalle 0 <o <1 et soit TN le o-corps
de tous les ensembles mesurables (L) de cet intervalle; supposons F(H)
s-additive dans M et satistaisant & la condition F((z)) = 0 pour tout
269 ; enfin, soit (2) la déecomposition canonique de Lebesgue de la fone-
tion F(H) (voir p.ex. [5], p. 33-35, aussi [2], p. 419-424).

Alors, si Phypothése P (2%) est vraiet), deux cas seulement peuvent
ge présenter: ou bien ¢(E) est identiquement nulle, quelle que soit F(R)
satisfaisant aux conditions posées tout & I'heure; ou bien il existe un aleph
inaccessible <C 2%,
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REMARQUES SUR LES MESURES
DANS LES ESPACES PRODUITS
PAR

N. DINCULEANTU (BUCAREST)
1. Boit K un ensemble d’indices et pour tout se X soit X, un espace
et Ty une tribul) de parties de X,. Soit E Yespace produit H X, et, pour

toute partie finie I C K, soit B J'espace produit n X, et TI [T 1a
&l
fribu engendrée par les parties de la forme [] 4,, ob A ¢ T, pour tout sel.

sed
Soit P(A) une mesure d’finie sur le clan?) 7' des parties eylindrigues, dé-
nombrablement additive sur la tribu prr(ThH quelle que soit la partie
finie 7 C K. On sait que, sous certaines conditions supplémentaires
({31, (51, [63, {7]), P(A) est d mombrablement additive sur 7. Dans
cette note on démontre deux théorémes analogues aux théorémes (A)
et (B) de [B].

2, Soient P I'espace et T le clan d’finis plus haut, et P(4) une me-
sure d finie sur 7, d ‘nombrablement additive sur la tribu prri(77) quelle
que 80it la partie finie I C K. Pour toute partie finie I C K et te K, il exigte
([21, p- 95-96) une mesure conditionelle P (¢, pry}(4,)) définie sur E'x T,
qui vérifie pour tout MeT7T les bgalités

[ Ple", pri(A)) Polde’) = P (pry (M) Apri(4y),
M
o e B et Py(d) = P(pry(4)) pour tout AeT”,

On dit qu'une mesure conditionelle P(z’ Prii(A4,) est régulitre par
rapport aux tribus (ST, 8y, ot 87 C T¥ et 8, C T, 'l existe une fonction
P&, A;) définie sur x S, telle que:

(a) P&, 4) est (87)-mesurable comme fonetion de 27, quel que soit
AiESg;

(b) P(2*, 4;) est dénombrablement additive comme fonction de A,
quel que soit &% e B

1) Une g-algdbre dans la terminologie de P. Halmos [3], Voir aussi [5].
*) Une algébre d’aprds Halmos [3]. Voir aussi (5].
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