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Les intégrales qui figurent dans ces énoncés sont prises au sens de
Radon-Nikodym.

Les résultats qui viennent d’étre établis sont vrais pour chaque me-
sure de Carathéodory qui s’annule en tout point, done aunssi pour la mesure
de Lebesgue (comparer [4], p.40-45).

Tirons une conséquence de cette derniére remarque.

Interprétons 9N comme Vintervalle 0 <o <1 et soit TN le o-corps
de tous les ensembles mesurables (L) de cet intervalle; supposons F(H)
s-additive dans M et satistaisant & la condition F((z)) = 0 pour tout
269 ; enfin, soit (2) la déecomposition canonique de Lebesgue de la fone-
tion F(H) (voir p.ex. [5], p. 33-35, aussi [2], p. 419-424).

Alors, si Phypothése P (2%) est vraiet), deux cas seulement peuvent
ge présenter: ou bien ¢(E) est identiquement nulle, quelle que soit F(R)
satisfaisant aux conditions posées tout & I'heure; ou bien il existe un aleph
inaccessible <C 2%,
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4) Cette hypothdse a été introduite par M. Ulam (voir [8], p. 140-141).
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REMARQUES SUR LES MESURES
DANS LES ESPACES PRODUITS
PAR

N. DINCULEANTU (BUCAREST)
1. Boit K un ensemble d’indices et pour tout se X soit X, un espace
et Ty une tribul) de parties de X,. Soit E Yespace produit H X, et, pour

toute partie finie I C K, soit B J'espace produit n X, et TI [T 1a
&l
fribu engendrée par les parties de la forme [] 4,, ob A ¢ T, pour tout sel.

sed
Soit P(A) une mesure d’finie sur le clan?) 7' des parties eylindrigues, dé-
nombrablement additive sur la tribu prr(ThH quelle que soit la partie
finie 7 C K. On sait que, sous certaines conditions supplémentaires
({31, (51, [63, {7]), P(A) est d mombrablement additive sur 7. Dans
cette note on démontre deux théorémes analogues aux théorémes (A)
et (B) de [B].

2, Soient P I'espace et T le clan d’finis plus haut, et P(4) une me-
sure d finie sur 7, d ‘nombrablement additive sur la tribu prri(77) quelle
que 80it la partie finie I C K. Pour toute partie finie I C K et te K, il exigte
([21, p- 95-96) une mesure conditionelle P (¢, pry}(4,)) définie sur E'x T,
qui vérifie pour tout MeT7T les bgalités

[ Ple", pri(A)) Polde’) = P (pry (M) Apri(4y),
M
o e B et Py(d) = P(pry(4)) pour tout AeT”,

On dit qu'une mesure conditionelle P(z’ Prii(A4,) est régulitre par
rapport aux tribus (ST, 8y, ot 87 C T¥ et 8, C T, 'l existe une fonction
P&, A;) définie sur x S, telle que:

(a) P&, 4) est (87)-mesurable comme fonetion de 27, quel que soit
AiESg;

(b) P(2*, 4;) est dénombrablement additive comme fonction de A,
quel que soit &% e B

1) Une g-algdbre dans la terminologie de P. Halmos [3], Voir aussi [5].
*) Une algébre d’aprds Halmos [3]. Voir aussi (5].
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{¢) P, X) =1 quel que soit 2f¢E;
(@ P, pri'idy) =P(e’, 4) presque parbout (8'), quel que soit
AtESi.

On dit que la mesure conditionelle P(z’ , Py 1(At)) est régulitre®)
si elle est régulidre par rapport aux tribus (77, 2y). Si P{e, pri'(4,) est
régulitre, elle est régulidtre par rapport aux tribus (T%, T,), quelle que soit
la tribu C, C T,.

La mesure conditionelle est dite guasi-réguliére ¢'il existe une tribu
séparablet) TT C 7 telle que P(2f, pry'(4y) soit régulitre par rapport
aux tribus (TY, Ty, quelle gue soit la tribu séparable T,C T, Si
Pf, pri'(4,)) est quasi-régulitre, elle est régulitre par rapport aux tribus
(TT, Ty, -quelle que soiti la tribu T telle que T C T C 77 ot quelle
que soit la tribu séparable T, CT,. En particulier on peut prendre
T =17, :

Dans ce qui suit, on va utiliser le théordme suivant ([5], p. 209):

(A) Soient Uespace E, le clan T, et la mesure P(A) définie sur T, dénom-
brablement additive sur la tribu pry(T7) quelle que soit la partie finie IC K.
8 K = {1, 2y.eaymy ..} et i, quel que soit ne K, lo mesure conditionelle
Pal™ prodi(dn,,)) est régulidre, P(A) est dénombrablement additive
sur T.

3. Oe théoréme nous permettra d’en démontrer un antre, en supposant
que la mesure conditionelle P (e ", pryl (4,,,)) est quasi-régulidre.
Pour ce faire, on. démontre d’abord le lemme suivant:

Iemmz. 8¢ K =1{1,2,..,n,...) e &, pour tout neK, lo mesure
conditionelle P (e, proli(A,,,)) est quasi-régulidre, alors pour chague
ne K, il ewisto ume tribu séparable S,CT,, telle que, pour tout nelk,

n

Pl prol(A,,,) soit régulidre par rapport auw tribus (T 8:5 8psa) -
Tox

Démonstration. Pour chaque neX, soit S+ la tribu séparable
telle que P (2™, pryli(4,,) soit régulidre par rapport aux tribus
(8%-", 8, 1), quelle que soit la tribn séparable 8441 € Tyry. On pout

n
supposer que 83" egt de la forme T18%, o 8} C T; est ume tribu
[T

séparable pour chaque ¢ (¢ =1,...,n). Pour chaque ie K, soit §; la
o
tribu engendrée par la réunion | 87; 8; est séparable, et pour chaque #e Xk
. . =1 .

) La notion de mesure conditionelle régulitre est due & J.IL. Doob.

¢) Une tribu sdparable est une tribu engendrée par une famille dénombrable
de parties.
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k3
aux tribus ([]8;, 8apy).
=1

Remarque. 8i, pour tout ne X, T, est une tribu séparable telle que
8y C Tp C Ty, alors pour chaque nek, Pletm), Praiildny)) est régu-

ligre par rapport aux tribus ([]T;, Tuyy).
i1
TEEORBME 1. Soient Pespace B, le clan T, of la mesure P(A) définie
sur T, dénombrablement additive sur la tribu pry(T7) quelle que soit la
partie fivie ICK. 8i K ={1,2,...,n,...} e 8, pour chaque nek,
la mesure conditionelle P (0™, pryti(4,,,)) est quasi-régulidre, P(A) est
dénombrablement additive sur T.

Démonstration. Soit H, H,,... une suite décroissante de parties
appartenant & 7, telles que () H, = &. Montrons que
=l
lim P{(H,) = 0.
=00

B On peut supposer que pour chaque n, H, = pr(‘l.lzw_,n)(ﬁn), ol
H,eT®*™_ Pour chaque neX, il existe’) n tribus séparables 77 C T},

n
T3 CLsy ...y I5 C T, telles que H,e []T7. Pour tout ieX, soit T) la
i=1

tribu séparable engendrée par la réunion (J T7. Pour toub neK, soit T,

N=1
la tribu engendrée par la rénion T, o §,, ob, pour chaque nekK, 8,
est la tribu construite dang le lemme ci-dessus. T, est séparable et

n

pour chaque neK, H,e []T;. Il résulte de la remarque du lemme que
ful
pour chaque ne K, Pz, pryli(A,,,)) est régulidre par rapport aux tri-
n
bus (1171 Z{, (Cn+1)'

Soit T le clan construit & partir des tribus T, par la méme méthode
que celle utilisée pour construire le clan T & partir des tribus-7,. Comme
on a, pour chaque neX, H, CT, il résulte dn théoréme (A)..gue
limP(H,) = 0.

N—>00

On peut appliquer le théordme (A), car la mesure conditionelle
P(z("--"”’,pr;jl(AnH)), calculée & Laide des tribus ([T Ty, Thy)y est
encore régulitre. =1

%) Cette affirmation est une conséquence immédiate du théordme D de P, Hal.
mos ({38, p. 24).
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Du théoréme 1 on déduit immédiatement le

TaforitME 2. Soient B un espace, T wun clan et P(A) une mesure
définie sur T, dénombrablement additive sur lo tribu pry NI, quelle que soit
la partie finie I C K. Si, quels que soient la partie finie I C K et teK—1I,
la mesure conditionelle P, pxi'(Ay) est quasi-régulitre, P(A) ost dénom-
brablement additive sur T\

4. Problémes ouverts. On ne sait pas si le théoréme 2 est vrai si
T'on suppose que P(e”, pry (4y)) est régulidre par rapport aux tribug (TE, Ty,
quelle que soit la tribu séparable T,C T} (P 196). &l en étant ainsi,
les résultats de Tonescu Tulcea [5], de Marczewski®) [6], de Ryll-Nar-
dzewski [7] et de cette note en seraient des cas particuliers. En ce qui
concerne les résultats de Marczewski et de Ryll-Nardzewski, ce fait se
déduit en tenant compte de [7], théorémes T, III et IV, et de [2], théoréme
3.1, p. 96-98. -

On pourait sussi demander un exemple de mesure conditionelle
Pl pri(4,) qui soit régulitre par rapport aux tribus (T%, Ty quelle
que soit la, tribu séparable T; C T, et qui ne soit pas régulidre ou quasi-
-réguliére (P 197).
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¢} En ¢e qui concerne l'additivité dénombrable de la mesure.

BEMERKUNGEN UBER HAUSDORFFSCHE MASSE UND
HAUSDORFFACHE DIMENSIONEN 1IN LIESCHEN GRUPPEN
VON
A. GOETZ (WROCLAW)

Einleitung. In der vorliegenden Arbeit werden linksinvariante Haus-
dortfsche Mafe in Lieschen Gruppen behandelt. Die Konstruktionsidee von
invarianten Mafen in topologischen Gruppen hat Oxtoby in [5] entwickelt.

In §1 wird der Begriff des Hausdorffschen Mafies und der Haus-
dorffschen Dimension eingefiibrt und es werden einige Hilfsséitze be-
wiesen, die im weiteren angewendet werden,

In § 2 wird bewiesen, da8 fir die ,,Riemannsche” linksinvariante
Metrik in einer m-gliedrigen Lieschen Gruppe (eine soleche Metrik kann
man z. B. mit Hilfe der Maurer-Cartanschen Formen o', ..., " bilden,
indem man ds* = (0'V¥--...4-(0")® setzt) das n-dimensionale Haus-
dorffsche MaB gleich dem Haarschen MafB ist, und daraus wird abgelei-
tet, daB das n-dimensionale Hausdorffsche Maf in einem n-dimensiona-
len Riemannschen Raume dem klassischen Inhalt proportional ist).

In § 8 wird bewiesen, daf fiir die Hausdorffsche Dimension b, einer
n-gliedrigen Lieschen Gruppe G mit einer beliebigen linksinvarianten
Metrik p(z,y), welche die Topologie von G nicht #ndert, die Unglei-
chungen gelten: ‘

d <h, < d
- 2 = T == Wt
log, lh’msup ele,#) log, [limini——(e’ d )]
oo 9(65 z) . 26 Q(G, )
wo ¢ das Binheitselement der Gruppe ist. Wenn
ele, wz)_ <1
ae 02, ®)
ist, so gilt nur die erste Ungleichung, die im Falle von
lim sup ele, @) _ 4

1) Vergleiche [4]. wo dasx letztgenannte Resultat anf eine andere Weise
wbgeleitet wird.
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