Note sur la mesurabilité. B de la dérivée supérieure

par
O. Hijek (Praha)

On sait que la dérivée supérieure 7 d’une fonction réelle finie f est
mesurable L*). En modifiant cette démonstration on peut prouver que
7 est de troisitme classe de Baire. M. Z.-Zahorski m'a communiqué un
résultat de sa Thése (1942 et 1947, non publiée), & savoir que 7 est né-
cessairement de deuxidme classe. Le but de notre note est de donner
une simple démonstration de ce dernier résultat.

Soit I un intervalle non dégénéré de droite qui constitue notre
“espace“; soit f une fonction réelle finie sur I. Tout ensemble convexe J
sera appelé intervalle; J sera son intérieur et —J son complément (dans I).
Q(a,b) désigne powr a£b le quotient

f(a)—f(b)
Ta—b ?
si ¢ est entre a et b, on a

Q(a,b)=1tQ(a,0)+(1—1)Q(c,b) avec O<i<l,

d’on
min @(a,¢),Q (¢,5) <Q(a,b) < max Q(a,c),Q(e,b).
{f<gq} pour ¢ réel désigne I’engemble des x eI tels que f(x)< g, et par
analogie dans les autres cas =,k sont toujours des nombres naturels.
Levue L. Chague somme dintervalles now dégénérés est de type F,.

Un tel ensemble est en méme temps une somme de ses composantes.
Celles-ci sont amssi des intervalles, donc du type F,; elles sont non dé-
générées et disjointes, donc leur systéme est dénombrable.

Levww 2. 8¢ A est une somme dintervalles non dégénérés, alors —A
est la différence d’'un ensemble fermé et dun ensemble dénombrable.
- D’aprés le lemme 1 on a

A=)

*) Voir [2], p. 112, théoréme de Banach, pour le cas oil.f est une fonction d*inter-
valles, et [1], p. 183, pour une simplification dans notre cas.
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ot J est un intervalle non dégénéré et la somme est disjointe. On dé-
montre facilement que
N—di=MN—dioC=—4vC

k

k

(somme disjointe), olt \
: CCUT—dx)

k
est dénombrable,

THROREME. Les ensembles {f < ¢} sont ambzgus de classe 2, done | est
de classe 2.

Occupons-nous d’abord de 'ensemble {f=q}. Soit 8, le systéme de
tous les intervalles fermés J tels que

J=(a,b)CI, O<b—a<nl, @a,b)>q—n,
et posons
. A=NUd.
. n S,

Size{f>q} on a Qx,y)>g—n-! pour certains y voisins de x; done
pour chaque n, x appartient & un intervalle de S,, 2 e A. D’autre part,
si 2¢A, pour chaque » on trouve J ¢ 8,, zeJ=(a,b); on a x=a oOU
x="> ou bien a<x<b et

g—n-1<Qa,b)< max Q(a,r),d(x,b);

) r N N P
dans tous les cas on trouve des points y aussi proches de » que 1'on veut

et tels que
Q(e,y) >q—n

Nous avons ainsi prouvé que
=g =NUJ.
n Sy

L’ensemble

F<qt=—1{>

Du lemme 2 il §’ensuit que

q}-——L"J(—UJ)-

Sr

—UJuC,=F,
Sn

ot P, est fermé et (, dénombrable; donc on peut poser

U=Udwl=XM

n Sn
ou ¢ est dénombrable et disjoint avec

U(=UdJ),
n Sn
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M est wn F,. Nous concluons que
f<q}=M—¢

e;st la différence d’un ensemble ¥, et A'un ensemble dénombrable, done
¢’est un ensemble ambign de classe 2. Il en résulte que

>0 et F<qy=N{f<gtan

sont des Fu, ce qu’il fallait démontrer.’

1 est aisé de trouver des fonctions f telles que } soit exactement
de cl‘?\.sse 2. M .Za.horski m’a informé qu’il existe les fonetions satisfai-
sant & la condition de Lipschitz telles que f s0it exactement de classe 2.
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On theories categorical in power
by
A.Ehrenfeucht (Warszawa)

The aim of this paper is to give some applications of theorems on
automorphisms of models [1] to the study of theories categorical in
power '), The main result is contained in theorem 1 which states, roughly
speaking, that no antisymmetric and connected relation is definable in
a theory categorical in power 2" where n>>w,. As a corollary we find
that no ordering relation can be defined in any such theory. The final
theorems deal with the existence of mutually indiscernible elements in
each model of a theory categorical in power 2" as well as with the .exis-
tence of universal models of such theories.

The terminology and notation used in this paper are the same as
in [1]. For more detailed information concerning theories categorieal in
power and examples of such theories the reader is referred to papers [3]
and [5).

Definitions. An n-ary relation R(&,,...,&) I8 antisymmetric in the
set A if, for arbitrary @y,...,2,¢4,

#(2y,...,2,)  implies ZNR(%-G), we s Ta(m)) ?)

neS,

where 8, is the set of all permutations of the set {1,...,n}.

The relation R(&,...,&,) is comnected in the set A if, for arbitrary
TygeeyTned,
ZR(‘THG)"“ 91':!(”)) .
EIAN

Let a be an order-type and P a subset of §,. We shall say that an
n-ary relation R defined in a set 4 belongs to the set K (a,P,4;) where
A, is a subset of A if there is an ordering relation ~< of the order-type e
in the set 4,, such that, for arbitrary #,...,m, in 4,

-’1.‘1%..‘ =&y

£ (Dyqe, ) implies

implies  [R(Tnays..-yZatny) if and only if weP].

1) A theory T is categorical in power m if any two of its models of power m are
isomorphie.

) #(@,5..,2,) 18 the conjunction of inequalities 2, x, where l<{i<j<{n. The
letter ) stands for “there is” and the symbol ~ stands for negation.
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