Sur la valeur et la limite d’une distribution en un point
par
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Dans cet article nous définissons les notions de valeur et de limite
d’une distribution en un point et nous examinons diverses propriétés
de ces notions.

Nous considérons les distributions d'une variable, en remettant le
cas de plusieurs variables & une note ultérieure. Pour les définitions et
les théorémes fondamentaux nous renvoyons au livre de L. Schwartz

[5] et nous rappelons maintenant quelques faits et notions.

Par D resp. par D, nous désignons ’ensemble des fonctions de la
classe C* & support compact, resp. contenu dans Q et compact. Pareille-’
ment D™ et Dy désignent les ensembles de fonctions de la classe C™ & sup-
port compact, resp. contenu dans £ et compact. Au lien d’écrire T'(¢p)
nous désignerons par (7,p) ou (f[’(a:),z;o(ac‘)z le produit scalaire d’une
distribution et d’une fonction ¢eD (resp. peD™). L'inégalité T < S8 dans
un 2 ouvert signifie que la relation (7', @) < (8§, ¢) a lieu pour chaque
76D, p = 0. Les distributions seront considérées localement; toutefois
pour simplifier les notations nous écrirons p. ex.

JF@al@)an,

si B et u sont définies dans un intervalle ouvert qui contient le support
de ¢. La distribution déduite d’une distribution I par une substitution
o =x(u) (o o'(u) =0 et x(u) doit &re suffisamment réguliére) sera
désignée par Tr.ze ou par T'(z( AR
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2 8. Lojasiewicz

(T(@), p@))e = (T(e(w), ¢ o)z (1)),
(Zlw(), w(w)y = (T(@), pln (@) ' (2)])s.

En particulier, pour la mesure u et pour une fe@° nous avons

J 1 au(e@) = (ple), H))e = (ut2), #u (o) v’ (@)}

= ff(w(m))[u’(m)lﬂ/l.

Nous désignons par x(F) la valenr d’une mesure pour un ensemble
borélien F et par |u| la variation totale de u. Nous admettons la nota-
tion guivante:

ul(ze, ®])  powr @ < w,

j pouwr m <,
(0,2

(2o, @) = 0 0 pour

i

powr z, =z, z =,

f fdu

—u((m, m]) pour @ <y, — f pour << m,.
(m,moj
On a alors
Z
lim ff(l/z = lim u(wy, 2) = 0.
LT+

Tt gy

Rappelons enfin qu'une digtribution est dite d’ordre <n 8 elle egt
la »® dérivée d’une mesure. :

. Plus.ieurs idées m’onb é66 suggérées an cours d’un séminaire sur les
distributions, dirigé par J. Mikusinski et R. Sikorski. Je tiens beaucoup

b leur exprimer ma gincére gratitude pour les précieux conseils qu'ils
ont bien voulu m’accorder.

§ 1. Définitions

1.1. Définitions de la valeur d’une distribution en un point.
Nous dirons qu'une distribution T, définie dans un voisinage d’un point
2o, posséde la valewr C en &, et nous éerirons T(x) = 0, si la limite

1y Lim T (g -+ Jz)
A0

existe dans wn voisinage de @, et si elle est la distribution constante g1).

) On voit gqu'alors la limite (1.1) existe et

u’elle est; 1
intervalle (a, b). q 8t la constante O dans chaque

icm
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La notion de valeur a un caractére local, ¢’est-a-dire si T' = § dans
un voisinage de y, alors les valeurs n’existent qu’en méme temps et elles
gont égales, Bvidemment, dans le cas ol T est une fonetion continue an
point xy, cetite notion équivaut & celle au sens usuel.

Dang la limite (1.1) il suffit d’admettre 2 — 0+, car ceci entraine
qu'elle existe aussi pour A— 0— et est égale &4 la méme constante C.
11 n’est pas nécessaire de supposer que la limite (1.1) scit constante; nous
avons, en effet, le théoréme suivant de Zieleiny: 87 la limite (1.1) existe,
elle est constante?).

1.2. Définition de la limite d’une distribution. Nous dirons qu’une
distribution T posséde la limite C pouwr & —x,+ Tesp. &—>xq— rESP. B ~> By
et nous écrirons

(1.2.1) O =1lmT vresp. O =1mT resp. O =1lmT,
Ly g+ Lwr g — Xr Ty
si la limite
(1.2.2) Lm T (ory+ Ax)
A0

existe dans un voisinage de x, pour & > ©, Tesp. pour & < &, resp. pour
x #x, et sl elle est la distribution constante C3). :

La notion de limite a un caractére local. Bvidemment, dans le cas
d'une fonction ayant une limite usuelle, il existe la limite ci-dessus et
elle est égale & la limite usuelle. Si une distribution 7' posséde une va-
leur en o, toutes les trois limites (1.2.1) existent et elles sont égales
% T(xy); afin que la limite bilatérale existe, il faut et il suffit que les li-
mites unilatérales existent et qu’elles soient égales entre elles. Le théo-
réme de Zielezny subsiste (il se rapporte & la limite (1.2.2) dans un
voisinage unilatéral resp. & la limite (1.1) dans un voisinage privé du
point #*).

Il est & noter que L. Schwartz dans [5] (vol. II, p.61) a fait la
remarque suivante pour le cas de la mnotion analogue de la limite
& Dlinfini: ,,On peut encore dire qu'une distribution I' est bornée, si
Pensemble de ses translatées 7,7 est borné dans @’; que I converge
vers 0 & linfini, si 7,7 converge vers 0 dans @’ pour |h| — oco”.

2y Cf. [4]; wne démonstration simple et élégante a été donnée par Z. Zielez-
ny [7].

3) On voit qu’alors la limite (1.2.2) existe et qu’elle est la constanteé ¢ dans cha-
gue intervalle (a,b), o a > 0 resp. b << 0.
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§ 2. Conditions nécessaires et suffisantes

‘Le‘ résultat essentiel de ce § est de ramener les notions de valeur et
de limite définies dans le § précédent & celle du x® quotient différentiel
d'une fonetion défini par A. Denjoy [2].

2.1. Lemme. Soit f(x) une fonction définie dans un wo‘isich de 2éro
pour 2> 0 et supposons que Uon ait .
211) i 18 =00 ()= —aq_y (2) (20"

puc e =0

uniformément pour a <o < b, ok 0 < a o les cocfficients ag(A) sont définis
pour 2> 0 (suffisamment petits). Ceei &ant admis, les ay(2) sonl conver-
gents pour A — 0+, on a

(2.1.2) a(d) = aq;+0(0"™) (4 =0,1,...,n—1),

et par conséguent

(2.1.3) f(a) = ap+amo+...+a,_ 12" -0 (z?)
Démonstration. Berivons 1'hypothése (2.1.1) sous la forme sui-

vante:

(2.1.4) |f(Am)—ag(2)—. .. —an_1 (A) A" 2™ | < e(A)

;1‘.1 &(4) est une fonction croissante et telle que &(1) — 0 lorsque A — 0
Fixons ¢ < oy < ... < & d b k S '
oo 0 <ty <beh0 <@ <1 defagon que a < duy. Suppo-

(2.1.5)

lorsque o — 0.

powr a4 <Ke<b,

t<dr <oy

en posant dans (2.1.4) w = a4, A = ;
obtenons ( ) # =, 2 =0 et puis & = omy/v, 1 =17, nous

If (oms)—ao(0) —... ~ty_1(0) 0" ™Y < 8(0) 6",

3

|f(rrxi)—ao(-r)-——. =1 (T) on_l,r:‘“l[ < e(7) o
d'or !

I0@0(7) ~a0(0) 14+ . [ 1 (1) =ty (0)] 6™ 03~ < 26(c) "

‘ (t=0,...,n=1),
Puisque det (o) 0, ces inégalités entrainent o )

la:(v)—a;(0)| o' < Ke(v)e™ (i =0,...,n—1),

ol K est une constante qui'ne '
e qui'ne dépend. que de a;. Nous obtenons done,

(2.1.6) les(v)—a;(0)] < KO e(r)e",

icm
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pourva que 0 < 9 Lo <7 (6 =0,...,n—1). En admettant o = AR
t = ¢", nous avons

lag () —ag ()] < K" e(z) 9
et puis, pour p < ¢
gpin—1
1—"*
Soient maintenant ¢ et v quelconques (suffisamment petits et tels

que 0 < o < 7); il existe done deux entiers p et g, p < ¢, tels que
< o< et §P < v <977, ef nous voyons, en vertu de (2.1.8) et

(2.1.7), qu’il existe une constante K, telle que

|ag(7) — i (0)] < Eoe(r)r™™

(i=0,...,2—=1).

(2.L.7) |ag(9P)—ag (99)] < KH~e(d7)

pour O<o<rT.

Les limites
a; = lima;(o)
o004

existent donc et lon a |a;(r)—a4 <K(,e(~c)r""i, c.q. £ d.

Remarque. Si la fonction f(x) est définie dans un voisinage de @
pour # < 0, resp. dans le voisinage de @, toub entier, et si la condition
(2.1.1) est remplie avec b < 0, resp. a < 0 < b, alors 1a thése du lemme
subsiste avee # — 0— resp. z — 0 dans (2.1.3).

2,2, THHROREME., Pour que la limite
(2.2.1) IimT =

T->Tyt
existe, il faut et il suffit quil ewiste um entier n et une fonction F continue
dans wn voisinage de x, pour x> &o tels que Ton ait
F(z) ¢

lim —— = —.

T = F®
aszor (2 —0)" !

(2.2.2) (pour @ > ;) €t

fividemment des théorémes analogues sont vrais pour la limite
& gauche et pour la limite bilatérale.

Démonstration. 1° La condition est suffisante. En admettant
(2.2.2) nous avons
lim (%) =0,

eyt

C N
F(x) = (—m-i—e(m)) (v —)" ol
done pour A — 04

n!

1 C ¢ o
7 F(zy+Az) = [Tﬂ—ﬁ—s(wo—l—ﬂw)] s — "
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icm

uni formément dans un interv e (0, A En déri val ‘ 5 iG-
b all . 1
( 9 ) €. a. n fOlb nous ObL(',

(2.2.3)
c.q. f.d.

T(wo+Ax) -~ C dans (0, h),

o ) .
. 2 La condition est nécessaire. En supposant que (2.2.3) est remplie
existe des fonctions continues @,(x) telles que I’on a pour un enticr 1;

v

lim B, (z) = = gn
A0 n!

T(wy+w) = P (x) et

uniformément dans [a, ], od
: y 0], o 0 <<a <D <h. La distribution 7 étant
la dérivée d’ordre n de la fonction continue ution & GGant

o, (sz")

d ’int

g :ﬁngel Il;xgl(;rva&lle (m,,-gm, %y+1b) pour chaque 1 suffisamment petit, il en

o8t fonmog I?nf uzmtergalle (0, 7n), oL 0 < by < B, est-d-dire il ’exiqte
) o continue dang (0, 7;) et telle que 7" = h

Il s'ensuit que la différence (0 o) et tele due &= B dans (0 1)

)

Pofo) 10, (*22)
et par conséquent la différence
Fy(@o+ 1) — 1Py () == wy(x)

est un polynéme de degré tici
avous dont pour 4 §+ < n, dont les coefficients dépendent de 2. Noug

By (o4 Aw) —w, ()
T > "
A n!

uniformément dans [a, b] et, en posant f(x) = Fo(wy+a) —Ca™ n!
2" Inl,
f(Az) —w, ()
. T 0
uniformément dans [a, b].
Selon le lemme du N° 2.1 on a done

f(2) = ag-F-... —1 ’
Lol en posant; oF 18" o (o),

4 Il faut défnir la fonetion F, de

(@+8'a, 7,4+-8'), ot afb < 8 < yYali. proche on proche dans les intorvalle

Distribution en un poini 7

C
T Oyt (m_wu)”_l = —— (¥ —@)"+0 (j&—r|™),

F () = Fo(x) ~to—--. -

on tire les relations (2.2.2).
COROLLAIRE. L’existence de la limite
lim T

224
dquivaut & celle @une différentielle & droite d’ordre n au sens de Denjoy:

(2.2.4) F(@) = o+t +ag(@—a)"+o(jo—z") (&> o),

pour une primitive quelcongue F de T, dordre n suffisamment grand; on
a alors ’

(2.2.5) lim T = n!a,,

Zosmgt
Sest-a-dive Ta limite (& droite) est égale aw n° quotient différentiel (& droite)
an sens de Denjoy d'ume primitive d’ordre n (suffisamment grand).
2.3. On redémontre le théoréme 2.2 pour la valeur d'une distribution,
en g’appuyant sur la remarque du N°2.1:
THEOREME. Afin qu'une distribution T posséde la valeur

(2.3.1) T (%) = O,

il faut et il suffit qu'il ewiste une fonction F continue dans wn voisinage
de x, e un entier m lels que Pon it
F(x) C

— T AP e —
T=2F et lim =

(2.3.2) L

COROLLAIRE. L’existence de la valeur T (x,) équivaut & celle d’une
différentielle dordre n au sens de Denjoy,

(2.3.3) P (@) = @o+...+-a™ (@ =) +0(|—2ol"),

pour wne primitive queloonque F de T, @ordre n suffisamment grand; on
a alors
(2.3.4)
Sest-8-dire la valeur est égale aw n’ quotient différentiel au sens de Denjoy
dune primitive d'ordre n (suffisamment grond).

2.4, Dans les N 2.4.-2.9. nous ne considérons que la notion de va-
leur, puisque les raisonnements sont les mémes que dans le cas de la li-
mite.

T(my) = nlay,
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Revenons & la condition (2.3.2). On a

T'(2,) . a(x)

Fz) = ) (—ay)"+e(®), ot lim-—-"0 =9

En considérant des fonctions F, ¢ comme des mesures u, o (au sens
des distributions®)), nous avons
xz
. ol (@, %)
o[ (Tg, 2} = | |e(x)|dz et lim —— % == ().
lol (@, 2) f: () S,
Définition. Supposons que la valeur T(x,) existe. Nous dirons
que la valeur de T en x, est dordre < n, 8'il existe des mesures H, o telles
que Pon ait dans un voisinage de x,

_ Tary)

n!

(241) T=u®, p (@—20)"+0, o] (w5, B) = 0 (jm—wy ).

Remarque 1. Chacune des conditions (2.3.2), (2.4.1) reste remplie,
8i I'on remplace # par un entier plus grand.

On a évidemment
(2.4.2) ordre de T'(»,) > ordre de 7 dans un voisinage de x,.

8i 1'on pose

P(@) = [ (@—u)du(u),

il résulte de la condition (2.4.1) que

. F T(x
T =04 et im0 _ (,)H(_a;f;!,

amzy (B— ) ?
ol la fonction F est continue. Nous avons done le

THEOREME. Pour que la valeur T (o) emiste (et qu'elle soit dordre < n ),
1l faut et il suffit qu’il existe une mesure H qui satisfasse & la condition (2.4.1).
Cette condition entraine (2.4.3), mais inversement, si la condition (2.4.3)
est satisfaite, on w'obtient que I'inégalité: ordre de T () < n-2.
Remarque 2. La condition (2.4.1) entraine

(2.4.3)

(2.4.4) im0 ® Tl
oy [B—2o[" T (m1)1’

¥) L’égalité entre une fonction et une mesure, f = u, signifie que fs0) = (u, )
pour ¢eD, oit

w(B) = [ f(w)da,
F

o'est-a-dire que u est une mesure absolument continue de densité f(z).

Distribution en wn point 9

mais inversement, la condition (2.4.4) n’entraine que Pinégalité: ordre
de T(ry) <n+1.
Remarque 3. 8i 7 = f,
lim ——W = —(— s
Ty (B—2)® !
ol f est une fonction sornmable, alors Ia valeur de T en @, existe, T'(z,) = 0,
et elle est d’ordre <. Si-T est une fonction sommable f, la condition

[ 1@ ~f{ag) do = o(js—mq)¥)
EN

est nécessaire et suffisante pour que la valeur 7 (@) existe, T'(my) = f(@,),
et soit d’ordre zéro. -

2.5. Supposons qu’une distribution 7 posséde en 2, une valeur
Qordre << » et que ae D™ (le support de a contenu dans le voisinage de x,
dans lequel la condition (2.4.1) subsiste). En vertu de (2.4.1) nous avons
(T, a) = (—1)*(p, ™), d’oh la formule '

(2.5.1) (T, a) = T(z,) fad:o+ fa(")da‘, ol lo|(@g, 2) = o(jw—ag"Y).

Pareillement, en supposant que la condition (2.3.2) est remplie, nous
obtenons pour aeD” (le support de « contenu dans le voisinage de =,
dans lequel la condition (2.3.2) subsiste)

(2:82) (T, 0a) =T(z,) [adot [o™(a)n(z)ds, ot n()=o(ln—u,").

2.6. Revenons & la définition de la valeur du N°1.1. Ilexistence
de T(m,) équivaut & la condition qu’il existe une constante ¢ telle
que l’on ait
. 1 AL . ®
(2latia), (o) = (2,10 (57)) € [ otaran

%) Evidemment cette condition implique que la fonction f(x) est continue appro-
ximativement en x,, mais nen pas inversement. Il peut méme arriver qu'une fonction
f(2) sommable et continue approximativement en z, ne possdde pas de valeur en ce
point. Il suffir d’admettre x, = 0 et

flo) = 5;‘ (%)"q)(?f‘ (m——;;,)), ot @e@o, }c(pdw =1;
a=1 %

on a alors

00
. z 1 1
k]ﬂif (-27)= E ?d(x—?,) pour x> 0.
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lorsque A — 0, pour chaque we®D. Il en résulte que si

Jim (2, (”_””"» e
m —p =0
puer VY A e

pour chaque ped telle que @ 20 el

on
f @de =1,
—00

(2.6.1)

1a distribution T' posséde la valenr T'(xq) = (0 en .

La fonction
1 (w»—u:,,)
g
"\

tend vers 8(x—a,) d'une fagon assez particulidre. Or, i_l {‘ésulﬁe (.10 luJ, for-
mule (2.5.1), que la valeur Z'(z,) est 1a limit.e du proldu.lt scfa:lmre r, a?
lorsque o tend vers d(o—m,) d'une fagon moins restrictive. En effet, si
la valeur T'(z,) existe et si elle est d’ordre < n, on &

(2.6.2) T (@) = 13113](1’7 @)
ol ‘ .
ae@®, support de a C[wg—d, #+0] "),
e 1\Y.
(2.6.3) f adp =1, supla®™| =0 (gﬁ"ﬁ)

2.7, R. Sikorski a remarqué que la formule (2.5.2) peut gervir & étu-
dier la limite

(2.7.1) lim 7 (g Az+5).

Ae—0

En effet, si A — 0 et & = 0(4), la fonction

1 ( T—Ly—E )
VTR

satisfait aux conditions (2.6.3) (p étant une fonction de D, queleongue),

done
1 L —Ly—E
e g f———| | = L (@
(T7|/'L|¢( /’L‘ ))x> (@),

pourvu que 7'(mo) existe. Nous avons donc le

7) Dans le cas de la limite & droite on admet que lo support de ¢ resp. a est
contenu dans Iintervalle (0, co) resp. (®g, o431 » ) 3

%) Nous montrerons dans le N°4.4 que la condition (2.6.2)-(2.6.8) suftit
pour que la valeur soit d’ordre <<m.

icm
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THEOREME. 8¢ la valeur T(z,) ewiste, alors

Hm  T'(w,+Aw+e) = const. = T(z,).
1->0,5=0 (3)

Bl =2, c=¢, ef ¢l —oco pour » - oo, le théoréme est faux;
pour trouver un contre-exemple, il sutfit de choisir 7' de maniére que pour
la fonction #(x) de la formule (2.5.2) la convergence de Texpression
() [(m—2xy)" vers zéro soit suffisamment faible.

2.8. Considérons le cas ol la limite (2.7.1) existe si A —0 et & — 0
d’une fagon quelconque. On a alors le
THEOREME. Si la limite

(2.8.1) lim  T(zy+izte)

04, 50

ewiste, alors T est une fonetion continue en x, dans un voisinage de z,.

Boit ¢ une fonction non-négative de support [—1,1], appartenant
a D, et telle que

f pdr = 1.
—00
Posons
1 »
(2.8.2) o (2) = v ¢(—}T) pour A > 0.
On a
(2.8.3) f e (@)dp = 1.

Dans la démonstration du théoréme nous nous appuyons sur le lemme
suivant:

Levye, Soit 8 une distribution quelconque et soit a une fonction non-
-négative de D (le support de o étant contenu dans le domaine d’emistence
de 8). 8i
(2.8.4) (8, a) <0,
alors pour chaque b suffisamment petit il existe un &, e support de o tel que
(2.8.5) (8, ga(n— s < 0.

Démonstration du lemme. Lorsque h — 0, les as¢y convergent
vers a dans D, done (8, a*qy) — (8, ). Mais nous avons (cf. [5], tome IT,
p. 22)

-

f a(é)(Sﬂvh(w“f))wdéi

—00

(8, aspy) =

done, en vertu de (2.8.4),
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f a(f)(Sv (/?h(”f"f))wd‘f <0,
oo
pourvu que b soit suffisamment petit. D’aprés inégalité « = 0, on a né-
cessairement (S ,qv,,(:o——f)),, < 0 pour un &, appartenant au support
de a. .
Démonstration du théoréme. Llexistence de la limite (2.8.1)
entraine celle de la limite (1.1), donc selon le théoréme de Zieleiny
(ef. N©1.1) la valew T'(x,) axiste et nous avons
(2.5.6) lim (T(xe+Aa+e),q)y = lm (T, galw— 8w = T (o).
10+, 60 Jp0- , £ty
11 suffit de prouver qu'h chaque &> 0 on peut faive correspondre
wn 6 > 0 tel que l'on ait

(2.8.7) T(xo)—e < T < T(wo)+e  dans (@o— 8, wp-+0),
puisque T est alors une fonetion qui satisfait & lindgalité (2.8.7) (presque
partout).

A cet effet supposons, par impossible, qu'il existe wn & > 0 tel que
p. ex. la premiére des inégalités (2.8.7) ne soit remplie dans aucun des
intervalles (zg—1/n, @p-+1/n), n =1,2,... Il existe done des fonctions
non négatives de @ telles que l'on a: support de o, C[xp—1/n,xe+1/n]
et (T—T(a‘o)—i—eo, (/n) < 0.

Qelon le lemme il existerait A,e(0,1/n) et &e(ag—1/n, 2y-4-1/n)
tels que (T— T (o) + fo, Pa(@— Exlls < O 00 (T, pa(@— Epllo < T(@0) 80,
contrairement & (2.8.7).

2.9, Supposons maintenant qu'une distribution I' soit une mesure »
et qu'elle posséde une valeur T'(x;) d’ordre << ». 11 existe done une me-
gure x qui satisfait aux conditions (2.4.1). Par conséquent

S (g
go(®) = plxg, ) b  g(x) = J Jﬁ;&—'@— dv(u)
% !
sont des (m--1)8w* primitives de T et lon a g¢(@) = o(|z-—ir,|™) eb
go () = o(lz—me|™). La différence g—go ¢tant un polynéme de degré < n,
on o nécessairement g = g,, donc selon la remarque 2 du N° 2.4 nous

obtenons la formule

n+4-1

(2.9.1) T(z,) = lim - f (w—u)dv (u).

L0y (56 ——.’,t"o)

Inversement, il résulte de la remarque 3 du N°2.4 que, si la limite
de (2.9.1) existe, la mesure v posséde une valeur en x, d’ordre < n+1,
égale 4 cette limite.

icm
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En particulier (n = 0) nous voyons que la valeur d’ordre zéro d’une
mesure est la densité de cette mesure et la densité d’une mesure est la
valeur d’ordre {1 de cette mesure.

Si T est une fonection sommable f, nous avons la formule

z
T(2,) = lim ——lil—lff(u)(m~u)"du

L% ('D“'TO) + wn
pour la valeur d’ordre < = (mais cette formule n’entraine que 1'inégalité:
ordre de T'(xy) < n+1). La valeur d’ordre zéro est done la dérivée usuelle
d’une primitive et la dérivée usuelle d’une primitive est la valeur d’ordre
< 1. Une fonction sommable (mais non bornée inférienrement et supé-
rieurement, cf. N 4.3) peut posséder des valeurs d’ordre arbitrairement
grand (cf. N® 4.6) et alors la dérivée usuelle de la primitive n’existe pas.

Si T est 1a dérivée d’une fonction continue f(z), nous obtenons pareille-
ment tne condition ndécessaire et suffisante pour l'existence de la va-
lenr exprimée par la formule

x
2O [ ot —faau.
Ly

2.10. En utilisant cette derniére formule (2.9.3) nous pouvons mon-
trer par la méthode de S. Banach (ef. [1] ou [3], p. 327) qu'il existe des
distributions qui sont les dérivées de fonetions continues et qui ne posse-
dent de valeur en aucun point®). Nous prouverons, en effet, gue ’ensemble
¥ de ces fonetions est résiduel dans ’espace @ des fonctions continues et
périodiques de période 1. Sj la dérivée d’une fonction fe d posséde une va-
leur en un point x,, alors, d’aprés (2.9.3), il existe des entiers n et p tels
que lon a

(2.9.2)

(2.9.3) T(xp) = lim

zy (2—10)

©

1
e [e— ™ ) —@)ldu| <p  vour @

(2.10.1) ’ =

0
Soit ¥,, Vensemble des fonctions fed qui satisfont & la condition
(2.10.1) (pour un =z, qui dépend de f). Cet ensemble est fermé et non dense
dans @ (car il ne contient pas de fonctions-lignes polygonales dont tous
les segments aient des coefficients angulaires suffisamment grands),
Puisque le complémentaive de ¥ est contenu dans X¥,,, ¥ est résiduel,
c. q.f. d.

§ 3. Quelques propriétés de la valeur et de la limite

3.1. De la définition 1.1 résultent immédiatement les propriétés
suivantes: on &

%) La dérivée d’une fonction continue sans dérivée (an sens usuel) pent posséder
une valenr en quelques points (cf. (3.7.2)).
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(3.1.1) (6T +b8) () = aT (@) +b8 (@)
pourvn que T'(x,) et S(x,) existent; on a
(3.1.2) T(wg) < M

lorsque IT<M

dans un voisinage unilatéral de z,. Il en est de méme pour Ia limite.
Soit T(x,) d’ordre <2 et soit «(x) une fonction de la classe "% on a

(8.1.3) (T'a) (wo) = T (o) (o)

(la distribution To est définie dans un voisinage de ).
En effet, étant donnée une peD telle que

f gda =1,
on a o
1 (z—a . 2
((Ta,-;-(p( 7 °))m=(T,a,1)A,1, o 4;= fa(wo—}-Au)(p(u)du,

1 a)

az(m)=Al 7

o5

Les fonctions a, satisfaisant aux conditions (2.6.3) pour A — 0+,
nous avons (7', a;) — T'(m,) et en outre A, — a(w,), done, selon N° 2.6,
(3.1.3) subsiste.

Soit T'(x,) d’ordre <u et soit x(u) une fonction de la clagse O"*! ™M)
telle que @(uy) = 2y et &' (uy) 5= 0; on a

(8.1.4) Ty (Uo) = T'(#0)

(la distribution Ty.qq est définie dans un voisinage de ).
En effet, étant donnée une @eD telle que

f pluyduw =1,
on a B
()5 #(*52) ) = (2101, cuto
o ) =L e £2),

Les fonctions a,(z) satisfaisant aux conditions (2.6.3) pour A — 0+,
nous avons (T, a;) — T'(x,), d’olr résulte (3.1.4).

10) 11 suffit que o™ satisfasse d la condition de Lipschitz.
u) II sutfit que »"™ satisfasse & la condition de Lipschitz.
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Dans le cas de Ja limite on suppose que a (%) resp. #(u) sont de la classe
(™ resp. O™ dans un voisinage tout entier de a,.
Exemple. Par la substitution # = 1/lnw on déduit la econvergence
dans la limite
' oo 1
lim sin —
T->0— &
(qui existe d’aprés le N°3.7). En effet, la suite des fonctions sin(In,») =
= gin(Inl,-+lng) a pour limite sinIng, si Pon admet 1, = ¢~ donc

la limite lim sin Inu n’existe pas.
Un0

3.2. Soit F(z) une fonction continue *) dans un voisinage de z, et
supposons qu’elle admete une différentielle d’ordre n au sens de Denjoy:

(321) Pl = atalo—a)+...+— (@—a+o(la—").

Elle admet donc une différentielle de tout ordre % <n et F®
possdde la valeur ¢, en @, %k =0,1,...,n. Nous avons par consé-
quent le

TeEhoriME. 8 une distribution T posséde une valeur en m, il en
est de méme de sa primitive.

Le théoréme reste vrai pour la limite.

3.3. TRorEME. S
Em T, = 0 = lim Ty,

LTy — L2yt
ot Ty vesp. Ty est défini dans (a, zo) resp. dans (xy, b), alors il ewiste une et
une seule distribution T dans (a,b) telle qu'on ait T =Ty dans (a, %),
T =T, dans (z,,b) et T(m,) = C.

Démonstration. Selon le théoréme du N°2.3 et la remarque 1
du N°2.4 il existe des fonctions continues F,, F, et un entier » tels
que Pon ait T, = F{® dans (a, &), Ty = F§ dans (x,, b) et

. I ¢ I,
lim - =
sty (% —1o)

= — = lim ————.
n! ac-»zcl:vb (@ —m)"
11 suffit donc de poser T = F®™, ou F = F, dans (a, %), F = F, dans
(w0, b) &6 F(xy) = 0.
CoROLLAIRE 1. Si la limite im T existe, alors
LTy

13) 11 suffit quelle soit sommable; of. la remarque 3 du N° 2.4.
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aq
T =Tyt D) ;69 (0—as),
10

ol Ty posséde ume valeur en «, égale & lim T
Ty

COROLLAIRE 2. 8¢ T'(zy) et lim IV eadstent, alors

Py

T () (= lim I") ewiste ausss.
L->2y

En effet, d’aprés le corollaire 1,

a1
T =1y Y ago® @ ),

=1

ot Th(my) existe. Ty étant une primitive de 74, on a

a .
T = Ty+agH (0 —x0) -+ Z(M 8D (2 —amp) 40,
i=1
ol H est la fonction de Heaviside et ¢ est une constante. Mais, selon le
théordme du N° 3.2, T,(a,) existe, donec on a ndeessairement @ = a; =
= ...== g, =0 et par conséquent 7'=T;, ’olt T"(ir,) existe.

Remarque sur le recollement des distributions dans les
intervalles contigus. Soient 7', 7, des distributions définies dans
un voisinage de x, pour z < a, resp. powr @ > 2, dont les primitives
possedent des limites pouwr # — x,. Il existe une et une seule distribu-
tion T égale & Ty resp. T, pour # << @, resp. & > m,, dont la primitive
posséde une valeur dans . .

En général, si Ty, T, sont d’ordre fini, on a 7; = F{™ pour o < #,
et Ty = F{ pour & > ay, ol ¥y, P, sont des fonctions continues pour
@ < 2o TesP. & 3= 1y et on pose T = F™ ot F = I, pour @ < xoob ' = Iy
pour @ =, Mais la distribution T' n’a pas été définie univoquement;
elle confient un terme indéterminé de la forme

n—1
Dl a6 (o —a,).

t=0

Cependant, si Pon peut choisic les F; de fagon que Von ait Fy(») =
= o{je—2e/™"), ce qui n’a lien que dans le cas ol les primitives do 7'
possédent des limites pour @ -»m,, les F,; sont déterminées par cetito
condition et Lon a F(z) = o(|jx—re|"") ot il résulte Pexistence do
la valeur d’une primitive de 7.

3.4. THEOREME. Soient une distribution T et wne fonction a, définies
dans un voisinage de m, pour © > @y, et considérons les limiles

Distribution en wn point 17

(3.4.1) im T/a,
T-r20

(3.4.9) lim T'Jo’
w20

ot a =0 et a— 0 resp. |a] = oco. L'ewistence dune de ces limites entraine
celle de Dautre et toutes les deux sont égales, si Uon suppose que

1° dans le cas ol la limite (3.4.1) ewiste, étant d'ordre << m, a soit de.
la classe C™* et

(®)
(3.4.3) (%) — O(jo—a" "), & =0,...,n+1;

2° dans le cas ow la limite (3.4.2) existe, étant d’ordre < n =1, a so0it
de 1o classe C™*1,
(3.4.4) o« = O0(lallp—zf™"), ¥ = O(lo lo—ao'""),
k=2,...,n+113),
et gque Uon ait im T = 0 dans le cas o% o —04).
X->TY
Démonstration. Soit ¢ une fonction de ), non négative, & sup-
port contenu dans (0, oo) et telle que lon ait

00

fqudm:l;

—

il existe alors deux nombres A > a > 0 tels que le support de ¢ soit con-
tenu dans [a, A]. Posons .

pa@) = —l—qo(mﬁ% );

A A
on a done

o0
(3.4.5) j g =1, support de ¢, C [zy+al, zp-+AA] et j¢ | < Mpa™*",

ol M sont des congtantes. Selon N° 2.6 il suffit de prouver que, pour
-0, (I"]a', @;) converge vers la limite (3.4.1) dans le cas 1° et que
(T'|a, @,) converge vers la limite (3.4.2) dans le cas 2°.

1° On a
T T
R S

%) On montre que la premidre de ces conditions résulte de la seconde.

1) On montre gue dans ce cas (a ->0) la limite lim T existe.
B>

Studia Mathematioa XVI


GUEST


18 8. Lojasiewicz

TERIE)
%z——a‘&;( = |1 o P o P

Daprés (3.4.5) nous avons

ol

j Lde =1
et support de y, C [1--ad, 7,--417; selon (3.4.3) on a |(a/a’)®| < Mya*-*,
k=0,...,n+1, dans [w+al,x,+42], ot M, est une constante, done,
d’aprés (3.4.5)
(1) < AP

(b =10,...,n),

o M est une constante. Les fonctions gy, satisfaisant aux conditions
(2.6.3), le produit scalaire (3.4.6) converge vers la limite (3.4.1).

2° D’aprés .(3.4.4) on a
(3.4.7) a® = 0(jo|je—m| "), Ek=0,...,n+1,

et il existe une constante L telle que Pon ait |a'| < Lla||o—i|™" et

la"| < Lo’ |z—m|™}, d’0ht Pon obtient que
@) || ]« i)
a(x) w— —ay |’
et par conséquent
a a A\NE
(3.4.8) aEZ; , a’g; < (~a—) lorsque @, ye[wo+Aa, 2o+14].
Posons
Pa
8.4.9 f do das
( ) _‘o[ (%‘4“}»-’”) ’
on a done
, d F (m—o)py0f
k;. = E’ kl = f %%— am.

Selon (3.4.5) et (3.4.8) il existe donc des constantes M > ¢ > 0 telles
que Yon a

(3.4.10)

;2

e<la@< M, &< A2 < M vpour zel[my+Ila,y+id].

Posons T; = (T/a, ¢;). D’aprés (3.4.10) on a (pour i — 0) |1/k;] - oo
dans lo cas ol |a|>oo et on a 1/k,—0 et Ty/k, = (T, gijak,) — 0

icm
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dans le cas ol a — 0, car, d’aprés (3.4.5), (3.4.7), (3.4.9) et (3.4.10), les
fonctions ¢,/ak; satisfont aux condlmons (2.6.3). Selon la régle de De
PHéspital (usuelle) il suffit done de prouver que lexpression

L5/

converge vers la limite (3.4.2). On &
LAY N AN RN AR N\ WL
dl(kz /cu(kl): ’dl(ka a)/d}.(kl) —(7””‘)
@
d [1 :
v [ ( k2 ,M/i(i
A di a /7 dA\k

x

’ g r
R fﬂ-(h‘— kya f @38 —10) T e
T

a a
—eo " —00 e

Fa (1 Pa
_£ a (kz a)d"” 0,
et par conséquent yp,eD". Nous avons ensuite

f dr = 20— 1
Y2 ,;3 aa kz%

(3.4.11)

(3.4.12)
ol

¥y =

car, d'aprés (3.4.9),

)da;/c;lz( ) f%dm k a f‘“dm_l

Puisque, d’aprés (3.4.10) et (3.4.4), on a
k;.a(k)
W,

dans [xg+Aa, #o+4A] pour A—0, il s’ensuit, en vertu de (3.4.7) efb
(8.4.5), que

= 0(|a|47F)

1
WPI’PUG)! =0 (Ak+l)7

les fonctions v, satisfont done aux conditions (2.6.3), d’ol1, d’aprés (3.4.12),
Pexpression (3.4.11) tend vers la limite (3.4.2), ¢.q.f d.

3.5. Admettons @, = 0. Les hypothéses (3.4.3) et (3.4.4) sont remplies
p. ex. si a(®) = a° (o étant un nombre réel quelconque)'®) ou si a(x) est

%) Pour a = 4", ot » est un entier, on démontre le théordme plus simplement
en utilisant les développements (2.2.4).
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suffisamment régulidre dans un voisinage de zéro et a® (0) s 0 pour
un %. Elles ont pour conséquence une restriction de la croissance de .
L’hypothése (3.4.3) entraine la condition

(3.5.1) la(z)| > — (¢ étant suffisamment petit)

ja(@)] < lof r

1
Tesp. F
pour un > 0, c’est-i-dire la convergence de a(s) ne saurait étre trop
faible. Si cette condition n’est pas remplie, le théordme 3.4 peut étre en
défaut; p. ex. le rapport
(1 /Inz)*sin (—Ina)
1/Ingx

posséde une limite pour @ - 0, bien que la limite du rapport des dérivées
n’existe pasi®). Par contre ’hypothése (3.4.3) permet une convergence
arbitrairement forte; elle est remplie p. ex. pour

i
V(Z))’

353 °

a(a) = exp (—— f-

ol y est une fonction positive resp. négative de la classe ™t gatisfaisant
aux conditions

(3.5.4) pB ) = O(x*"), k=0,1,...,n+1,

pour z - 0, donc la convergence de y(») vers zéro peut &tre arbitraire-
ment forte.

L’hypothése (3.4.4) implique que

ja(@)] < —r (¢ étant suffisamment petit)

3.5.5
(3.5.5) P

la(@)] > 2™ resp.
pour un M > 0, c'est-d-dire la convergence de a(x) ne peut &tre trop
forte. On ne sait pas si cette restriction est essentielle pour la validité
du théoréme 3.4. L’hypothése (3.4.4) permet une convergence arbitraire-
ment faible; elle est satisfaite p. ex. si a(x) est la fonetion inverse de la
fonetion

1

ot p(u) resp. y,(u) est une fonction positive satisfaisant aux conditions .

(3.5.4) pour w — 0 resp. pour % — oo.

1) On a un exemple analogue dans lo cas |a| -» oco.
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3,6. Le théoréme 3.4 implique que l'on a

7 () = lim T (x) _T(wﬁ)g )

250 T—y

(3.6.1)

pourvu qu'un des termes existe.

Si la valeur S(z,) est d’ordre < n et si o est une fonction de la classe
O™ ot telle que a(#,) = ... = a® P (z,) = 0, nous avons
(3.6.2) (8% ) () = 0.
En particulier on a

lim8® g =0,

-0

(3.6.3) (8™ gy (0) =0  resp.

pourva que §(0) resp. limd existe®). En effet, admettons @, =0 et
20

% = 1. En remplagant « par o+ Mz, nous pouvons supposer que a’'(0) < 0.
Selon le N°3.5 la fonction
~ea(-[5)
fx) = exp|— @)
x
satisfait & I’hypothése (3.4.3) du théoréme 3.4, p — oo eb Ton a a =p/p';
puisque la limite
8,

Lim S8 = §8(0),

et P

existe, on a donc
8 +8'8

lim —
ﬁl

204

= 8(0)+ lim S,

250+
d’ou
lim 8’a =0;
r—04
pareillement

lim S'a ==

S B
17) On obtient aussi la ,formule de Peano™

O (3
P = Tleo) + ot

(o) e (@) (w—iry)*, o0 e(w) =U‘
(au sens des distributions), sous I'ypothdse que T (x,) existe.

18) Dailleurs on obtient ceci directement de 1a définition du §1 en dérivant
(1.1) vesp. (1.2.2) par rapport A A. L’assertion inverse esh fausse, ce guon voib
A Texemple de la fonetion § = In|lnjx| .
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Par conséquent la limite

lim(8a)

Z—0
existe aussi, d’olt selon le corollaire 2 du N°3.3, (Sa)'(0) = 0 oxiste,
done (8e)(0) = 0. Admettons la validité de (3.6.2) pour k—1. Les ufx
o' étant de la classe O™-1 ’

d fa a .
W —-—-m=0‘_:—-—-——(a )m_0=0 (Z =0,...,70*2)

x dat
on a )

a ’
=0 a={omrfd ==

(S("'l) (a’—w ﬁ)) (0) =0,
X
dot (8%a)(0) = 0.

I"ar conséquent, si T est une distribution d’ordre < n et 8i « est une
fonction de la classe O™ ol a(my) = ... = a®(xy) =0, alors

(3.6.4) (Ta)(zo) = 0.

3.7, BExemples. Pour g > 0 et pour a quelcongue on a toujoury?)

sin 1 I 1
e = AN —— COR—— = 0.,
lolf 2o Jal® @)

(3.7.1) —
20 ||

En effet, (3.7.1) subsiste pour ¢ << 0. Il suffit de montrer que i (3.7.1)
subsiste pour un a = ay, il en est de méme pour a = ag+p; si Pon on o

n 1 .1
e o g =0
alors, selon (3.6.3),

1 1\
0 = lim|~— gin — =i
m(muosm )m hm(

—ay ., 1 ﬁ 1
af w0 \ 2% ST — iR SO g |

o] preraal g
d’otr

lim ——— o8 — =
o zotB 8 p =10

) A. Denjoy ([2], p.277) prend f(z) = 2"**ging™®

x : P = sinag™, f(0) =0 (p > nta—1)
pour exemple d’une fonction qui admet une différentielle d’ &
la premiére dérivée est discontinue (en zéro). nielle Wordro n en zéro of dont

icm°®
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Selon le théoréme 3.2, il existe une et une seule distribution qui pos-
séde la valeur zéro en # = 0 et qui est égale & la fonction
1.
~——gin ® = 0.

T pour
|

ol?
Nous pouvons identifier cette fonetion avec cette distribution (cf. N 6.3).

Nous allons maintenant donner un exemple d'une fonetion continue
gang dérivée (usuelle) dont la dérivée posséde la valeur en zéro. | étant
ume fonetion continue sans dérivée, il en est de méme pour

(8.7.2) g(z) = msm% L2 (),

cependant nous avons, selon (3.6.1),

g'(0) = ]imiq—gm—) = ]im(sin1 —|—wf(m)) =0.
20 @

0 &

§ 4. Ordre de la valeur (et de la limite)

4.1. Revenons maintenant aux théordémes des N® 3.1.-3.3. On vé-
ritie facilement que si 7Ti(x,) sont dordre < m, il en est de méme de

a
(izlthi) (o) -
8i T(x,) est dordre < =, alors la valeur de la primitive est d’ordre
< n—12),

En effet, en admettant T'(ax) =0 on a T= u® ot [ul (e, @) =
= o(jp—mo[™*) d’olt la primitive §= p®" posséde en , la valeur zéro
d’ordre < n—1.

81 T(w,) est d’ordre <n et si a est de la classe o™, alors (Ta)(x) est
d’ordre < n.

En effet, admettons T'(z,)

=0. On a alors T = ¢ ol |u|(%, %) =
= 0(|m—wol””), d’olt :

lual (@0, @) = [laldp = o(le—ao™),

done (ap)™ (zy) est d’ordre < . Bn particulier, si n =0, (T (a0} ==
= (ap)(e,) est d’ordre zéro. Supposons que le théoréme soit vrai pour
n—1; daprés (ep)® = a/,t(n)—ir(yf)a'u(“‘l)—{—...-{-a(")p&, il en résulte que
(au™)(x,) est d’ordre < n.

) La différence entre les deux ordres peut 8tre arbitrairement grande (cf.
No 4.6).


GUEST


24 8. Lojasiewicz

Pareillement, on peut prouver que l'ordre du premier membre de
DPégalité (3.1.4) est <n. On vérifie enfin que lordre d'une valeur
est égal au maximum des ordres des limites unilatérales.

4.2. Selon la remarque 2 du N° 2.4, les points dans lesquels une me-
sure  posséde la densité sont ceux ol w posséde une valeur d’ordre <1,
done la mesure posséde wune valeur d’ordre <1 presque partont.
Le théoréme suivant est plus fort:

THEOREME. La mesure posséde une valeur d’ovdre zéro presque partout;
il en est de méme pour une fonciion sommable.

En effet, dans le cas d’une fonetion sommable f Pexistence d’une
valeur d’ordre zéro en «, équivaut (cf. la remarque 3 du N°2.4) & la con-
dition

[ 1 @) —F(m) | dw = o(w—ay),
@p

c’est-a-dire il s’agit de points de Lebesgue pour la fonction sommable
f; on sait que les points qui ne le sont pas forment un ensemble de mesure
nulle. §i maintenant x est une mesure, nous faisons la décompogition
4 = f-+o, ol f est une fonction sommable et o — une mesure singulidre.
On a donc presque partout

. ol(@e, 2)

w2 20—,

sty |8 —Lo|

d’ol, selon la définition du N° 2.4, o(w,) est d’ordre zéro presque partout.
4.3. Leyme. Supposons qu'une fonclion g soit conveve ou concave

séparément pour < 0 o powr © > 0 dans un voisinage de zéro. Si

. g(=®)
}:1-1}01 n = @,

alors
9’ (®)

a0 Mt

(ot g'(v) désigne ume dérivés undlatérale).

Démonstration. Soit # £0 et goient th <1<y, Puisquon

a alors we(dyw, dy), done, en vertu de la convexité resp. concavité de g,
nous avons

p (w)e[g(ﬁm —g(®)  g(Pw)—y(x) ],
ho—z Dots—
d’ont
g' (@) E[g(ﬁxw) —g(®) g(ﬁzw)-g(w)]
ne" | (g —1)a" ' n(d—1)a"

icm
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En faisant tendre o vers zéro nous avons pour ¢ =1,2

g(Bz)—y () 95 ~1
n(d;—1)a" n(#—1)’
d’ot1, d’apres '
A
Iim———— =1,
01 n(9—1)

il résulte que g'(x)/na™ ' — a.

THEORRME. Pour une mesure positive u la notion de valeur coincide
avec celle de la densité:
. . M(&o, &)
i) = lim =
(%) o )
dans ce cas la valeur est towjours dordre < 1.

Démonstration., Admettons 2, = 0 et supposons que u(0) existe.
Selon le théordme 2.3 il existe une fonction continue F telle que u== F et

1im 2@ _ #(0)

im e =

0 n!

Les fonctions F®—2 -3 F' F étant convexes ou eoncaves

séparément pour # > 0 et pour 2 < 0, nous pouvons appliquer le lemme
n—1 fois et nous obtenons
(0, x) FOD ()

lim £ = lim = u(0).
x>0 & -0 €

COROLLAIRE 1. Afin qu'une fonction | sommable et bornée supérieure-
ment resp. inférieurement posséde une valewr en x4, il faut et il suffit que la
primitive posséde en x, une dérivée usuelle:

flog) =Tim —— [ fu)au;

g & —%y 2

dans ce cas la valeur de | est toujours dordre < 1.
COROLLAIRE 2. 8¢ 8 = T dans un voisinage de @y, on o

lordre de S(wy)— ordre de T'(m,)| < 1.

4.4. Dang le N°2.6 nous avons montré que la condition (2.6.2),
jointe & (2.6.3), est nécessaire afin que T'(m) soit d’ordre < n. Nous
prouverons maintenant qu’elle est aussi suffisante.

THBOREME. Pour que la valewr T (o) ewiste et soit dordre < n, i faut
et il suffit que T sost dordre < n dans un voisinage de my et que la limite


GUEST


26 8. Lojasiewicz
(2.6.2) lim (1, )
a0
ewiste, ol '
ae@™, support de « C [wy—4, £o--48],
(2.6.3)
e 1 al)
f ade =1 @ sup|a®™ (@)= 0{—; 1) .
e o

Démonstration. Bvidemment (ef. N°2.6) la valeur 7T (wp) exivte
ot est égale & la limite (2.6.2). Admettons z = 0 et 2'(0) == 0. Sclon le
théoréme 2.3 il existe un entier p >0 et une fonetion continue #(z) tels
que Yon a T = 5™ et

(4.4.1) (@) = o(a™?).
Puisque 7' est d'ordre < n, u = »® est une mesure,
(4.4.2) T = u™,
et, d’aprés (4.4.1),
Y @y
(4.4.3) o) = [ L duty)
J T
On a (T,a) = (—1)"u, ™), donc (u,a™)—>0 pour &0, oi

o satisfait & (2.6.3). En faisant les substitutions @ = du, w(u) = da(du),
us(w) = 6~"u(8u) nous obtenons

(4.4.4) (o ™) >0 pour 6-0,
ol la convergence est uniforme dans Pensemble des fonctions y:
(448)  yel, lp®| < U

(I étant fixé de fagon quelconque). Soient 8y, ¢ =0, ...
tions continues et telles que

support de v C [—1, 1],
,n—1, des fone-
) i
(” 1)--"-‘ B (u) du == o
(b cet eifet il sudfit d’a.dmettre Bi=114""Y, ol g est une fonction de ¢
telle que f Bdu = 1).

oo
(wu

(4.4.6) support de #, C[—1,1] et J

i~1,11

Soit ¢ une fonction quelconque de Wi Ly On o alors

-1

J. M—— ow)du = Z a[p]at,

(rn—1)!

#t) Clest-a-dire que la convergence damns (1.1) soit forte dans <"

icm
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ol
1 n—1 :
(4.4.7) ay[p] z(%_—ﬁ( ; )(%”””W)u;
en vertu de (4.4.6) nous avons done
2 (e—u)™* e

W[WF 2 a;[p)Bs (w)] du = 0.

Par conséquent, la fonction

p(@) = f

appartient & Di.yy et on a

fn—1

— D aslp1pe(w)]du

(e

1! [<P(u)

n—1

— M alplps(u)

(ﬂ) =
(w) =@ (u)— 2,
0 -
§i la fonetion @ parcourt un ensemble de fonetions de D[_;y équi-
bornées, la fonction y parcourt un ensemble (4.4.5). On a

n—1

(o, 9)— D) aulel(as Bi) =

0

(45 ‘P(")) = (usy )~ ( (), (P) = (f1s,9),

olt
(4.4.8) Bs = Hy—Ws,

et (selon (4.4.7)) w, est un polyndme de degré <
(4.4.4), (s, 9) -0 et la convergence est forte, d’ou

IBsl((—1,1)) = 0.

n—1, done, d’apreés

(4.4.9)

Il g’ensuit que

u el
[ i

uniformément (dans un intervalle fermé contenu dans (—_1,1)). Mais,
daprés (4.4.8) et (4.4.3), on a

- (u—nyP-t _n(ow) Y ()Pt
(p—1)! a f (p—1)!

fs = SFD
done, d’aprés (4.4.1),
7)1

WW”=fi%%ﬁ“W
0

wy(v)dv,

(v)dv — 0,
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uniformément par rapport & w. S Pon écrit

o (8)Fay(8) Sut. . Ay g (8) 0"
(4.4.10) wy() = (0 + 1(9) W it bk A
alors
= (;71 u? Oilw[v-‘ﬂw—-l w? -1
“l(0) = et ) Sy T )
W d('llr) = (')‘7"-1'11 .

Selon le lemme 2.1, il en résulte que a;(d) = o(™PEFD) i p(o" ),
done, d’aprés (4.4.10), on a uniformément w, () - 0; en tenant comptoe de
(4.4.8) et (4.4.9), nous obtenons ],u,,,](( —1,1)) >0, d’ott il régulte (d’aprés
gl (—1,1) = [ul{(—8, 8)/6™") que

Ainsi nous avons prouvé que T'(0) est d’ordre < n.

4.5. Le théoréme 4.4 permet d’obtenir les limitations des ordres
dans les théorémes du §3. Il suffit de modifier un peu les démonstrations
en remplagant les fonctions @, par des fonctions gquelconques satisfaisant
aux conditions (2.6.3). De cette manidre on arrive & la conclusion que dans
le théoréme 3.4 les limites (3.4.1) et (8.4.2) sont d’ordre < n--1 (dams la
seconde partie de la démonstration au lieu de dériver par rapport & 4 il
faut introduire des différences de la forme

LT 1T
e ?) %)
4,6, Exemples. Nous avons montré que

1 1 1 1
4.6.1 lim — §in — = lim — co8 — = 0 D).
( ) 0 2° ! I w0 & of (>0

Nous allons prouver maintenant que 'ordre de la limite (4.6.1) est
strictement égal &

(4.6.2) n = Ha/)+1,
cest-a-dire (n—1L)f <a<nf 8l a = —p.

A cet effet considérons la fonction

(1 17
b (») = a™™%in (——ﬂ— g
e 2
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en admettant que la relation (4.6.2) subsiste. On a alors ¢(z) = o(2"),
done, d’aprés la remarque 3 du N° 2.4, la fonction

n—1
. : g . 1 7 1
(4.6.3) O (x) = 2 O, xP=agin (}7 —(n—) ;:) +(—ﬁ)”m*“sin?
v=0 2 - i

possede une limite d’ordre < n pour z - 0, égale & zéro. Nous affirmons
que Pordre de cette limite est égal strictement & n. Supposons, par I'impo-
ssible, qu’il s0it < n—1; on aurait done &M = ™Y, ot |u|(0, ) = o(a"),
et il existerait un polynéme w,_, de degré << n—2 tel qu'on aurait

po= @ Wy s

1 7 1 E
— _ g gttt —egn | = ) ) gl @ Di—ag .
= W,y A sm(mﬂ n 2) fla Rin r ‘(71,—])5 .

Le second terme du second membre étant o(x™ '), on aurait

0

7

, 1
Wy, _g (@) — Pac%sin (W —(n—1) 2)

de = o(a"),

oll g = n—1+(n—1)p—a <n—1 et c’est impossible.
Procédons maintenant par induction. Notre assertion est vraie pour
n = 0, caxr alors la limite (4.6.1) existe au sens usuel. En supposant qu’elle
est vraie pour n—1, la somme du second membre de (4.6.3) posséde une
limite d’ordre < n—1, done lima~* sin(1/2f) est nécessaivement d’ordre x.
-0

Nous voyons maintenant qu’il ewiste des fonctions sommables possé-
dant des valeurs d’ordre arbitrairement grand, p. ex.

(4.6.5) J(#) = — in e

1
]/m 2nl—{a

qui a en zéro une valeur d’ordre n-+1. Puisque la primitive posséde une
valeur d’ordre zéro, la différence entre Vordre de la valewr dune distribution
et celui de sa primitive pewt 8tre aussi grande que Von veut.

§ 5. Distributions qui possdédent une valeur partout

5.1. Lemym. Soit T une distribution ayant une valeur en chague point
dun ensemble ouvert Q et soit g une fonction localement sommable o semi-
continue supérieurement dans Q. Si

(5.1.1) (T @) < (g,
pour une fonation non négative aeDy, alors il exisie un Ee Q tol que Pon

(5.1.2) T(&) < g(§).
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Démongtration. Soit e ’écart du support de « de la frontidre
de Q. Nous allons définir par induction los suites {£,} el (h,}. Selon le
lemme du N°2.8, il existe en vertu de (5.1.1) &y et & e support de a, fels
que T'on a (T—g, p5 (#—£)) <0 eb by < o/2.

ho-1y &uy Gtant définis de fagon que (T—g, gy, (0—& ), < 0,
nous obtenons, selon le lemme du N° 2.8, des h,, &, tels que

1
(8.1.3) by <5 bty V= Enal <y,
(b.1.4) (-Ty Ty, (‘T - fn))r, < (”7 (Pn,l(m - ‘E'n))’l'“

D’aprés (5.1.3), la suite {En} converge vers un poinl £e 2, car
el
=l < Dha <0
1

et & esupport de a. Soit p ordre de la valeur 7(¢&). D’aprés (5.1.3) on

a |6, —¢] < 2h,, d’ol support de ?n, C[§—9, §+6], ot 6 = Bh,. Puisque

lon a, de plus,

M 3o+l

I (@ —&,)| < TEI T T
ha, &

done les ¢ (2—&,) satisfont aux conditions (2.6.3) pour § = 3k, > 0
et nous avons

(5.1.5) (T, @n, (20— &) — T(8).

La fonction ¢ élant semicontinue supérieurement, nous avons pour
chaque 7 > 0 Pinégalité g(z) < g(&) +n dans un voisinage de ¢ d’ou

(5.1.6) lim sup(g, gn, (1 —&,))e < g(8).

En comparant (5.1.3), (5.1.4), (3.1.6), nous obtenons T(£) < ¢(£)%).
Pour obtenir I'inégalité forte, il suffit de remarquer que la relation (5.1.1)
entraine

(Tya) < (g—¢, a),
pourvu que &> 0 soit suffisamment petit,

5.2, Soient 7T, 8 des distributions possédant une valewr partout dans

un £ ouvert et soit f une fonction localement sommable dang Q. Nous
avons le théordme suivant:

TakorEME. §i T(£) > f(§) presque  partout dans

Q, alors T >=f
dans Q (auw sens des distributions)

*?} Le théoréme 5.2 implique que I’

ensemble des points qui satisfont & (6.1.2)
est de mesure positive,

icm°
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Démonstration. Il résulte du lemme 5.1 (par contraposition)
que dans le cas ol f est semi-continue supérieurement e satisfait partout
& Tinégalité de I'hypothése on a (T, a) > (f, ) pour chaque a€eDy,a = 0.
Dans le cas général nous modifions la fonction f sur un ensemble de me-

-sure nulle de fagon que Yon ait T(§) > f(£) partout dans . Relon Ie

théoréme de Vitali-Carathéodory il existe une suite non décroissante de
fonetions g,, localement sommables et semi-continues supérienrement,
telle que g, (®) < f(=) partout et

lim ¢, () == f(»)

N—300
presque partout. On a donc (g, o) < (7', u) et (g, @)= (f,a), doi
(f, a) < (T, a) pour chaque aeDy, a =0, c. q.f d.

CororLATRE 1. 8% T'(£) = f(&) presque paortout, on a T = f, cest-a-
-dire, si la valeur T (&) existe partout et si elle est localement sommable comme
fonction du point &, cette fonction est égale & T (aw sens des distributions ).

CorOLLAIRE 2. 8¢ T'(&) =0 presque partout, on a T>0; si
T(&) = S(&) presque pariout, on a T > 8.

COROLLATRE 3. 8¢ T(&) =0 presque partout, on a T = 0; si
T(&) = 8(&) presque partout, on o T = S, cest-d-dire la distribution est
complétement déterminée par ses valeurs pourvu qu'elles emistent partout®).

5.3. Le théordme 5.2 avec ses conséquences reste vrai sous TPhypo-
thése que T'(£) existe, sauf pour un ensemble an plus dénombrable de £,
et que la primitive possdde une valeur partout.

Notamment il suffit de modifier la démonstration du lemme 5.1,
en s’appuyant sur le lemme guivant, au lieu du lemme 2.8:

Lemme. 8¢ la primitive dune distribution T posséde ume valewr en
chaque point du support d'une fonction non négative aeD et si (T,a) <0,
alors pour chaque h suffisamment petit 7l ewiste des poinis & et £ dans un
voisinage arbitrasre du support de o tels que Pon a

|& &l = Bh,

(Tr P ({’D““f;a))m <0 et (T’ [23 (m—f;»’))m < 0.

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme du N° 2.8,
nous obtenons
o0

J &2, pulo—8)udé (T, a),

00

done, en posanti K = }(7, a), nous avons

) Sous I'hypothdse que 'oxrdre de la valeur 7'(m) est borné cetite proposition
résulte d'un théordme de Denjoy ([2], N° 56, p. 319-320).
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(5.3.1) [a(&(T, pulo—)adé < K <0,

‘ pourvu que % soit suffisamment petit. Si notre lemme était en défaut,
il existerait un e, > 0 et une suite &, — 0 tels que pour ehaque n l'ensemble
de tous les points & dont la distance au support de a ne surpasse pas &
et pour lesquels on a (7, on, (8—E))e < 0, serait contenu dans un inter-
valle (, dy); O