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Sur un probléme du calcul de probabilité (III)*
(Mouvement d'une molécule dans l'espace)
par

8. PASZKOWRSKI (Wroctaw)

Cette note est un supplément & deux autres portant le méme titre!).
Nous nous occupons ici d’une méthode qui permet d’analyser le mouve-
ment d’une molécule dans I’espace n-dimensionnel sous certaines hypothe-
ses relatives & la direction du mouvement (9;), & des probabilités (¥,),
(“%;) et une hypothése analytique (%,).

Le numérotage des paragraphes et des formules fait suite & celui des
notes précédentes.

3.1. Hypothéses. La molécule se meut dans espace euclidien & n
dimensions. Nous supposons que

() & chaque instant la direction du mouvement de la molécule est
paralléle & I'un des axes d’un systéme de coordonnées cartésiennes.

Soit ¢ un parallélépipéde n-dimensionnel dont les arétes, paralléles
aux axes du systéme de coordonnées, ont les longueurs @, @zy..., .
Nous introduisons les probabilités de certains phénoménes dans le mouve-
ment de la moléecule par rapport au parallélépipede C:
1° &, 4,(C) — probabilité pour que la molécule sorte du parallélépi-
péde C dans la direction du vecteur

(0,...,0,8, 0,...,0)
j=1

(ot &*

1),

n—j

en supposant qu'elle est entrée dans le parallélépipede ¢ dans la direction
du vecteur

(159)

(0, 0,m, 0,...,0) (ot 7" =1);

n—i

i—1
*) (e travail fut présent¢ & la Section de Wroclaw de la Société Polonaise
de Mathématique le 2 décembre 1955,
1) Voir Studia Mathematica 15 (1955), p. 188-200 (note 1), et p. 273-209
(note II).
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2° a1, — probabilité pour que la moléeule reste dans O, en suppo-
sant qu’elle est entrée dans C dans la direction du vecteur (152).

Ainsi nous avons défini les probabilités suivantes:

Tp—my ooy 1y ey o1y v v o0 Ty

o1,y vy Tl 13 10y 7'5—1,11 teny 75—-1,71,,
(153)

Tymmy evry T-1y Taoy WLl covy Tip

Ta,—my +oeoy Tp—1y Moy Tndy ooy Tun o

Nous supposons que toutes les probabilités (153) dépendent reulement
des irdices cntiers et des longuneurs oy, oq, ..., &, des arétes du parallélé-
pipéde C. En particulier:

(9,) les probabilités (153) ne dépendent pas du mouvement de la moléeule
avant son entrée dans le parallélépipéde C.

Supposons que les parallélépipédes n-dimensionnels ¢’ et ¢” aient
une face (n—1)-dimensionnelle commune et que leur somme soit le pa-
rallélépipéde C. Btudions le mouvement de la moléeule & partic du mo-
ment de son enfrée jusqu’an moment de sa sortie du parallélépipede ¢,
en admettant qu’an moment de son entrée Ia direction dans laquells elle
se meut est perpendiculaire & la face commune de ¢’ et de C”'. Une descrip-
tion du mouvement par rapport & la décomposition de ¢ en ¢’ et 0" sera
compléte si nous savons:

1° par laquelle des faces de € la molécule est entrée dans C,

2° combien de fois la molécule est passée de ¢’ dans € et de ¢
dans (',

3° par laquelle des faces la molécule est sortie de ¢, on bien dang le-
quel des parallélépipedes €, ("' elle g’est arrétée.

En étudiant le méme mouvement par rapport aux parallélépipddes
C" et 0" nous pouvons le diviser en plusieurs phases. Le commencement
de chacune d’elles est ’entrée et la fin est la sortie ou bien P’arrét de la
molécule dans le parallélépipéde 0’ ou 0. La probabilité de chacune do
ces phases est la valeur d'une des fonctions (153) pour IPargument ¢
ou (. Nous supposons que

(%3) la probabilité d'un mouvement de la moléeule ayant les propriétés
1°-3° est égale au produit des probabilités des phases de ce mouve-
ment envisagées ci-dessus.

Cette hypothdse implique une indépendance, convenablement com-
prise, des phénoménes étudiés. Nous supposons aussi que
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() i —g(C) <1,7_44(0) <1 pour i =1,2,...,n et pour chaque paral-
1élépipede C,
c’est-a-dire que dans aucun parallélépipéde la molécule ne change de di-
rection en sens inverse, avec une probabilité égale & 1.
() -(9,) constituent toutes les hypothéses que nous faisonss ur le
mouvement de la molécule,

3.2. Les équations fonctionnelles. Nous allons démontrer que les
fonctions (158) satisfont aux équations fonctionnelles suivantes (moyen-
nant les hypothéses (9f;)-(%)):

n

l;’nnk,,(()) =1 (k=-1,+2,..., +0),

e o (O e 16 ()
1, (Cliy) Tge e Cry)

g (0) = (b = +£1, 42, ..., £n),

(154)
Tgk ( C‘{k}) ek ( O{I:ﬂ) ﬂ_k._k( Cfm)
11—z, (Cn)7— 1 ()
(b =41,42,..., £n),
, s T (Clg) 7w (Cl)m i1 (O
3(0) = ma{Ch)+ 3 Ci) =T ot

(%] = [U;% =41, £2,...,02;1 =0, +£1, +£2,..., £n).

e 0) = g (Clg) +

Dans ces équations Cf (ot ¢ =1,2,...,n) est un parallélépipéde d’arétes
D1y eney By_1y Ty Byp1ye- -y By Cf un parallélépipdde d’ardbes @y, ..., T,
@y Lyg1y -e-y Ty €6 O un parallélépipede d’arétes oy, ..., Ti_1; Bgy Bogtyee -y ny
ol m; = wy+af .

Lia premidre des équations (154) vient de ce que la molécule, étant en-
trée dans C, doit en sortir ou bien s’arréter. La preuve des autres équations
(154) est tout & fait analogue & celle des équations (3)-(5) dans la note I.

Entre les fonctions p, g, 7, P, @, B définies dans la note I et les fonc-
tions (153) on a les analogies suivantes:

1° aux fonctions p, P (probabilités pour que la molécule passe par
un segment sans changer de direction) correspondent les fonctions myy
(probabilités pour qu’elle passe par le parallélépipéde sans changer de
direction),

2° aux fonctions ¢, @ (probabilités de la réflexion de la moléeule sur
le segment) correspondent les fonetions s _j (probabilités pour que la
direction du mouvement change en sens inverse),
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3° aux fonctions », R (probabilités de ’absorption de la moléeule
dans le segment) corvegspondent les fonctions my; pour [k 54 |I|, ¢’est-b-
-dire les probabilités pour qu’il y ait changement de la direction dn mou-
vement en une direction perpendiculaire ou bien arrét de la moléeule
dans le parallélépipede.

Une différence essentielle apparalt donce au point 3°. Une autre diffé-
rence consiste dans le nombre des arguments continuy, les fonctions (153)
en ayant n (& savoir @y, oy, ..., o,

3. 3. Solution des équations fonctionnelles, Ln posant
W

.
4 == T,y o= S
ey /WY

P o= Mg, Myt

k)
Do
P = 4, R = Ty

Q =z 1,19 X
I = |1} 1

(ol ¢=1,2,...,n), en considérant z; comme argument des fonchions
27y P, @, B et les autres arguments oy, oy Lp1y i1y - ey iy, COIMIME
paramétres et en écrivant 2 au lieu de x; et y au licu de @y, le systome
(154) devient identique au systéme (2)-(9) non seulement au point de
vue formel, mais aussi au point de vue des hypothéses. Ainsi on peut
appliquer les résultats de la note I, ot (§ 1.2) l'on a donné toutes les so-
lutions du systéme (2)-(9) qui sont des probabilités. T1 faut cependant
tenir compte du fait que, maintenant, les paramaétres (14), (16) dépendent
de @y, ooy @iy, Typry ..o, . Aprds avoir trouvé les fonctions ¢ of R nous
utilisons les résultats de la note IT (§ 2.3, formules (71), (72), (74)-(81));
on y a démontré que ce sont toutes les solutions des équations (5) et (9)
(sans les hypothéses (2) et (6)). Plus précisément, nous wavons envisagé
dans le § 2.3 que le eas p(0) = P(0) = 1 (correspondant au cas I de la
note I). 11 est facile de compléter leg solutions du § 2.3 lorsque la condi-
tion p(0) = P(0) = 1 n’est pas satisfaite. Elles fournissent donc des X Pres-
sions pour les fonctions myy ([%| = [1]). Seuls les paramdtres wel M dans
les formules (71), (72), (74)-(81) dépendent de lindico [ 5 et M doivent
pourtant satisfaire 4 certaines conditions supplémentaires, provenant
des relations 0 < (@) <1 et

P o=

n
3
Z i, K=
T=—n, | Y

) I il
L= [l

qui doivent &tre vérifiées pour chaque 2 > 0.
Regu par la Rédaction le 10. 1. 1956
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Sur les solutions linéairement indépendantes
des équations différentielles a coefficients constants

par

J. MIKUSINSKI (Warszawa)

Dans un travail antérienr [2], j’ai démontré que le nombre de solu-
tions linéairement indépendantes d’une équation différentielle opération-

nelle
2™ (2) -ty @® V(A ... Fagm(d) =0

ne peut surpasser le degré n. J’ai donné aussi une méthode qui permet
d’établir le nombre exact de solutions linéairement indépendantes dans
le cas particulier ot le polyndéme caractéristique correspondant & cette
¢quation ge décompose en facteurs linéaires. La démonstration s’appuyait
sur des propriétés d'un déterminant qui est urie généralisation du déter-
minant de Vandermonde.

Le but de cette note est de remplir une lacune dans le travail cité,
en donnant deg théorémes généraux sur le nombre de solutions linéaire-
ment indépendantes, sans faire restriction au cas des facteurs linéaires.
La méthode de démonstration est purement algébrique et conecerne un
espace linéaire quelconquel). Ainsi 1’article peut &tre lu et compris sans
avoir quelque idée sur le calcul opérationnel, de plus, les théorémes sont
susceptibles d’interprétations bien différentes.

1. Nos considérations concernent un egpace linéaire ¢ quelconque.
Ou suppose seulement que Pensemble des coefficients est un corps commu-
tatif € de caractéristique 0.

Les éléments ai,...,ax, de € sont linéairement indépendantes lors-
que Dégalité a2, +...+a,r, =0 (a;e@) entraine a; =... =a, = 0;
dans le cas contrairve, ils sont linéairement dépendants.

On suppose qu'une opération de dérivation fait correspondre des
éléments de F & certains éléments de ¢ et que cette opération jouit des
propriétés suivantes:

1) Pour un anneau lindaive, des théordmes 4 peu prés analogues ont été démon-
trés indépendamment, par la méthode des déterminants, par M. Kowalski dans un
travail non publié encore.
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