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3° aux fonctions », R (probabilités de ’absorption de la moléeule
dans le segment) corvegspondent les fonctions my; pour [k 54 |I|, ¢’est-b-
-dire les probabilités pour qu’il y ait changement de la direction dn mou-
vement en une direction perpendiculaire ou bien arrét de la moléeule
dans le parallélépipede.

Une différence essentielle apparalt donce au point 3°. Une autre diffé-
rence consiste dans le nombre des arguments continuy, les fonctions (153)
en ayant n (& savoir @y, oy, ..., o,

3. 3. Solution des équations fonctionnelles, Ln posant
W

.
4 == T,y o= S
ey /WY

P o= Mg, Myt

k)
Do
P = 4, R = Ty

Q =z 1,19 X
I = |1} 1

(ol ¢=1,2,...,n), en considérant z; comme argument des fonchions
27y P, @, B et les autres arguments oy, oy Lp1y i1y - ey iy, COIMIME
paramétres et en écrivant 2 au lieu de x; et y au licu de @y, le systome
(154) devient identique au systéme (2)-(9) non seulement au point de
vue formel, mais aussi au point de vue des hypothéses. Ainsi on peut
appliquer les résultats de la note I, ot (§ 1.2) l'on a donné toutes les so-
lutions du systéme (2)-(9) qui sont des probabilités. T1 faut cependant
tenir compte du fait que, maintenant, les paramaétres (14), (16) dépendent
de @y, ooy @iy, Typry ..o, . Aprds avoir trouvé les fonctions ¢ of R nous
utilisons les résultats de la note IT (§ 2.3, formules (71), (72), (74)-(81));
on y a démontré que ce sont toutes les solutions des équations (5) et (9)
(sans les hypothéses (2) et (6)). Plus précisément, nous wavons envisagé
dans le § 2.3 que le eas p(0) = P(0) = 1 (correspondant au cas I de la
note I). 11 est facile de compléter leg solutions du § 2.3 lorsque la condi-
tion p(0) = P(0) = 1 n’est pas satisfaite. Elles fournissent donc des X Pres-
sions pour les fonctions myy ([%| = [1]). Seuls les paramdtres wel M dans
les formules (71), (72), (74)-(81) dépendent de lindico [ 5 et M doivent
pourtant satisfaire 4 certaines conditions supplémentaires, provenant
des relations 0 < (@) <1 et

P o=

n
3
Z i, K=
T=—n, | Y

) I il
L= [l

qui doivent &tre vérifiées pour chaque 2 > 0.
Regu par la Rédaction le 10. 1. 1956

icm°®

Sur les solutions linéairement indépendantes
des équations différentielles a coefficients constants

par

J. MIKUSINSKI (Warszawa)

Dans un travail antérienr [2], j’ai démontré que le nombre de solu-
tions linéairement indépendantes d’une équation différentielle opération-

nelle
2™ (2) -ty @® V(A ... Fagm(d) =0

ne peut surpasser le degré n. J’ai donné aussi une méthode qui permet
d’établir le nombre exact de solutions linéairement indépendantes dans
le cas particulier ot le polyndéme caractéristique correspondant & cette
¢quation ge décompose en facteurs linéaires. La démonstration s’appuyait
sur des propriétés d'un déterminant qui est urie généralisation du déter-
minant de Vandermonde.

Le but de cette note est de remplir une lacune dans le travail cité,
en donnant deg théorémes généraux sur le nombre de solutions linéaire-
ment indépendantes, sans faire restriction au cas des facteurs linéaires.
La méthode de démonstration est purement algébrique et conecerne un
espace linéaire quelconquel). Ainsi 1’article peut &tre lu et compris sans
avoir quelque idée sur le calcul opérationnel, de plus, les théorémes sont
susceptibles d’interprétations bien différentes.

1. Nos considérations concernent un egpace linéaire ¢ quelconque.
Ou suppose seulement que Pensemble des coefficients est un corps commu-
tatif € de caractéristique 0.

Les éléments ai,...,ax, de € sont linéairement indépendantes lors-
que Dégalité a2, +...+a,r, =0 (a;e@) entraine a; =... =a, = 0;
dans le cas contrairve, ils sont linéairement dépendants.

On suppose qu'une opération de dérivation fait correspondre des
éléments de F & certains éléments de ¢ et que cette opération jouit des
propriétés suivantes:

1) Pour un anneau lindaive, des théordmes 4 peu prés analogues ont été démon-
trés indépendamment, par la méthode des déterminants, par M. Kowalski dans un
travail non publié encore.
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1° Si o' et ¥’ existent, on a (aw—+by) = ax’'+-by’;
2° 11 existe au plus n éléments linéairement indépendants, satistai-
sant & une méme équation d’ordre #,

0™ . fagr =0 (4, % 0).
2. En posant
(1) Lo = a,2™ 4. .. Far
on a évidemment L(ax-+by) = aLx-+bLy.
Si, pour un élément zye¢ &, on a Lry, = 0, cet lément est indéfini-
ment dérivable et Pon a (Lag)™ = L(2,™) = 0 pour tout m = 1,2, ...
Si Liw et L,z soni deux expressions de la forme (1) et si Lyw, == 0, on
a LyLywy = Ly(Ly7,) = 0.
A toute expression Lxz est lié le polynbme caractéristique

-P(f) = an£n+---+“07

possédant les mémes coefficients que Lw.

8i Py(£) et Py(&) sont des polyndmes caractéristiques des expressions
Iyx et L,w respectivement, alors

(a) la somme Py(£)4-P(£) est le polynbme caractéristique de l'ex-
pression (Ly+Ly)e = Lyx-+Lya;

(b) le produit Py (£)Py(&) esti le polynéme caractéristique de lexpres-
sion Iy Ly = L;(Lyx).

L’ensemble des expressions Lz constitue donc un anneau isomorphe
& anmean des polynfmes P(£). Bn particulier, on a I Lyx = Ly L.
8i Pune des expressions Ly, ..., Ly s’annule pour & =, il en est de
méme de leur produit Lz = Iy... L,z.

(an # 0},

3. Les trois propositions suivantes ne sont bagées que sur ’axiome 1°:

ProrostrIoN 1. 8¢ les équations Lyx =0 ¢t Lyw = 0 nlomt pas de
solution: commume et si Lyay = 0 pour =1, vy, Lnyy =0 pour
t=1,...,n, chacun des systémes a1, ..., @, e Yy, ey Un Glamt Unéairement
indépendant, alors le systéme de m-n Eléments iy vy Cmy Yty veny Yn
est linéairement indépendant.

Démonstration. Si, au contraire, les m-n &léments étaient li-
néairement dépendants, on aurait &1t O Ty, = Dyt DY,
Pun au moins des coefficients a; et b, étant différent de O, Or,
le premier membre de la dernidre égalité ost wne solution de Liw=0
et son second membree est une solution de Lyw = 0, ce qui contredit I'hy-
pothése que ces équations n’ont pas de solution commune.

PROPOSITION 2. 8% les équations Liw =0 ¢ Lyw =0 ont exactement
m et n solutions Uinéairement indépendantes, Véquation InLyow =0 a au
plus m--n solutions linéairement indépendantes.
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Démonstration., Supposons, au contraire, qu’il existe m-+n--1
golutions linéairement indépendantes de L, L,z = 0. Soient ay,..., 2
des solutions linéairement indépendantes de L,z = 0. Chacune de ces
solutions est en méme temps une solution de Ly L, 2 = 0. Soient 4y, ..., Ynp1
des solutions de IL;L,xz = 0 telles que les m-n-+1 solutions ay, ..., %y,
Y1y ooy Yny1 Soient linéairement indépendantes. Alors les éléments
Ly, .., Iy, sont linéairement indépendants. En effet, si ey = 0,
la somme Ye,y; satisfait & Péquation Iz = 0, elle est donc une combi-
naison linéaire de ay,...,o,. Alors ¢ = ... = ¢, = 0, ce qui prouve
I’indépendance linéaire des n-+1 éléments L,y;. D'autre part, ces élé-
ments satisfont & D’équation L,z = 0, ce qui contredit la supposition
que cette équation 2 au plus n solutions linéairement indépendantes.

PrcPosITION 3. Si les équations Lyx = 0 et L,z = 0 ont une solu-
tion commune non nulle, leurs polynbmes caractéristiques respectifs Py (&)
et Py(E) ont un diviseur commun?).

Démonstration. Soit , une solution commune non nulle et soit
Lyz = 0 P’équation de degré le plus petit possible ayant x, pour solution.
Posons Pi(&) = P3(&)Q(£)+R (&), ot Py(&) est le polyndme caractéris-
tique de L;z et le degré du polyrdme R(&) est inférieur & celui de Ps(&).
En désignant par Mz et N les expressions linéaires correspondant & @ (&)
et R(&), on a Lyry = Ly Mr,+Nry, c'est-d-dire 0 = Nxy. Dol R(&) = 0,
en tenant compte de I’hypothése sur Lsz. Le polynéme P;(&) se divise
done par P;(&). Pareillement P,(£) se divise par P;(§).

PROPOSITION 4. Si les éléments xy, ..., x, satisfont au systéme de
n équations
(2) . @y = apdit... oy,

chacun de ces éléments satisfait & la méme équation Ly = 0 dordre n,
correspondant au polyndme caractéristique

(f=1,..,m),

:(Lll—f...
P& =...... .
E

Apy oo Oy —4 |

ip ]I

Démonstration. En adoptant les notations
[T SR ‘T{i)
Ad=|...... e XM =7{ ¢ (i=0,1,..),

K
py - - - Uyg ‘/’it)

le systéme (2) peut &tre remplacé par une seule équation X' = A X.

) Je dois & M. Kowalski lo remarque gue la proposition 3 se laisse démontrer
sans axiome 29,
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OnaX® =A% (i=1,...,n) et, par conséquent, LX = P(4A)X =0,
en vertu du théoréme bien connu de Cayley et Hamilbon. Or, I’éga-
lité X = 0 équivaut au systéme de n égalifés Loy =0 (j = 1,...,n),
ce qui achéve la démonstration.

4. Les propositions de cetle section g’appuyeront sur les deux axio-
mes 1° et 2°.

PROPOSITION 5. 84 Lyw; = 0 et Loy = 0 pour 4 = 1,..., p, de plus,
L, est dordre p et les éléments @y, .., m, sont linéairement indépendants,
alors le polyndme caractéristigue I,(&) correspondant & Lyw est divisible
par le polyndme caractéristique Py(&) correspondant & Lyw.

Démonstration. Posons Py(&) = Py(&)Q(&)+R(&), ol R(£) est
de degré < p. Alors Iyz = I, Ma+Na, ot Mz et Nu sont des expressions
lindaires correspondant aux polyndmes ¢ (&) et R(&). Bn posant » = o,
i s'ensuit No; = 0 pour ¢ =1,...,p, d’ott Nz = 0, en vertu de Phypo-
thése 2° de la section 1. Done, le polyndme Py (&) est divisible par Py(£).

Léquation Lz = 0 sera dite drréductible, lorsgue son polynéme ca-
ractéristique P (&) est irréductible.

ProposITION 6. L'éguation drréductible L -= O dordre w o exacte-
ment n solutions linéairement indépendantes, ow bien elle Wen a aucune
(cest-G-dive sa seule solution est mulle). :

Démonstration. Si #, est une solution non nulle de Lu = 0, cha-
cun des éléments ay, ..., {7 est encore une solution de cette dquation.

Désignons par p le plus grand entier < n, tel que les éléments
Ty ..., 2P~ sont linéairement indépendants. Alors
(3) a® b, YA by = 0

pour & = xy. Par dérivation on voit que I’équation (3) est satistaite pour
tout # = af? (4 =0,...,p—1). En vertu de la proposition 5, le poly-
néme P (&) est divisible par

(4) Pdby 1 E 7y,
dolt p = n, car P(&) est irréductible.

5. La proposition 2 ne peut pas btre renforcée, en affirmant quo
Péquation L, L,z = 0 ait exactement m~n solutions linéairement indé-
pendantes. En effet, soit € le corps des nombres imaginaires et € Pegpace
des fonctions de la forme g™ ... 1¢e™, on az, ¢; sont des nombres
complexes, k un nombre naturel et A une variable complexe. La dériva-
tion est entendue au sens usuel. 8i Lo = L» =o' —aw, ’équation
InLyx = 2" —2a2'+a*x = 0 n’a qu'une seule solution ¢™, car la fone-
tion A¢* n’appartient pas 4 Pespace &.

e ©
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Afin de renforcer la proposition 2, introduisons dans Pespace ¢ une
opération faisant cogrespondre un élément Az aux éléments dérivables
z6¢, de maniére que

3% Alax-+by) = alov+diy;

4°  (Az) = Aa't-2.

En posant par induction

Mo =, 1z =2um% powr i=0,1,2,..
ef

W(AE = (ag+...Fa, Mo = aeze+...+a, 1,
on peut démontrer sang peine que
[(Whal = W ()e+W (),

ot W'(4) est la dérivée formelle du polynéme W(A).

Posons par induetion 'z = Lz et I'x = LL'w pour i =1, 2, ...
Cela, étant, on a la proposition suivante:

PROPOSITION 7. 8i Lw sannule powr © = x,, alors L'z sannule
pour @ = Loy, 0% 5 =10,...,n—1. ;

Démonstration. Si le polynoéme caractéristique de L'w est P(£),
désignons par Lz expression différentielle correspondant 4 la dérivée
formelle P’(£) du polynéme P(&). Alors (L")'z = wI* 'L .

11 est facile de vérifier que 'on a généralement L(ix) = ALz+L'z.
Done

M rg) = I () F(n4-1) LMD (0 ),

d’ot1 la proposition résulte par induction.
PROPOSITION 9. 8% w, est une solution non nulle dune équation irré-
ductible Lo = 0 dordre n, les léments

(B) afd (3=0,...,m—1; j=0,..,n—1)
sont linéairement indépendants, quel que soit m naturel.
Démonstration. Supposons, au contraire, que les éléme’nts '(a)
soient lindairement dépendants, ou ce qui revient au méme, qu'il existe
des polynémes Wo(4), ..., Wy_1(4) de degré < m—1, non tous nuls,

tels que

1
5

7

(6) W) = 0.

il

J
De plus, si les degrés de ces polyndmes sont po, ..., Pp-1, 00 peut supposer
que 'un quelconque des éléments
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) 77 ) (G=0,...,n=1)

étant supprimé, les éléments (5) restants sont linéairement dépendants.
En dérivant (6), on a

n—1

3 (Wil W] = 0,

=0
d’ot, en tenant compte de égalité af® = —a, 11l ~. . —aymy,
n-1
(8) [Wtz(l)"“oWn—l(l)]%“"2 [W;'(l)-f"W1-1()»)—'(I«,'Wn_l(l)]./l#(j)= 0.
j=0

Le premier membre de (8) est une combinaison lindaire des éléments
(5), de méme que {6). Les coefficients de ces deux combinaisons sont
proportionnels, car, 8'il en était autrement, on pourrait trouver une autre
combinaison linéaire égale & 0 et ne contenant pas tous les éléments (7).

- Désignons par %k le coefficient de proportionnalité.

8i p est le plus grand des nombres py, ..., Py_;1 et b; désigne le coetfi-
cient de 47 dans le polyndme W;(A) (b; = 0 lorsque le degré de W, (1)
est < p), on parvient, en comparant dans (6) et (8) les coefficients de A7),
aux égalités suivantes:

']“‘bﬂ = Vaobn—l!

kb, = byg—ay by,
(9) 1 0 1Y%—1

kbp1 = bn—z—a'n—lbn—l'

De ces égalités on tire sans peine (K*+a, %" ...+ag)b,_y =0,
@ott b, =0, carle polynéme & +a, & +...+a, est irréductible.
Cela étant, on trouve successivement de (9) que b,_p = 0,..., by = 0.
I g'ensuit que le degré de tous les polyndmes W,(4) est inférieur & p.
Cette contradiction prouve la proposition.

6. Les propositions des sections préeédentes permottent de réduire
la résolution de toute équation Lz = 0 & des équations irréductibles. En
effet, il suffit de décomposer Lz en facteurs irréductibles:

- 3 K
Ly = Li* ... Lire;

si Pequation L,z = 0 n’a aucune solution non nulle, il en est de méme
de Lirz = 0; si Iéquation L,x = 0 a une solution non nulle @y eb esh
dordre m,, Péquation L¥*» =0 a exactement kpm, solutions linéaire-
ment indépendantes A'af) (i = 0,..., k,—1; j = 0, ey Mp—1),

icm
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En rassemblant toutes ces solutions, on aura %, n, solutions linéaire-
ment indépendantes de Lz = 0, ol n, est égal & 0 ou & l'ordre de L,
suivant que L,z = 0 ne posséde pas ou posséde des solutions non nulles.
Ce sont toutes les solutions linéairement indépendantes de Lz = 0.

Cette méthode peut aussi étre adaptée aux systémes d’équations,
gréce & la proposition 3 3). .

7. En appliquant la théorie précédente aux équations opérationnelles
& (2) 12V (2)+...+ 2y (3) = 0,

ol a,_3, ..., @y sont des opérateurs, on parvient & des résultats plus géné-
raux que dans mes travaux antérieurs ([1], p. 229-232, et [4]); de plus,
on évite ainsi de pénibles calculs de déterminants.
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4) 11 faut remarquer que le résultat publié dans ma note [3], concernant des
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résultat antérieur [1].
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