Les fonctlo’nnelles sur ’ensemble des fonctions continues
bornées, définies dans un espace topologique

par

Jan MARIK (Praha)

Nous allons' étudicr les fonctionnelles linéaires sur l’ensemble de
gc;%ti?is les fonctions continues bornées (muni d’une topologie spéciale)
foncﬁiz;lianlrlls (11113 Iespz;ce topologique arbitraire. Nous verrons que chaque’

elle de la classe considérée peut étre re i
présentée par un -
grzz.le. Nous fiémontrons d’abord un lemme concernant la.pmesuree 12:1{;1
est une fonction non négative et s-additive) sur une o-algébre arkitraire

Lemyme 1. Soient £ une o-algé 4
P gebre sur Vensemble A et v une mesure

on peut trowver des mombres positi
on o DOsitifs a1,as, ... tels que a,—> co et que U

M | [fir]<1
A

801t vérifié : ]
fide pour chugue fonction f S-mesurable, satisfassant oux conditions

(2) vedy = [f(a)] < ay (n=1,2,..).

Démonstration. Pour n = 0,1,2,... posons

tp =infy(B), ou BeR,BD C)A,

g=1

(On a done ag = 0)- 11 esti facile de VOl que a, — ¥ A existe done (leﬁ
.
n H 1

nombres (0 = ay < ay < Ay < ... tels que Gy, —> 0O ét )

o0

D) tnlv(A)—ayy) < 1.

=1

') Nous ne supposons pas que A4,e8..
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8i f est une fonction Q-mesurable satisfaisant aux conditions (2),

posons
B, = E[®; 041 < [f@)] < en]

On a |f(@)] < @, pour chaque

(n=1,2,...

n~1

xelJ 4y;
=1

on en conclut
-1

Bnm(HAi) =2,

n—1

A—B, DU 4y,
im1

V(A)"“?«’(Bn) = ’V(A—B‘n) = Op—19 V(Bn) < 'V(A)-——O"_] (’n/ = 1, 2, ...),

d’olt
it = 30 [ iflr < Y ar(B) < Y anlo(4)=0n0) < 1.
A n=1 Bx n=1 n=l

On voit que l'intégrale [fdv existe et vérifie la relation (1).
4

Notation. Dans ce mémoire, P désigne un espace topologique,
¥ Tensemble de toutes les fonctions réelles, finies et continues sur P, Z 1’en-
semble de toutes les fonctions bornées appartenant 4 Y. § (resp. 6,
est 1a famille de tous les ensembles Efx; f(x) = 0] (resp. Blx; f(x) > 0],
ol fe¥; enfin ©* est la plus petite c-algdbre qui contient &'

8i J est une fonction réelle finie dans un espace linéaire LC Y et
gi Pon a J (of +-pg) = ad () +BJ () (ot a, § sont des nombres réels, f, ge L),
nous dirons que J est une fonctionnelle (sur L). Si, de plus, J(f) = 0 pour
chague fonetion non négative feL, la fonctionnelle J est dite non méga~
tive.

Nous dirons que l'ensemble A CP est compact (resp. dénombrable-
ment compact), si toub recouvrement de A par des ensembles ouverts (resp.
tout recouvrement de 4 par une famille dénombrable d’ensembles ouverts)
contient un sous-recouvrement fini. Nous dirons que l'ensemble 4 cP
st relativement pseudocompact, si chaque fonction feY est bornée sur A.

8i 4,CP, a,>0 (n= 1,2,...), soib T (Ay, Agyeey Gy Gy -o2)
Pengemble de toutes les fonctions feZ, pour lesquelles les 1elations

a’sA.,,:}U‘(m)\ < ay ("7':1727"')
sont valables.

Si N est un nombre naturel, 4,CP, 0n>0 (n=1,...,N), on
définit d’une maniére analogue Pensemble U(Ay, ... Ay; @1y ---) ON)-
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8i 2 est une famille non vide de sous-ensembles de P, soit By, (2)
le systéme de tous les ensembles U(dq, 4z, ..., a4, dy,...), OU Aye?,
a, >0 (n=1,2,...), a, > oco; soit B(A) le systéme de tous ensemkbles
U(dyy...; Ay, 01, ..., a), o1t N est un nombre naturel, 4,62, a, > 0
(n=1,..., N). Nous pouvons définir sur Z une topologie en congidérant
les éléments de By, (2) (resp. B(YU)) comme des entourages de z6r0 ; nous
désignons cette topologie par T, (2) (vesp. T()).

Remarque. 8i [ % est dense dans P, I'ensemkle Z, muni de la topo-
logie T, (U) (vesp. T(2)), est un espace topologique lindaire au sens habi-
tuel, et la relation

limf, =0

N—00
par rapport & la topologie T, (%) entr: ine que la suite fi, f,, ... est bornée
(au sens classique, c’est-d-dire qu’il existe une constante finie O telle
que l'on ait |f,(z)] < ¢ pour tout n et tout ).

LeMME 2. Soit A relativement pseudocompact. Si f,e T (n=1,2,..),
fa > 0%), la convergence f,(2) — 0 est uniforme sur A.

Démonstration. Soit & > 0,

DAe

g = (fn—a) +3)~

n

On voit facilement (cf, [2], §23, p. 478) que geY. Il existe alors

un nombre ¢ > 0 tel que g(z) < ¢ pour chaque zed. Si f,(2) > 25, nous
obtenons

]
it

Ds

(fn(@)—e)* =

B

g{z) = (ful®)—e) > pe;

!
1]
-

n= n

on en déduit que f,(z) < 2 pour chaque zeA et chaque p > Ole, co
qui prouve le lemme.

TetorEME 1. Soit U une famille non vide de sous-ensembles relati-
vement pseudocompacts de P. Si la fonctionnelle J est continue sur Vespace Z
muni de la topologie T (), il existe emactement une fonction @, c-additive
sur £, telle que Ton ast

®) I(f) = [fag
p

pour chaque feZ. 8i la fonctionnelle J est non négative, ¢ est une mesure.
Démonstration. Supposons que f,eZ (n=1,2,..)), f, 0; nous
verrons que Jif,) - 0. En effet, soit ¢ > 0. Il existe un nombre ¢ > 0

?) Cest-a-dire que L&) =f@) >..., fal®) =0 pour chaque ze P,
%) o* = max(a, 0). )

e ©
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tel que f; < C; on a done f, < € pour chaque ». On peut choisir des en-

sembles Ay, 4,,...e¥U et des nombres positifs Uy, Gy ... (G, — co) tels

que [J(f)] < & pour chaque fonction fe U(4,, Agy .oty ayy 0y ...). Si Din-

dicep est assez grand, on a a, > ¢ pour chaque n > p. D’aprés le lemme 2,
D

il existie un nombre g tel que|f, ()] < min(ay, ..., ap) pour chaque ze ) 4;
F=1

et chaque n>g¢. Si n> ¢, nous avons In€U(4A1, 4y, ..., a1, 0, ...),

ol |J(fy)] < ¢, ce qui prouve que J(f,) — 0. Le théordéme est mainte-

nant une conséquence immédiate de [2], §12, p. 473-474.

Leuwve 3. 8¢ U est une famille non vide arbitraire de sous-ensembles
de P, chague fonctionnelle continue sur Pespace Z muni de la topologie T, ()
(resp. T(A)) peut éire représentée comme une différence de deux fonetion-
nelles non négatives, continues par rapport & la topologie T, (2A) (resp. T (2U)).

Démonstration. S8i feZ, f > 0, posons
Ju(f) =supd(g), o

I existe un Te B, () (resp. B(AU)) tel que J(f) < 1 pour tout fel.
Soit maintenant feZ, f > 0. Il existe un nombre 6 > 0 tel que dfeU.
Pour tout geZ, ol 0 L g </, on a alors 8gel, J(g) < 677, Aot J,(H) <
< 67! < 0. On prouve sans peine (cf. [3], §§ 26, 27, 46, p. 11-12, 18-19)
quil existe exactement wune fonctionnelle J 4. (sur Z) telle que 'on ait
J(f) = Ji(f) pour chaque fonction non négative feZ; la fonctionnelle
J . est continue par rapport & la topologie T, () (resp. 7'(2(). En posant
J_=dJ,—~J, on obtient la représentation désirée J = J, —J_.

Remarque. Nous pouvons naturellement munir l'ensemble Z d’une.
{opologie T & Taide dé la norme

g€z, 0=¢=7.

171 = sup|f(z)l.
P

(La topologie T' est identique avec la topologie T'(2), ot 2 contient exacte-
ment un élément P). On sait (ef. [2], § 24, p. 479) que toute fonectionnelle
non négative sur ¥ peut étre représentée par une intégrale par rapport & une
mesure sur £*. Si maintenant Z = ¥, chaque fonctionnelle J continue
sur Pespace Z, muni de la topologie T, est de la forme (3). Si au contraire
Z # Y, il existe une suite f;, /s, ... €¢Z et une fonctionnelle J non néga-
tive sur Z telle que I'on ait f, s 0, mais

J(fs) =2, n=1,2,...

(cf. [2],§ 16, p.475). Cette fonctionnelle est naturellement continue par
rapport & la topologie T, mais elle ne peut pas étre représentée comme
une intégrale. :
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LeME 4. Soit u wne mesure finie sur . Soit B eL*. On a alors
u(B) = supu(F), o¥ FeF*, FCB.

Démonstration. Soit €, la famille de tous les ensembles B C.P,
jouissant de la propriété suivante: Etant donné un nombre & > 0, il existe
des ensemkles FeF*, Ge®* tels que Von ait FCBCE, u(G—F) <s. Il
est facile de voir (cf. [4], § 5, p. 436) que £, est une o-algdbre qui con-
tient &*; on en déduit que £ D £°, ce qui prouve le lemme. '

Levye 5. Soit u une mesurs finie sur £ soit A CP. §i Vimplication

(4) FeF, FAAd=0Dul)=0

est valable, il existe une o-algébre 4 o une mesure v sur 4 qui possédent
les propriétés suivantes :

10 2 C 04, Aef4,

2° v(4) = »(P),

3° y(B) = u(B) pour chaque Bel" 1)

Démonstration. Soit £4 la famille de tous les ensembles ¢ C P,
pour lesquels il existe un BeL* tel que B~ A = 0 ~ 4. £4 est une o-al-
gébre avec la propriété 1°. Soit maintenant By, Bye L BiAnA=BnA.
Posons By = B, ~ By. On o évidemment By ~ A = By ~ 4, et par con-
séquent (B;—Bs) ~n A = & (i =1, 2). D’aprés le lemme 4, Vimplication
(4) entraine p(B;—B;) = 0, d’olt u(By) = u(Bs) = u(Ba).

Posons maintenant, pour chaque Cef4, »(0) = u(B), ol B est un
ensemtle arbitraive de €* tel que B ~ A =C ~ A.8iC,eL%, 0, ~n O =D
(n=1,2,...;p #4q), il existe des ensembles B, eL" qui satisfont aux
conditions B,~n A =0,~ 4 (n=1,2,...); on peut encore supposer
B,~nB,=90 pour p #q. On a alors 3v(C,) = Yu(By,) = u(UB,),
A~(UBy) = A~ (U0, Aot 3w(C,) = p({UB,) = »(UCh).

Nous voyons que la fonetion » est o-additive; les relations 2°, 3°
sont évidentes. .

THAEOREME 2. Soit U une famille non vide de sous-ensembles relati-
vement pseudocompacts de P. Supposons que U ait la propriété suivante:
si Ae, FeF*, A DF = &, il existe une fonction fe¥ telle que f(w) = 0
pour chaque wed et f(x) =1 pour chaque xeF 5). Si la fonctionnelle J est
continue sur Uespace Z muni de la topologie T, () (resp. T (), il ewiste des
ensembles Ay, Ay, ... (resp. un nombre naturel N e des emsembles
Ay, .., Ayed) ot une fonction ¢ c-additive sur la o-algébre AL*%), o

4) Ce lemme est une conséquence facile du théordme 4 de [1].

%) Par exemple, la famille de fious les ensembles A dénombrablement compacts
(4 CP) jouit de cette propriété.

6) AQ* est la famille de tous les ensembles 4 ~ B, ou Be*.
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o AN
A =4, (resp. 4 =1JA4,),
=1

=1
tels que la formule

(®) I(f) = [ fig
A4

s0it vérifiée pour chaque feZ.
8i, réciproquement,

0o N
A =U4d, (resp. A =JA4,),
Ne=1 n=1

ot Ape, et si ¢ est une fonction o-additive finie sur AL, la fonctionnelle
J, définie par la relation (5), est continue par rapport & la topologie T, (U)
(resp. T(2A)).

Démonstration. Soit J une fonetionnelle non négative, confinue
sur espace Z, muni de la topologie T, (2). D’aprés le théordme 1, il existe
une mesure x sur £* vérifiant 1égalité

I(f) = [ fu
P

pour chaque feZ; de plus, il existe encore des ensembles A, y Agy ... e
et des nombres positifs ay, a,, ... (4, - oo) tels que la relation J H<1
soit valable pour chaque felU = U(4;, 4,, ..., a1, @, ...). Soit

[-+]
A= 4,
n=1
et F un ensemble arbitraire de la famille &* tel que F ~ 4 = &.
La supposition u(F) > 0 méne 4 une contradiction. En effet, il existe
un indice p tel que ¢, > («(F))~* pour chague r > p; ensuite, nous pouvons
trouver une fonction fe¥ qui satisfait aux conditions f(z) = 0 pour chaque

12
€re U A’n
n=1

et f(z) =1 pour chaque xze¢F. Nous pouvons supposer 0 <f<<1. Si
g = f(u(F)7}, on a évidemment

I(g) = [gan > [ gap = 1;
P rad

or le choix de l'ensemble U enfraine ’inégalité J(g) <~ 1. Cette contra-
diction montre que u(F) = 0 pour chaque ensemble FeF*, ot FA 4 = &.

Soit maintenant J une fonctionnelle arbitraire continue sur ’espace Z
muni de la topologie T (). D’aprés le lemme 3, onaJ = J, —J_, ol
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J,,J_ sont des fonctionnelles non négatives, continues par raport & la

- * eps o
topologie T, (20). Tl existe alors des mesures u,, p_ sur £ vérifiant les
relations .

T = [fpe, I = [fdu_
P P

pour chaque feZ; il existe encore des ensembles AF, A7 e¥ (n =1,
2,...) tels que u,(¥F) = 0 pour chaque FeF*, ol

5]

P~ (JAS) = O,

n=1

et u_(F) = 0 pour chaque FeT" oh

P AUy =o.
=1
Posons A=A v AT vAf w4y v... 8 PeG,Fvd=, on
a évidemment y (F) =0, u_(F) = 0. D’aprés le lemme B, il existe des
mesures v, , »_ sur la o-alggbre £ telles que v, (B) = u, (B), »_(B) = u_(B)
pour chaque Bel* et », (P—A4) = »_(P—4) = 0. On obtient ainsi

To) = [fau, = [fdvn, = [fdny, J_(f) = [fdv_
P P A A

pour chaque feZ. Bn posant ¢(C) =, (C)—v_(0) (CeAL* C ALY,
nous avons

I(f) =T (N—I_(f) = [fdp (feZ).
A

Le lemme 1 entraine, réciproquement, que chaque fonctionnelle de
cette forme est continue sur Iespace Z muni de la topologie T\ (). Le thé-
oréme est ainsi démontré pour la topologie 1. (2); la démonstration
pour la topologie T() est analoque.

THGOREME 3. Soit P un espace topologique localement compact de
Hausdorff, qui est la réunion d'une famille dénombrable de sous-ensembles
compacts. Supposons que la fonctionnelle J (sur Z) ait lo propriété swi-
vanie: §1 fpeZ (n=1,2,..) et si f,(x) =0 uniformément sur chuque
ensemble  relativement pseudocompact, on o J(f,)— 0. Dans ce cas, il
existe un ensemble compact K eS* et une fonction ¢ o-additive sur €
telle que Don ait

J(f) = J‘fdtp pour chagque feZ.
K
Démonstration. Soit

P=UK‘YH

Nl
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ol les ensemkles K, sont compactes. Chaque espace Iocalement compact
de Hausdorff est complétement régulier; on en déduit facilement qu’il
existe des fonctions f,e ¥ (n =1, 2, ...) telles que fn(z) > 0 pour chaque
xeK, et que les fermetures des ensembles H, = E(z; f,(2) > 0] soient
compactes. Ensuite, nous pouvons suppposer 0 < f, <2~ (n=1,2,...).

Si on pose
o0
f—_'me
n=1l
on a f(z) > 0 pour chaque zeP et f(x) < 2~™ pour
n
weP— (JH,.
k=1
La fonction g=1/f appartient & Y et satisfait aux conditions
n
gl@y=2", (2eP— JH,, n=1,2,..).
k=1
Soit B, = E [#; g(z) < n]. La relation
n
Bn c U Hk
k=1

entraine que B, (n =1, 2,...) est compaet. Soit 2 la famille de tous les
sous-ensembles relativement psendocompactes de P.
Bi U= U(4y,..., A5, 01, ..., ay)eB(A), il existe un indice n tel
que g(x) < n pour chaque
N
xe | J Ay
k=1

et que 1/n < pour k=1,...,N; on a alors U D U(B,,1/n). On en
conclut que les ensembles U(B,,1/n) (n =1,2,...) forment une base
de voisinages de zéro par rapport & la topologie T(2). Chaque fonctionnelle
J qui jouit de la propriété énoncée dans le théoréme est donc continue
sur I’espace Z muni de la topologie T'(2). Nous voyons en méme temps
que T(AU) = T(L), olt & ={By, B,,...}.

Le théoréme 3 est maintenant une conséquence facile du théordme 2.

Remarque 1. Si nous supprimions ’hypothése que l’espace P est
la réunion d'une famille dénombrable de sous-ensembles compacts, le
théoréme 3 deviendrait faux, comme le montre ’exemple suivant: Soit P
Pespace de tous les nombres ordinaux dénombrables. Si f est une fonction
continue sur P, il existe un nombre réel ¢ et un nombre ordinal ae P tels
que f(x) = ¢ pour chaque # > a. A chaque fonetion f correspond ainsi tn
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nombre ¢. On peut définir maintenant une fonctionnelle J sur ’ensemble Z
(dans ce cas, on a naturellement Z = ¥) par la formule J(f) = ¢. §i 7, ¢Z
(n=1,2,...) et si f,(2) =0 pour chaque xeP, il existe un point aeP
el des nombres ¢, tels que f,(z) = ¢, pour chaque z > a, dolt J(f,) =
= ¢, = fu(a) — 0; pourtant on ne peut pas représenter la fonctionnelle J
comme une intégrale sur un sous-ensemble compact de P.

Remarque 2. Ce mémoire a été éerit & Pinstigation de M. W, Orlicz.
Les théorémes que je viens de démontrer sont une certaine généralisa-
tion du théoréme 1 de [5] (ofv P est un intervalle ouvert).
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