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lim f(@) =s if and only if o> ay. {ax} and {ay} are the sequences of
L~r00

theorem 3A.

We also easily obtain
TarorEM 4C. Let W(z ) and Wl( ) be the polynomials defined in

theorem 1A and let p(®) = 2 P (”)( 2)-+t(x), where t(x) satisfies (18)
with p, = Wy(n)[W(n

if and only if

). The hypotheszs lim p (%) = § ‘mplies lim f(z) = 8
&T—+00

& 00

W) 3 4fl) +Wie) et

ve=0

From this the following Tauberian theorem results: if Lim Oy (x) = ¢
and lim zf (x) = 0 then hmf aro0

&X—r00
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Estimation du domaine d’existence de l'intégrale d'un
systéme en involution d’équations aux dérivées partielles
du premier ordre dans le cas de variables complexes

par W. PAWELSKI (Gdansk)

Comme le titre I'indique, la présente note a pour but de généraliser
dans le cas de variables complexes le probléme analogue déja résolu
dans le cas de variables réelles [1].

Les démonstrations des théordmes seront indiquées & grands traits,
vu leur analogie avec celles de mes travaux antérieurs [1] et [2].'

Considérons le systéme d’équations

0z

o= .
(1) —a-{—}vHa(tﬂ,mi,-a—m—, z) =0, af=1,2,...,m; 1=1,2,...,n

‘remp]issa,ﬁt les conditions de compatibilité

0H; o 98 0H, 0H, 0H,
ot ¢ 9z oty

o [ OH, (0H, aH,,) 0H, (aﬂu BH,,‘)}
i ] T “h. T HiT = 0.
+; { 09; ( 0z; T4 0g; \ Om; 475
Admettons que les fonctions H, des variables complexes t5, 2, ¢;, 2
soient analytiques dans ’ensemble défini par les conditions

3) lt.—tal < ¢ l— gl <

et que la fonction w(w,, ..., ®,) soit analytique dans Vensemble

2 +

lmi'_wﬂ <ec, fe—2o| < ¢,
(4) o —af] < e.

Soit M un nombre positif constant tel que
1° les valeurs absolues

o gy | 9Ea| |98, | ‘6Ha ‘62&, ‘azﬂu '

() Hdl, Bw, |’ 02 '] by Oa; 0w; 022 |’ | 0g;0¢;
om, | | o°mH, | | 0°H,
0x;02 020¢; 0x,0q;
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sont inférieures & M;

2
2° 0o < M, ( 0o < M dans lensemble (4);
0%, ;02 .,
3° gl < M. .
Supposons en outre que Ton aif
(6) lo(@)—z] < ke, logle)—al < e

TrBoREME. Dans ces conditions le systéme d'équations (1) a evacte-
ment wne seule intégrale 2(t,, @;) qui est amalytique dans Vensemble R défini

par les relations
m

[4
—° < — M § t —1°
[t,— 1ol < Qos | mvl = 4%(M+1) [ta—1al

a==1

ol gg = min (d, 01)

b=

[+
&= (M 1) Mm

c? .
miEn+1) (1) (M +c+1)]

et qui se réduit & la fonction @(Byy ...y @) dans Vensemble

0 0 ¢
"’{ta = 1, |y — @il <m} .

La démonstration de ce théoréme se fera par étapes.

Dans la premiére, le probleme sera ramené & Laide de la méthode
de Mayer, & équation aux dérivées partielles du premier ordre et & esti-
mation du domaine d’existence de sa solution.

Dans 1a seconde, on se basera sur les considerations de la IIT-éme
partie de [1], qui seront dans ce cas tout 3 fait analogues; elles permettront
d’obtenir la conclusion du théoréme énoncé.

L. Comme dans le cas de variables réelles, la recherche de I’intégrale
du systéme (1) se raméne ici, & D’aide de la transformation de Mayer,
5 1z résolution d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre.

Or, dans le cas de variables complexes, la transformation de Mayer

T{t, = 1o+ pal,
ot t et u, satisfont, comme variables complexes, aux inégalités
[t <eldoy ltal < 8o

(avec 8, < ¢ et par conséquent ¢/d, > 1) transgformera le systéme (1)
dans le systéme (7)

M 0z+zwa —o, X im —o
0t P ala = Yy u+ a — YV

o
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Abordons la premiére de ces équations qui prend la forme
m

) 0z _ 0z
®) 5;+;1Ha(t3+tﬂu,mi,0—%,z)u,,=o,
ot y, est considéré comme paramétre.
Introduisons maintenant pour le second terme de léquation (8)
la notation

9z i
(9) F(trﬂu,mi;‘éa’z)g'“gﬂalﬁw

qui sera plus commode, car elle nous permettra d’énoncer un théoréme
auxiliaire concernant la solution de (8).
Prenons I'équation

0z 0z
10 — = . ——
(10) ot F(t’ﬂmmn 6mi’ z)

On déduit facilement des hypothéses relatives aux fonctions H, et & la
transformation T que la fonction F est analytique dans l'ensemble
e < 8y i —all <o,

e—2| <o,

¢
(11 - < 3 l—dil <e.

Soit ¢ un nombre positif tel que

(12) 6 <8, (ce quientraine g <¢)

et supposons |u,| < o.
Alors il s'ensnit des conditions (5) que la valeur absolue de F ainsi
que les valeurs absolues de ses dérivées partielles, jusqu’au second ordre
m
inclusivernent, sont inférieures & M ' |u,| et, d’aprés (12), simultané-

a=1

ment inférieures & M, puisque
m

(13) MY ju) < Mme < M.
a=1

THEOREME AUXTLTATRE. Les conditions énoncées étami toutes satis-
faites, Uéquation (10) aura exactement une seule intégrale 2(t, »;, u,) ana-
lytique dans Vensemble R' défini par les relations

m

¢
0 .
<t el < oy — (M )il < o
cette intégrale se réduit & la fonction @@y, ey Bp) dans le domaine

it =0, |m—af < e/dn (M +1)}.
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Pour la démonstration nous nous rapporterons & celle de [2]
en y introduisant les modifications suivantes:

1° La fonction f sera désignée ici par F; cependant il faudra tenir
compte du fait que F est aussi fonetion du paramétre u,.

2° La variable & sera désignée ici par ¢, avec I’hypothése || < ¢/d,
au lieu de [z—a,| <k, car @, =1, = 0.

3° Les variables y; seront désignées par z; (1 =1,...,n), la fon-
ction ¢ par o et nous poserons k = ¢, tout en nous rappelant que
] < 0.

4° Ces modifications admises, toutes les autres hypothéses se rappor-
tant maintenant aux fonctions F et o seront maintenues.

Noug thcherons maintenant d’estimer ¢ de telle maniére que la
conclusion du théoréme ainsi modifié soit vérifiée dans ’ensemble R’.

Nous nous abstenons de donner in extenso la démonstration qui
nous aménerait & de nombreuses répétitions du travail [2].

Nous nous bornerons uniquement & traiter les points délicats de la
démonstration qui permettront d’estimer o de maniére & garantir la
validité du la théoréme dans l’engemble R’; il s’agira surtout d’assurer
celle-ci pour |t] < 1.

Nous obtiendrons, comme dans [2], le systéme d’équations

dt dt

ol X;=0F|0w;, Z =0F |0z, Q, = 0F[0q; et nous tacherons de limiter o
de telle maniére que l'intégrale du systéme (14), & savoir

duw; dz = d(li
(14) = —, Fri ij;l'quj, — = X;+Zg;,

_ * * * * *
Ty =@ty BLy ooy By 2 5 Qay ey Gny B1y ooy By

(147) = z(tyw;y "':w:wz*rq;: ) !lZ,Mu ooy Mm)y
* * * *
6=l By @By 2, @1y -ee

ol «}, 2", g} satisfont aux inégalités

*
s Gns May ooey fm)y

"~z < de,  lgi—gil < }o
1 et remplisse les conditions

o — o] < %o,

existe dang le cercle [¢| <
lwg(ty @1y ooy ) — 28| < Be, |z(t mf,

10:(ty @)y ey ) — g} < Re.

A cette fin on pourra s'appuyer sur un théoréme de T. Wazewski [3],
aprés y avoir modifié convenablement les notations. L’hypothdse H et
la propriété B du théordme nous permettront d’estimer ¢ de sorte que
propriété B ait lien pour [f| < L. .

;/"m)_zo| < ‘2‘01
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Des considérations analogues & celles des pages 41-43 du travail [2]
nous tonduiront & une estimation de p.

Signalons toutefois briévement quelques différences qui s’y mani-
festeront.

Au lieu de D’inégalité (2
compte de (13),

2) figurant dans la note [2] on aura, en tenant

|-
(15) | 7= 30 45| { < Mmo (1+n1+ 3 1g5—a}l).
i=1 F=1
| X, +2g )

Ainsi faudra-t-il poser dans ce cas

Oilly Ugy oevy Ugnyy) = Mmg(1+nM+2uj+,,+l), i=1,2,...,2n+1.
j=1

Les autres raisonnements du travail cité subsistent; ils auront évi-
demment rapport & I’équation
uw' —nMmou—Mme(1+nM) = 0.
On obtiendra une intégrale, une seule, satisfaisant aux mémes conditions
initiales que celles de [2]. L’intégrale sera de la forme
¢
U = exp(anmgdi){ +meg 1—|—nM exp( anmgdt)dt}
o
qui devient, aprés transformation,
¢ 1 ¢
(16) U =;+(; +M+—2~)(expangt—l).

8i nous remplagons la fonetion (16) par la fonetion

1 ¥
u(t) =§ + (; +M+ —;;) (expn (M +1)mgt—1),

la racine de 1’équation .
(17) u(t) =4

sera inférieure & celle de 1’équation w ==%c¢ (u de (16)).
Or, la racine de 1’équation (17) est de la forme ¢, = a/mg ol

_ 1 o )<z
T on(M+1) 4(1/n+M+¢/2) 4

11 en résulte que, 8i p < a/m, on a & > 1.

In(1+
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Par conséquent, si ’on choisit o < a/m, on aura les résultats suivants

analogues & ceux du travail [2], p. 43:

‘1° 8i ¢ < a/m, les fonctions ;(t),#(t), ¢;(t) sont définies dans
le cercle |t| <1 et elles satisfont aux relations
lw; (2)— 23] < o(t) < fe,
[2(t)— 2| < eo(lE) < o,
IQi Qz’ <§D |i1 %0
2° Les fonctions (14’) sont analytiques dans le cercle |t| 1. Elles
sont aussi analytiques par rapport 4 toutes les valeurs a;,z*, ¢ dans

’engemble

|2 ""w'b[ te, lz ”'zo| e, ‘q;"“qgl < fe.

Si, dans le cas considéré, on choisit
o2
' m[(2n+1) (n+1F (M +e+1)7

(ou §;, = 6/m et & a la signification donnée dans [2]), on aura, comme
dans ce travail, 8, < a/m.

La démonstration du théoréme auxiliaire se poursuit ensuite sans
apporter au travail cité de modifications essentielles. Il va de soi que @
y sera remplacé par t et x, par {, = 0.

Reste encore & résoudre la question de I'estimation du déterminant
fonetionnel.

Le théoréme -correspondant & celui de la p. 46 de [2] sera énoncé
comme il suit: )

8¢ ¢ appartient au cercle D: |t <
le déterminant fonctionnel

1 et o satisfait & Pinégalité o < &,

D(Zyy oy Z)
J(t = e
(}’UI’ "Dn) _D('U”...,Wn)
est non nul dans Vensemble P
¢
1l < 1 (e, Im—af < ()

La démonstration ne subira de modification qu’au point ol il w’agit
d’estimer ¢ de telle manidre qu'on ait |¢| < 1.
Les inégalités (48) de [2] seront A présent de la forme

[Ac(Fsy 714, £
|1 (s y 75 O]

<nMmo(24-c¢+M) (2|]01|+Z |777[+m) i
lei ks, ms, O 7=1 f=1

+nMme(2-+e+M)(2n+1)[1+ (1) M].
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Les constantes 4, et B du théoréme auxiliaire de la page 49 de [2]

seront ici égales &
A, = nMm(2+e+M), B =nMm(@+et+M)@n+1)[1+ (n-+1)M]

et en posant 4 = 4,(2n+1) on obtiendra la solution de 1'équation
sous la forme

qui est une fonction croissante.
Ainsi 1’équation

- 1
(expApt—1) = —
n

| b

a une racine qui est
i = 1 ln(l Z) = In(l 4 )
¢=g\ s = P\ s
(ot A et B sont donnés & la page 49 de [2]).

. Par conséquent, pour que ¢ > 1, il faut choisir ¢ de sorte que I'iné-
galité

111 A
- 9<a[zm(1+;§)]

soit satisfaite.
Mais, les résultats de la page 50 de [2] donnant

1 A

on a dans le cas en gquestion

1 - A
S < —In|14—-).
0 < mA ( + nB)

I s’ensuit que les inégalités (40) de [2] ont lieu dans ce cas pour
1 <1

II. Si dans les parties IT et ITI de la note [1] on tient compte du fait
que les fonctions H, qui y figurent sont analytiques méme par rapport
au paramétre ug, on parviendra aun moyen de considérations analogues,
basées sur le théoréme auxiliare du présent mémoire, au résultat qu’on
g’était proposé d’établir.
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En effet, si dans lintégrale 2(f, z;, u,) de I'équation (10) nous posons
t =1, la fonetion #(1, s, f,—1) sera intégrale du systéme d’équations

oz 0z
-a—t—— +Ha(tﬁ, Ly y 0_50-’ z) =0
définie dans R.

Cette intégrale sera I'unique solution du systéme dans l'ensemble R;
ceci résulte de 1’énoncé qui termine la note [1] (voir p. 36).
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L’ordre du contact d'une courbe réguliére
avec la sphére osculatrice

par T. RACEWAL (Krakéw)

Introduction. Dans la littérature qui traite de la théorie des courbes
dans Despace euclidien R, il existe un théoréme sur l’ordre de la distance
d’un point d’une courbe réguliére & la spheére osculatrice. D’aprés ce thé-
oréme, sous certaines conditions imposées & la courbe, cet ordre n’est
pas inférieur & 4. En rapport avec ce théoréme M. S. Golab a posé le
probléme de la détermination plus précise de cet ordre dans le cas ol
les dérivées successives des deux courbures au point domné s’annulent.
Sur la courbe €, donnée par une équation vectorielle » = r(s) nous faisons
les hypothéses suivantes:

I. La fonction »(s) est réguliére(!) dans Pintervalle (s, ss) qui
@ contient dans son intérieur le point s,.
) II. Le produit vectoriel »'xr"’ est différent de zéro dans l'inter-
valle (8q, 83).

D’aprés la théorie du contact, la détermination de l’ordre du contact
entre la courbe et la sphére tangente i cette courbe se raméne & une
étude des valeurs des dérivées successives de la fonction

A

@) F(s) = }((r(s)—v)—(ro—v)),

ot le vecteur v détermine le centre de la sphére tangente & la courbe
au point M (s,). Le vecteur 7, = 1 (s,) détermine le point M, sur la courbe C
et le vecteur 7 (s) — le point M de la courbe ¢ voisin du point M,.

T’ordre infinitésimal ¢ de la distance d'un point M de la courbe
4 la sphére tangente & cette courbe au point en question est égal & 'ordre
de 1a dérivée de la fonction F(s) qui, la premiére, ne g’annule pas au
point considéré. ’

Dans ce travail je démontre quelques théorémes sur cet ordre. Les
démonstrations de ces théorémes sont basées sur des lemmes relatifs & la

() Admettant des dérivées de tous les ordres.
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