SUR LES FONCTIONS APPROXIMATIVEMENT CONTINUES
PAR
J. 8 LIPINSKI (LODZ)

Ta notion de continuité approximative d’une fonction a été dé-
finie par A. Denjoy. Elle s'appuie sur la notion d’épaisseu?~ .d.’ un (511.?01.*11.ble
e, par suite, indirectement sur celle de la mesure. V().IGI ].& définition
de Denjoy: nous dirons qu'une fonetion f(z) est approa?zmatzveme7zt eon-
tinue en un point ®, s, quel que soit le nombre posmf. ¢y, l'ensemble
{@: |f(@)—F (o)l < &} est d’épaisseur égale & 1 en , (Denjoy [1], p. 165,
et [2], p. 141).

Comme il régulte de cette définition, aucun point x" tel que |f(2)] = co
ne peut &tre un point de eontinuité approximative. Dans des tr'fwau.x
ultérieurs (Kempisty [3], Saks [6]) on a défini les limites approximati-
ves inférieure et supérieure d’une fonction; de méme que dans les cas
de la continuité ordinaire, ceci permet de congidérer certains points de
Pengemble {: |f(z)| = co} comme des points de continuité approxima-
tive. Denjoy a énoncé deux conditions nécessaires et suffisantes de la
continuité approximative en admettant, sans le dire expressément, que
la fonction admet des valeurs finies. En rejettant cette hypothése on
obtient les conditions nécessaires et suffisantes telles que les a formulées
Kempisty. Voici une de ces conditions dont je vais profiter dang la suite:
une fonction f est dite approwvimativement continue, si quel que soit a
les ensembles {w: f(x) > o} b {a: f(v) < o} ont respectivement d’épaisseur
1 en chacun de leurs points ([1], p. 169, [2], p. 145).

Observons ici qu'une condition nécessaire ef suffisante analogue
2 été énoncé par Maximoff [4], [5]. Cet auteur considére non pas tous
les nombres o, mais un ensemble dense de ces nombres. Il admet, par
contre, que pour un nombre a de cet ensemble les ensembles |x: f(z) >a}
ot {u: f(z) < a} sont les limites de snites ascendantes d’ensembles pfmrtmts
et que chaque terme d’une suite est composé des points de densité du
terme suivant. Une caractérisation des ensembles {2:f(x) > a} pour les
fonctions approximativement continues a été donnée par Zahorski ([7],
théoréme 6, p. 25, et lemme 11, 1. 26).

icm

COMMUDNICATTIONS 173

Dans ce travail je me propose d’énoncer une condition nécessaire
ot suffisante de la continuité approximative qui ne fait pas appel aux
notions de 1a théorie de la mesure, mais utilise 1a notion de dérivée. Selon
Denjoy, toute fonction approximativement continue et bornée est une
dérivée ([1], p. 173, [2], p. 149), mais, en méme temps il existe des déri-
vées bornées qui ne sont pas approximativement continues ({11, p. 178,
{2], p. 154). Dans le travail [3] Kempisty a montré que la classe des fone-
tions approximativement continues, bornées et semi-continues est iden-
tique & celle des dérivées bornées et semi-continues. Je vais établir la
proposition suivante:

Pour que la fonction f{m) (pas nécessairement finie) soit appro-
wimativement continue, i faut et il suffit que toutes les fonetions
fol@) = max (@, min[b, }(z)]} soient des dérivées.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, puisque
le minimum ou le maximum de deux fonctions approximativement
continues est une fonction approximativement continue et chaque
fonction approximativement countinue et bornée est une dérivée. Il reste
& démontrer que pour toute fonetion f(x) approximativement disconti-
nue, ne fit-ce qu'en un point, il existe un couple de nombres a, b tel que
72(z) n'ait pas de primitive. i la fonction f () est non-mesurable, il suffit
de remarquer qu'il existe un nombre g, tel que ensemble {e: (@) > ay)
est non-mesurable. La fonetion ﬁgﬂ(w) étant alors non-mesurable, elle
wait pas de primitive. Dans le cas de f(z) mesurable je distinguerai
deux cas:

1) Il existe un point w, de diseontinuité approximative tel que
[F{@)| << 004

2) En tout point de discontinuité approximative la fonction admet
des valeurs infinies.

Premier cas. Il existe un point , et un nombre & >0 tels que
L'ensemble

o2 (@) =Ha)| < &) = {2 f() > 7 (0) —e) fu: f () < f(y) +e)

aif au point @, une épaissenr inféricure plus petite que 1. Dis lors, an moins
un des ensembles figurant au membre droit de la dernidre égalité doit
avoir une épaissenr inférieure plus petite que 1. Swupposons que ce s0it
Pengemble {’I‘ fla) < f(m0)~{-a} et soit d <1 celte dpaissenr inférieure.
SiTon avait, pour cet ensemble, d = 1 on pourrait considérer Pensemble
{o:f(2) > f(wo)~s} et la démonstration sera analogue. Posons a = f(a,) —1,
by = f(w)+¢. Si la fonction f(s) n’est pas une dérivée, les nombres a
et b = b, constituent le couple demandé. Si la fonction fﬁl(m) est wne
dérivée, je pose b = }[f(my)+b,] = /() +5/2. La fonction fr(x), . en
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tant que dérivée bornée, est en tout point la dérivée de son intégrale
indéfinie de Lebesgue, c’est-i-dire
1 zg+h
tim— [ 03 = 1)
ho B FA

8i la fonction f2(w) était une dérivée, nous aurions

Tyl

tim f fa)@ = folan) = 13 an).

b0
La fonetion g(z) = f2l(») —P(x), en tant que différence de deux
dérivées, serait aunssl une dérivée et nous aurions

1 zg+h 1 Zo+h 1 g4
o ]im——f :p(t)dt:lim;-f f;!(t)dt—um»—f fa = 0.
B0 hm I hmo B0 hxo
)

D’autre part, la fonction ¢(x) admet des valeurs non-négatives et
elle prend sur 1'ensemble F = {m: f(z) = df(wo)—}-e} la valeur positive b;—¥
=¢/2. Llensemble E étant le complément dun ensemble dqnt
Dépaisseur inférieure an point a, est < 1, son épaisseur supérieure au point

2, est 1—d > 0, Il existe donc une suite de points x, tels que limm, = x,
P00
et

. |E'(mo;mn)l
@) ]

=1—d > 0.

(Si @, > »,, I'expression (x,, z,) désigne l'intervalle (z,, x,).) . Nous avons

enguite
Ly,

[sign(@,—a)]- [ p()dt > POt > |B-(2y, 2,)) -

F (%, %)

En vertu de (2) on a

ce qui est en confradietion avec (1).

Deuxiéme cas. La fonction n’étant pas approximativement con-
tinue; il existe un nombre a tel que Vensemble {s:f(x) > a} ou len-
semble {w: fl2) < a} n'est pas composé exclugivement de points d’épais-
geur un.
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Congsidérons 1a fonction fi*}(x). Si elle n’est pas une dérivée, je pose
a=a—1, b =a+1 Dans le cas contraire je raisonne comme il suit.
La fonetion f&](x) n’est pas approximativement continue, car an moins
Pun des ensembles (z: fit}(2) > o} = {2: f(z)> af et {@: 2l (z) < o
= {m: f(#) < o} ne satisfait pas & la condition nécessaire de continuité
approximative. Cette fonction est finie en tout point, elle a donc les pro-
prié¢tés de la fonction considérée dans le premier cas. I1 existe donc un
couple de nombres wu,v (u < #) tel que

i

[faZi(@)] = max{u, min [v, f4*}(x)])

i
n’est pas une dérivée. En posant ¢ = max(a—1, %), b = min(a+1, v)
nous concluons que

b »

[t @)] = [ (@)]
@ "
west pas une dérivée. Puisque a—1 <o < b < a+1 on a
v
[fef1(@)] = fo(w),
@

d’olt Pon conclut que cette dernidre fonction n’est pas, elle augsi, ane
dérivée. Nous avons ainsi trouvé le couple de nombres demands.
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