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SUR CERTAINBES REPRESENTATIONS
DES FONCTIONS ID'ENSEMBLE A VARIATION BORNER (1I)
(FONCTIONS o-NORMALES)
PAR
JPOPRUZENKO (LODA)

1. Préliminaires. Soient </ un espace abstrait, # un ensemble va-
riable dans Y, M un o-corps (= famille s-additive et complémentative)
d’ensembles de W,

Diwinrmron I. Une fonction réelle d’ensemble x(B) sera dite totale-
mentsinguliere dans M lorsquil existe un ensemble M de puissance
< O appartenant & M et tel que’ 1 () = y(BM) pour tout 1M,

DEriNIrtoN IT. Une fonection F(H) & variation hornée dans M sera
dite o-normale dens M lorsqu’on a

) ;p(g m,) <§ (1)

pour toute suite {En} d’engembles de M, digjoints deux A deux.

La premidre de ces définitions correspond & celle des fonetions pu-
rement singulidres au sens de la Théorie de la mesure. La seconde Pro-
vient de Banach et ne fournit quune modification de sa notion. de nor-
malité (voir [1], p. 177, Définition).

Outre cela, nous aurons besoin de la notion d’ensemble fondamental
de nombres irrationnels. En voici la définition:

Un ensemble N. composé de nombres irrationnels de Dintervalle
(0,1) est dit fondamental lorsque ses sous-eusembles de puissance -z hig
sont caractérisds par la propriété @’dtre homé selon la relation -2 1.

1) oa={m,ay,..) eb b == (by, by, ...) btant dowx suites d'ontiors positity, 1a re-
lation a3b exprime que Yon a ap < by & partir d'un cerbain indice J = kg

Un ensemble de suites est dit borné selon lu relation 3 lowaqw’il oxiste une suite
fixe, ¢, qui remplit ¢ ¢ quelle que roit la suile o appartenant & L'ensemble con-
sidéré.

On applique ees notions aux nombres irrationnels (e lintervalle (0,1) au moyon
du développement en fractions continues.
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Pour cette définition, et pour d’autres détails, consulter [4], 1, sur-
tout p. 323-324; ici, notons senlement ces trois propriétés, qui sont indi-
spensables pour nos raisonnements:

(j.) L'ensemble N étant fondamental, si Von pose N = R, le nombre
initial ©, n'est pas confinal avec @,.

(Jo) N étant wn ensemble fondamental, tout son sous-ecnsemble de PULs-

sance N est aussi.

(Js) 1l ewiste une suite fize {Pn(w)} de polyndmnes entiers?) convergente
partout el ayant la propriété swivante:

Quel que soit Uensemble fondamental (de nombres irrationnels) N, la
suite {Pn(w)] converge non-uniformément dams tout sous-ensemble de N de
puissance N.

Les propriétés (j,) eb (j,) résultent immédiatement de la définition;
pour la démonstration de (j,) voir [4], p. 329, Théoréme II.

Enfin, X étant un ensemble de nombres réels, convenons de dési-
gner par By le o-corps des ensembles boreliens relativement 3 Y.

2. Lemmes. Démontrons maintenant deux théorémes aunxiliaires.

Lemye I. Soit T une famille densembles contenue dans N of joudssamnt
des propriftés o et o *).

Alors, une fonction F (B) étant & variation bornde dans M, on ui peut
attribuer deuwm fonctions d'ensemble, y(E) et D(E), également & variation
bornée dans, M, de sorie que la premiére satisfasse & Dégalité

1) 2 () = y(BH)

pour tout B <M et pour un certwin ensemble fime H de T et la seconde s’ annule
identiquement dans T.

Démonstration. Représentons par Vp(E) la variation totale de
F(B); Vy(E) est alors une fonction non-négative et jamais décroissante
d’ensemble F, qui est, elle-méme, & variation bornée dans N ([8], p.43,
(ie)-(i1)). De 1& et de la propriété o de T il résulte que, -en posant

A= suprVp(8),
N
on obtient un nombre non-négatif fini, qui est atteint par Vi (E) pour un
certain ensemble H = H de 7. Bn symboles:
(2) A= MaxVu(B) = Vi(H) << 0o (He).

el

}) On peut ajouter: A coellicionts rationnels.

) Prorvrfint o, Une sommie aw plus dénombrable ensembles ‘mppa,rlmmnt a la
Jamille T Tui appartient aussi.

Proeriirt ¢. La différence de dews ensembles appartenant & lo famille T Tui
appertient wussi.

Colloguimm Mathemablown V.2 12


GUEST


COMMTUNTICATIONS

178
On en conclut qu’il est

3) FB) =0 lorsque BCUW—H, BT,

Iy

car la relation F(B,) 5= 0 pour un certain B = X, assujetti & ces condi-
tions entrainerait Vp(#,) > 0 et, comme EH =0,

Ve(H+B) > Vp(H)=1 ((H+H)eT),

contrairement & (2).
Done, si 'on pose

(4) B(H) = FLE(M—H)] (BeM),

la fonction &(F) satisfaira anx conditions du Lemme I en vertu de (3)
et de la propriété ¢ de T.
Il en est de méme de la fonction

(5) 2(B) = F(BH) (Be),

qui remplit évidemment (1) et qui est & variation bornée dans M.
Le Lemme I est ainsi démontré.

LemmE IT (Théoréme d’Bgoroff généralisé, [3], p. 34-35).
Prémisses.
(o)) Sost W(E) une fonction o-normale dans M;

(&2) Soit f,(%) — f(®) (weM) une suite convergente de fonctions réelles
mesurables relativement ¢ M; :

(ot3) Soit & >0 un nombre arbitraire.

Thése. By étant un ensemble de M pour lequel ¥ (I,) 0, il ewiste
un ensemble B, ayant les propridiés suivantes:

(B1) B, C By, By MM
(Ba) BB > [P (B}l — 0
(Ba) {fnl®)} comverge uniformément dans B,.

Démonstration. Pour le démontrer, choisissons tout d’abord un
entier positif m, de sorte que lon ait

00

1
(6) Dl <t

Kml
Cela fait, pogons

(7) -Rn_m =

s

; {lfﬂH(w)"‘f(w)l = "2’!7:"—;{)351?0}

==l

i
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pour 7 =1,2,..., m=1,2,... et considérons la suite d’ensembles
By = Rppmger (n=1,2,...).
Selon (x,), tous ces ensembles appartiennent & 9N ; selon (7 ), on a les
relations Ry, D Ry, et imRL = 0 qui entrainent Pégalité
o

(8) By= ) (Bre—Rhe) (n=1,2,..);
§=0
gelon. («), on a Vi (RI) < co. Il en résulte que la série

oo

D) ¥ (BL—EL )l

=]
est convergente en vertu de la formule (8) (avee % = 1) eﬁ de Ia notion
méme de fonction % variation bornée. Par conséquent, il existe un indice
n = n, tel que '

3 1
D Bl = B )] < s

=0

d’aprés Uégalité (8) pour n =y, on en conclut comme ei-dessus que
Pon a |W(R;))| < 1/2™0*" conformément & Vindgalité () (avee I =W et
En = quml+n—l_Ralv,1+n)-

Congidérons la suite d’ensembles

szt = (R"I.mﬂ+1+R”,mo+ﬂ)_Rn1,mo+1 (’IL = 1, 2, . ..).

On 2 encore:

RO R, NmRL=0,
N300

-be = Z’(R:+S_R3L+s+l) pour n=1, 2, ceny

=0
V(B < oo}

done, en raisonnant comme auparavant, on détermine un indice n — Ny
tel que ’on ait

2”" 1

2 2
H}(Rnﬂ-s*‘an-)-u-l)l < W;

8=0

d’ol
1 -

'2’1»10 +7

¥ (Bl <
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Dune maniére générale, on définit par induction une suite {n}
dindices naturels et une suite {R } de sous-ensembles de B, satisfaisant

aux conditions:

R,’,ihec.m, RZICRLI =0 pour k#I,
1 > R
i \ !
]':p (Rﬁk” < W, ZRnk == Z .Rr),]‘.,’llln—{ Jre
k=1 Jo=1

De 13 résulte, en vertn de (6) et de la o-normalité supposde de ¥,
linégalité

Toe=l

En posant

o0

El = EO'— E Rn,‘.,,7710+16;

k=1

on obtient un ensemble satisfaisant & (B;)-(Bs)-
Ta démonstration est peu différente de celle du Théoréme d"Rgorofi.
Te Lemme II se trouve ainsi démontré.

5. Problémes de Dexistence. Dans la Note présente, je' reprends
les problémes de Pexistence de la Théorie de la mesure qui ont été étudids
dés 1929 par plusieurs auteurs.

Abstraction faite de certaines propositions hypothétiques, on a dans
ce domaine deux résultats fondamentanx: M. Ulam a démontré, en 1930,
que, lorsqu'nn espace est de puissance inférieure au prexnier aleph inacces-
sible, il n’existe aucune fonction réelle d’ensemble qui soit o-additive
dans la famille de tous les sous-ensembles de cet espace, sauf des fonctions
triviales ([7, p. 145-146); en 1936, M. M. Sierpifiski ef Szpilrajn-Mar-
czewski ont établi la méme propriété pour la famille des ensembles bore-
liens d'un certain espace métrigue séparable de puissance ¥, ([6], p. 267-
-260).

Ces résultats m’ont suggéré les raisonnements qui vonti suiyre.

Taiorime L. 11 est supposé que:

1° Le nombre cardinal N = m = R, est inférienr w plus peliv aleph
inaccessible;

9° F(B) est une fonction o-normale dans la famille de tous les sons-
-gnsembles de NL.

Dans ces hypothéses:

A8 F(E) sannule pour tout ensemble se composant dwun sewl éé-
ment, elle s’annule identiquement.
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B. 8%l existe un élément x, de N tel que F((x,)) # 0, alors il ewiste
une fonction totalement singuliére x(H) et wn ensemble au plus dénombrable
E,y, B, C N, satisfaisant aus conditions

(9) IF(B)] < |x(B) (BCM)
et
(10} F(By) = x(Ey) # 0.

Démonsgtration. Selon 20 F(E) est & variation bornée; nous pou-
vous donc appliquer le Lemme 1.

Admettons que, dans ce Lemme, 7' représente la famille de tous lex
engembles dénombrables de Uespace )(; alors on a, pour lensemble H
qui figure dans les formules (1)-(5), H < %,. Par conséquent, comme W
est indénombrable, la fonction y(E) définie par (5) est totalement singu-
lidre en vertu de (1) et de la Définition I (avee M == H). De plus, les
fonetions définies par (4)-(5) satisfont a D'inégalité

(11) |F(BY < [ (B)|+]9(8)]

pour chaque fonction F(F) satisfaisant & Uinégalité («).

Cela étant, supposons que nous ayons déjd démontré le cas A eb
que, pour une fonction s-normale F(E), la condition exigée dans le cas
B soit réalisée. Alors la fonction @(F) ¢’annule identiquement, car elle
satisfait aux conditions du cas A en tant que o-normale (lorsque I'(I)
I’est) et disparaissant en tout point. La formule (11) se confond alors
avee (9).

Drautre part on a daprés (2): Vyp(H) > V(o)) = 1B ()] >0;
par conséquent, il existe un ensemble B, C H, donc au plus dénombrable,
tel que F(B,) # 0 et, en vertu de (5), y(B,) = F(B,H) = F(F,). De li
ta formule (10).

Le cas B ce trouve ainsi démontré.

Pour achever la démonstration dun Théoréme 1, reste 4 démontrer
le cas A. Or, la condition 1° admise, il n’est quune conséguence immé-
diate du Lemme II, [5], p. 47, rapproché de Dinégalité ().

Le Théoréme I est entiérement démontré *).

Lorsque F(B) > 0, la formule (9) donne 0 < F(E) < (), ce qui
devient, pour les fonctions F non-décroissantes: F(H) = x(F). On en
tire ce

COoROLLAIRE 1. 8%l n'ewisie aucun aleph inaccessible <m = Wi,
il n'eiste dans Uespace “N{ aucune mesure extérieure ' (B) qui soit & va-
riation bornée et qui disparaisse powr tout ensemble composé dun seul élé-

4) Comp. [2], surtout le Théordme I et ses conséguences, p., 232-234.
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ment, souf celles qui sont représentables par des fonctions tolalement singu-
litres, u'(F) = y(E) = y(BD), ot D est au plus dénombrable.

Vu [5], (i), p- 43, ceci implique le résultat préeité de M. Ulam.

Démontrons maintenant un théoréme analogue pour les fonetions
g-normales définies dans les o-corps boreliens de certaing espaces singu-
liers.

THEOREME II. Il est supposé que:

1° N est un ensemble fondamental de nombres drrationnels;

F(B) est une fonction o-normale dans By.

Dans ces hypothéses:

A. 8i F(B) sonnule pour tous les ensembles H de By de puissance
< N, elle s'annule identiquement.

B. 5% existe un ensemble B de la famille By tol que B < N ot /() # 0,
alors il existe une fonction x(l]) totalement singuliére dans By et un ensemble
B de By de puissance < N satisfaisant auw conditions |F(B)| << |x (B
(BeBy) et F(E') = y(B) # 0. .

Démonstration. Posons dans le Lemme It 9 = N, M=y,
T = famille des engembles de By qui sont de puissance < .

Cettie derniére position est légitime puisque la famille 7' aingi dé-
finie jouit évidemment de la propriété ¢ et, daprés (j,), de la propriété
o. On aura alorq, pour I’ensemble H que ]’on rencontre dans les formules
(1)-(5), H<¥N.

Cela étant, on prouve en raisonnant comome plus haut que, pour
ce Théoréme de méme que pour le Théoréme précédant, la démonstra-
tion se rameéne & celle du cas A. .

Nous avons done une fonction F(Z) qui est o-normale dans By et
qui s’annule pour tout ensemble ¥ tel que BBy ot T < N. 11 est & démon-
trer qu'elle s’annule identiquement.

A cet effet, supposons qu’il existe un engemble K, appartenant i By
el tel que F(Z,) % 0; on a alors par hypothdse B = N, d’ou il résulte
en vertn de 1° et (32) que Pensemble K, est fondamental.

Définissons les ensembles I, par la formule

(12) - By = B|Py(»)

i

> T ;'lve,ly‘(,} (m=1,2,.. .5 k=]

ou P, (x) sont les polynomes qui figurent dans (j,) et 7, parcourt tous les
nombres rationnels, et désignons par K le plus petit- o-corps contenant
la- famille {E‘,uc}.,(‘lomme les ensembles (12) sont ouverts dans H,, on &

s - RC By, C By

iom
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Posons
(14) fule) = Pu(o|By),
(15) fl@) = limfy(n) (@),
(16) Y(E) =;’TJZJ) pour HeR,
(17) 0 = F¥(E)

Alors, #i 'on pose encore, dans le Lemme IO, M = B, et M =K,
on obtient une réalisation exacte des prémisses («;)-{ag).

Soit B, un ensemble satisfaisant aux conditions (B,)-(Bs). D’aprés
(8,) et (17), on a [P (H,)| > 0. D’aprés (13) et (16), la fonctlon 'I’(E) est
définie pour tout ensemble B de M eb ’annule lorsque B < F; d’aprés
(By), on & done nécessairement F; = §. Il en résulte en vertu de (B)
et (14)-(15) que la convergence de la suite {P } est uniforme dans
un ensemble de puissance N, contrairement & (js).

Cette contradiction démontre que, dans le cas A, la fonction F(B)
disparatt identiquement. Ceci achéve la démonstration du Théoréme II.

On en déduit facilement les Corollaires qui suivent:

CoROLLAIRE I1. N étant un ensemble fondamental de mombres irre-
tionmels, il m'existe, dans la famille des fonctions réelles définies dans By,
aucune fonction qui soit a-normale dans By et qui s’annule pour fout ensemble
de puissance < N, sauf la fonction identiquement nulle.

La classe de- fonctions envisagée dans ce Corollaire renferme évi-
demment celle de fonctions o-additives sonmises & la méme restriction.

CorOLLAIRE III. Il n'existe, dans lo méme famzlle qu’ auparavant,
aucune fonction F(H) qui soit:

1° g-normale dans By,

2° non-négative,

3° non-déeroissante,

4° difjérente de O pour un certoin ensemble de puissance < N,
sauf celles qui somt représentables par des fonclions totalement singuliéres
dans By:

F(B) =y () = y(EH)

ot H est de puissance < .

(EE%N)y
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ON THE INTERSECTION OF A LINEAR SET
WITH THE TRANSLATION OF ITS COMPLEMENT
BY
S.SWIERCZKOWSKE (WROCEAW)

(@, b) denotes the closed interval {#:a < » < b} and [a,b] denotes
the get of integers which belong to (a, b). The set [a, b] is also called an
interval. If B is a set of numbers then we denote by F, the translated
set {a+1: meE}. For a finite set § let |8| be the number of elements in §.
For a Lebesgue measurable set Z we denote by mZ the measure of Z.
‘We suppose now that X is any measurable subset of an interval I = (a, b),
that ¥ = I\ X and that similarly 4 and B are any complementary sub-
sets of [1,¥]. It is the purpose of this paper to prove the following the-
orems:

TurcoreM 1. There exists such an integer n that
N — A
(1) [urBl > - (2—V4~10]4]|B]/NY).

THEOREM 2. There ewists such a number t that

(2) WX,AY) = 1"55(2—V4—10meY/(m”133).

Estimations similar to that which we give in Theorem 1 were first
considered by P. BErdos and P, Scherk!). P. Erdés found that if | 4| = | B,
then max M, > N/8 where M, = |4,~B|. This was improved by

P. Scherk, who obtained maxM, >N (2——1/5) /4. From Theorem 1
n

follows the stronger result maxM, > N(4—V6)/10.
1

Jan Mycielski proved that if X, ¥ are measurable subsets of the
interval I = (0, 1), then for some t

m(X,~Y) = 1-Vi—mImY.

1y P. Erdds, Some remarks on number theory, Riveon Lematematika 9 (1955),
p. 45-48.
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