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that for each i, 0 <t <1, ¢ is a homeomorphism of the plane onto
itself, ¢, is the identity mapping, and g, carries B onto the circumference
O = {z:|2]| = 1}. Because the mapping 2z —fr(z)—z = ,fr(2)—q,(2) is
an inessential map of X, so is #— q;/r(2)—¢.(#), and hence the map
w— g frg7 (w)—w is an inessential map of ¢,[X]. Letting s denote
the mapping ¢,frq,”" restricted to the circumference C, we see that s
is continuous and fixed point free, carrying C into {¢:]2| < 1}, and that
w— s(w)—w is inessential on C. But since s(w) belongs to the disk
{z:l2] <1}, the argument of [s(w)—w]/[—w] is in absolute value less
than #/2. It follows that w— [s(w)—w]/[—w] is inessential, and hence
w — —w i3 inessential. But this is a contradiction, since it is known that
the latter mapping is essential.
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SUR LES SUITES CONVERGENTES DES SOMMES PARTIELLES
DES SERIES TRIGONOMETRIQUES
PAR
D. MENCHOFF (MOSCOU)

Soit
(1) D) un(@)

une série dont les termes sont des fonctions mesurables, finies presque
partout dans un segment [a, b]. Posons

2) Qu(@) = D u(a) (n=10,1,2,..)

et introduisons la définition suivante:

Détinition 1. Nous dirons qu'une fonction '¢(x) = ¢(z, E), défi-
nie presque partout dans un ensemble £ C [a, b] () de mesure positive, esb
une fonetion limite de la série (1) sur Pensemble E s'il existe une suite crois-
sante de nombres entiers et positifs gz, ¥ = 1,2, ..., telle que

3) llfiangk(x) =g(@).

presque partout dans E.

Considérons un ensemble M = {gp(x)} de fonctions mesurables ¢(x)
dont chacune est définie dans un ensemble F C [a,b] de mesure posi-
tive. On peut obtenir la condition nécessaire et suffisante pour que len-
semble M soit celui de toutes les fonctions limites d'une série trigono-
métrique

)

o, .
2 +Z (an cosnz -+ b, sin nw)

=1

(4)
sur I’ensemble E.

(1) En diswnt qu'uno fonction ¢(x) est définie presque partout dans un ensemble
E, nous admettons la possibililé que ¢ (#) = -+ oo ou @(x) = —oco sur un ensemble
de mesure positive,
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- Pour énoncer cette condition, nous aurons besoin des définitions
suivantes:

Définition 2. Nous dirons qu'une fonction f(x) définie presque
partout dans I'ensemble I est un élément limite de Uensemble M = {qy(w)}
aw sens de la convergence presque partout sur Densemble I &'l existe une
suite de fonctions g,(x)e M, n =1,2,..., qui converge vers f(x) presque
partout dans Z.

Définition 3. Nous dirons que ’ensemble M = {p(x)} de fonctions
o(x), définies presque partout dans un ensemble E de mesure positive
est fermé au sens de la convergence presque partout sur I si toutes leg fone-
tions qui sont des éléments limites de 1’ensemble I au sens de la conver-
gence presque partout sur # appartiennent 4 cet ensemble M (2).

On peut démontrer le théordme suivant:

THEOREME 1. Soit M = {p(2)} un ensemble de fonctions mesurables

) définies presque partout dans un ensemble B C [—mn,n] de mesure
positive. Pour que Vensemble M soit celui de toutes les fonctions limites sur
B d'une série trigonométrigue (4), il fout et il suffit que M soit fermé
au sens de la convergence presque partout sur B (cf. [2], p. 778).

La premiére partie du théoréme 1, c'est-d-dire la démonstration
que la condition énoncée dans ce théoréme est nécessaire, peut étre déduite
du théoréme suivant: ‘

. THEOREME 2. Supposons que les termes de la série (1) soient des fone-
tions mesurables, finies presque partout dans un segment [a, b, et soit B
-un _ensemble vérifiant les conditions

BCla,b],

Dans ces conditions, Pensemble de foutes les fonctions limites sur B de

la série (1) est fermé au sens de la convergence presque partout sur B (voir
121, p. 778).
" Pour démontrer la seconde pa.rtm du théoréme 1, c’est-d-dire que
la condition de ce théoréme est suffisante, on peut se servir dun
_théoréme .dont 1'énoncé exigera quelques définitions,

Définition 4. Soit

(8) hil@), (@), .oy fal@),

une suite de fonctions: mesurmbles définies presque partout dans un seg-
ment [a, b]. Nous dirons qu’une fonction mesurable J F(x)y définie presque
partout dans [a, b] est une limite supérieure en mesure sur [a, b] de la
suite (5) si elle vérlﬁe les condmons suivantes:

mes® > 0,

; (4) L’unsemble v1de ot I'ensomble contenant un. nomble fini d’éléments sont
fermés au sens de cotte définition.

e ©
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a. pour toutes les fonctions mesurables @(z) définies presque par-
tout dans [a, b]

(6) limmes {B[/,(z) > ¢(2)]-Elp(z) > F(2)]} = 0();

b. pour toutes les fonctions mesurables v (x) définies presque par-
tout dans [a, b] et telles que mesE[F(z) > w(x)] >0

) limmes {B[f,(z) > p()]-B[F(2) > p(x)]} > 0.
N—>00

Définition 5. Nous dirons quune fonetion mesurable G(z) dé-
finie presque partout dans un segment [, b] est une limite inférieure
en mesure sur [a, b] de la suite (5) lorsque —G () est la limite supérieure
en mesure sur [a, b] de la suite de fonctions — fn(2), n =1,2,... *.-

On peut démontrer que les limites supéricure et inférieure en mesure
de la suite (5) sont définies d’une fagon univoque presque partout dans
le segment [a, b] et possédent la plupart des propriétés des limites supé-
rieures et inférieures ordinaires (ef. [1], §2, p. 6-15, théorémes A; B, C,
D et E).

Définition 6. Nous dirons que les fonctions mesurables F(x)
et @(x), définies presque partout dans [a, b], sont des limites supérieure
et inférieure en mesure sur [a, b] de la série (1) lorsque F(x) et G(x) sont
égales respectivement aux limites supérieure et 1nféneu:re en mesure des
sommes partielles de cettie série.

On peut démontrer le théoréme suivant:

TatoriME 3. Soient F(x) et G(x) des fonclions mesurables définies
presque pariout dans le segment [—m, n] et vérifiant Pinégalilé

(8) G(x) < F(x)

presque partout dans ce segment. Désignons par B un ensemble de mesure
positive, apparienant & [—m, ], el soit M = {p(w)} wn ensemble de fonc-
tions mesurables g(z) définies presgue partout dans B et vérifiant lo condi-
tion

(9) ‘ Gz) < pla) <

presque partout dans cet ensemble. Supposons que M soit fermé au sens de
la convergence presque partout dans X.

Alors, on peut déterminer une série trigonoméirigue (4) qui posséde les
propriétés suivanies:

< F(x)

(3) E[...] désigne, commo d’habitude, V'ensemble de tous les pomts z de l'in-
tervalle [a, b] satisfaisant & la condition entre parenthéses.
(%) Les détinitions 4 ot 5 ont 6té donnéos dans [1], §1, p. 4
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1° M est Vensemble de toutes les fonctions limites sur I de la série (4).

2° Lorsque, pour une suite croissante de mombres eniiers et positifs
g, k=1,2,..., la suile correspondante des sommes partielles S, (x)
de la série (4) converge vers une fonction f(x) presque partout dans un en-
semble ¢ C B, mese> 0, on peut trouver wne suile de fonctions ¢,(x)e M,
n=1,2,..., telles que

(10) iim pu(®) = f(2)

presque partout dans e.

3° F(x) et G(x) sont respectivement les limiles supérieure et inféricure
en mesure sur [—m, n] de la série (4).

4° On a
(11) lima, =0, limbd, = 0.
N—>c0 N—r00
5° Lorsque U'ensemble
(12) H = ([—w, z]—E)-B[F(2) > ¢ (=)]

posséde une mesure positive, la suite des sommes partielles Sy, (2)y b =1,2,...,
de la série (4) ne tend presque partout dans H vers aucune limite délerminée
(finie ow mom), quelle que soit la suite croissante de mombres eniiers el posi-
tifs m, B =1,2,... ().

11 est clair que le théordme 1 est une conséquence immédiate des
théorémes 2 et 3.

Nous allons énoncer quelques conséquences du théoréme 3. Tout
d’abord, nous introduirons la définition sujvante:

Définition 7. Soit K un ensemble de points (z,y) dans le plan.
(Nous considérons aussi les couples (z, +-o0) et (2, —oo) comme des
points du plan).

Nous dirons que ’ensemble K est fermé dans le sens vertical lorsque,
pour chaque nombre réel , ensemble K, de toutes les valeurs y véri-
fiant la condition (v, y)eK est un ensemble linéaire fermé )

On peut démontrer le théoréme suivant:

THEOI{..EM‘_E 4. Soit K un ensemble plan, fermé dans le sens vertioal,
dont la projection sur Page de x coincide avec le segment [—=n, =]. Supposons

(5) Le théordme 3 ost une généralisation de I'un des théordmos énoncéds dans [21.
(%) L’ensemble K, peut contenir les valours Y= -+oc0 ot y= —o0; il peut
aussi étre vide. ’
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que les fonctions mesuratles F(x) et G(x) définies presque partout dans
[— m, 7] soient telles que pour chaque x ¢ [—n, 7], sauf peut-élre sur un
ensemble de mesure nulle, Vinégalité

(13) G(x) <y < Fla)

est vérifide, quelles que soient les valeurs de y pour lequelles (x, y)eK.

Supposons enswite que M = {p(2)} soit Vensemble de toutes les fonctions
mesurables ¢ (x), définies presque pariout dans [—m, n], pour chacune des-
quelles on a

(14) [z, p(@)] <K,

quel que scit ze[ —m, ], sauf peut-étre sur un ensemble de mesure nulle(?).

Dans ces conditions, il existe une série trigonomélrique (4) qui posséde
les propriétés swivantes:

A. M est Vensemble de toutes les fonctions limites sur [—m, n] de la
série (4). ’

B. Lorsque, pour ume suite croissamie de mombres entiers ct positifs
m k=1,2,..., la suite ccrrzspondante des sommes partielles Sy, ()
de la série (4) converge vers une finction f(x) presque partout dans un ensem-
ble e C [—m, ], mese > 0, on peut trouver une suite de fonctions gy () e M,
n=1,2,..., telle que
(15) lim g, (#) = f(@)

. N—00

presqne partout dans e.

C. F(x) et G(x) sont respectivement les limites supérieure et inférieure
en mesure sur [—m, ] de la série (4).

D. On o (cf. [4], §1)

(16) lima, =0, limd, =0.
X N—rc0 N—>00

Considérons deux cas particuliers du théoréme 4.

THEOREME 5. Quelles que soient les fonctions mesurables F(z), G(x)
et ylx), 1 =1,2,...,p, définies presque partout dans [—mn,n] et véri-
fiant la condition
(17) Gz) <pl) <Fl®) (=1,2...,p)
presque partout dans ce segment, on peut déterminer une série trigonomé-
irique (4) qui posséde les propriétés suivantes:

(") Nous désignerons par [z, ¢(z)] un point dans le plan dont les coordonnées
sont # et y = @ (x). '
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10 F(w) et G () sont respectivement les limites supérieure et inféricure
en mesure sur [—m,x] de la série (4).

2° Chaque fonction wi(z), +=1,2,...,

sur [—m,n] de la série (4).

' 3° Lorsque, pour une suite croissamte de mombres entiers el positifs
Ny, k=1,2,..., la suile correspondanie des sommes partielles S, (z)
de la série (4) converge vers une fonction f(x) presque partowt dans un en-
semble e C (—a, 7], mese > 0, on peut trouver une valewr des = 1,2, ..., p,
powr laquelle f(x) = y;(@) presque partout dans e.

4° lima, = 0,limb, = 0 (voir [1], §1, p.d).

N—>CO N—00

THHEOREME 6. Soient F(x) ef G(x) deun fonctions mesurables définies
presque partout dans [—m, n] et vérifiant Vindgalité G (@) < F(x) presque
partout dams ce segment. Désignons par M = {p(x)} Vensemble de toutes
les fonctions mesurables o(x) définies presque partout dans [—m, n] et vé-
riftant la condition

p, est une fonction limite

as) ¢(2) < pl@) < F(o)

presque partout dans ce segment.

Alors on peut déterminer une série tmgonoméimque (4) qui posséde les
propriétés suivantes:

1° M est Densemble de toutes les fonctions limites sur [—o, =] de la
série (4).

2° F(x) et G(x) sont respectivement les limites supérieué‘e et inférieure
en mesure sur [—mu, 7] de la série (4).

3° hmun =0, hmb =0 (voir [1], §1, p. 5, 6).

Nous avons dé]a, donné la définition de la fonction limite ¢(z, B)
sur un ensemble # d’une série (1) dont les termes sont des fonctions me-
surables, finies presque partout dans un segment [a,b] (définition 1).
Dans cette définition, nous ‘avons supposé que FE C [a, d], mesE > 0.

Soit @, (), & =1,2,..., une suite de sommes partielles de la série
(1) qui converge, d’aprés lm définition 1, vers ¢(x, B) presque partout
dans E. En général, nous admettons la possibilité que cette suite converge
aussi vers une limite déterminée dans un ensemble qui se trouve en dehors
de E. T1 en résulte que, pour chaque fonction limite @lz, 1) de la série
(1) sur-un ensemble E et pour chaque ensemble B’ C E, mes® > 0, la
fonction y(z, E’), égale & (p(w , B) presque partout dans B’ est une fonctlou
limite de la méme série sur '

Soit & présent M = {p(z, )} un ensemble de fonctions mesurables
¢(z, L) dont chacune est définie presque partout dans I’epsemble corres-
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pondant B (). La question se pose de trouver les conditions nécessaires
et suffisantes pour que Pensemble M soit 1’ensemble de toutes les fone-
tions limites d’une série trigonométrique (4). A cet effet, nous introduirons
les trois définitions suivantes:

Définition 8. Soit

(19) Pu(@, By (n=1,2,..)

une suite de fonctions dont chacune est définie presque partout dans
T’ensemble correspondant E,. Posons

(20) E =1lm5E,
N—>00

¢t supposons que P’ensemble ¥ et un autre ensemble B’ vérifient les. con-
ditions N
(21) mesE > 0, mesE >0, mes(H—F) =0.

Nous dirons qu'une fonction cp(w,E’) définie presque partout dans

Pensemble E' est un élément limite au sens large de la swite (19) lorsque

(22) lim g, (2, B,) = ¢(z, ')

presque partout dans 7' (°). .

Définition 9. Soit M = {p(r, B)} un ensemble de fonctions ¢(z, E)
dont chacune est définie presque partout dans un ensemble carregpondant
E, mesEl > 0. Nous dirons qu’une fonction f(xz, B') définie presque par-
tout dans un ensemble B’ de mesure positive est un élément limite au
sens large de Pensemble M lorsqu’il existe une suite de fonctions ¢, (z, B,),
appartenant & M pour laquelle f(z, B') est un élément limite au- sens
large.

Définition 10. Supposons que l'ensemble M = {¢(z, H)} wvérifie
les mémes conditions que dans la définition 9. Nous dirons que M est
wn ensemble fermé au sens éroit lorsqu’il contient tous ses éléments hn:utes
au sens large.

On peut démontrer le théoréme suivant:

TrtoriME 7. Soit M = {p(», E)} un ensemble de fonctions mesu-
rables (2, B) dont chacune est définie presque pariout dans -um -ensemble

(®) Les ensembles F peuvent &tre différents pour des fonctions différentes
@ (@, E).

(%) 11 est 1égitime de parler de la limite de la suite (19) pour m — oo ‘presque
partout dans, B’ puisque, en vertu de (20) et (21), en- chaque point x ¢ F’, sauf peut-
-8tre sur un ensemble de mesure nulle, los fonctions.gq (v, Hy) sont définies A, partir
d’un certain nombre . ; -

Collequium Mathematicum VI ’ 11
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E-C[—x,n] de mesure positive. Pour que M soit l’ensemb.le de tf)utes les
fonctions limites d'une série irigonoméirique (4), 4 faut et il suffit que M
soit fermé au sens étrowt (voir [3], p. 477). ‘

La premiére partie du théoréme 7, c’est-a-dire la démonstration
que la condition énoncée dans ce théoréme est nécessaire, peut étre dé-
duite du théoréme suivant:

" THEOREME 8. Supposons que les termes de la série (1) soient des fonc-
tions mesurables finies presque partout dans un segment [a, b]. Désignons
respectivement par F(x) et G(x) les limites supérieure et inférieure en mesure
sur [a, b] de la série (1). Alors Vensemble M = {p(x, B)} de toutes les fone-
tions limites @(z, E) de celie série vérifie les conditions suivantes:

o M est fermé aw sens éroit.
B. 8i p(z, B)¢M, cette fonction est mesurable ¢t vérifie Uinégalité

<gl@, B) < I(2)

’

(23) G(x)
presque partout dans H.

Y. Si @z, B)e M et si Vensemble H, et la fonction ¢y(x,E,) sont
définis par les relations

B, = EB+E[F(z) =G@)], oz, B)=o¢{z E)

presque partout dans B et

@0, Hy) = F(x)
presque partout dans By—E, la fonction @,(x, By), définie presque partout
dans By, appartient & Uensemble M (voir |3], p. 477 et 478).

La seconde partie du théoréme 7, cest-a-dire la démonstration que
la condition est suffisante, peut étre déduite du théoréme suivant:

THEOREME 9. Soit M = {p(», B)} un ensemble non vide de fonctions
@(x, B) dont chacune est définie presque partout dans un ensemble I C [ —m,m]
de mesure positive. Supposons que M vérifie les conditions «, B et vy du thé-
oréme 8.

Alors il existe une série trigonométrique (4) qui posséde les propriéiés
sutvantes :

a. M est Uensemble de toutes les fonctions limites de la série (4).

b. F(x) et G(x) sont respectivement les limites supérieure et inférieure
en mesure sur [—an, =] de la série (4).

¢. lima, =0, hmb,, =0 (voir [3], p. 478).

N—>00
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Introduisons encore deux définitions suivantes:

Définition 11. Supposons, comme préeédemment, que les termes
de la série (1) soient des fonctions mesura,bles, finies presque partout dans
un segment [a,b]. Nous dirons qu'une fonction f(x) définie presque
partout dans un ensemble B C [a,b], mesE > 0, est une fonction limite
au sens étroit de la série (1) sur Pensemble E §'il existe une suite croissante
de nombres entiers et positifs n;, k = 1,2, ..., qui posséde les proprié-
tés suivantes:

a. La suite des sommes partielles an(m), E=1,2,...
(1) converge vers f(z) presque partout dans F.

b. Pour toute suite croissante de nombres entiers et positifs ny,
k=1,2,..., contenue dans la suite n;, kt =1, 2, ..., les sommes par-
tielles @uy(2), & =1,2, ..., de la série (1) ne convergent presque par-
tout vers aucune limite déterminée (finie ou non) dans lensemble
[a,b]—E.

Définition 12. Supposons que la série (1) posséde les mémes pro-
priétés que dans la définition 11. Nous dirons qu'une fonction Limite p(z, E)
de la série (1) sur un ensemble F est marimale 8’il n'existe aucune autre
fonction limite f(z, E') de la méme série sur un ensemble B’ qui vérifie
les conditions suivantes:

a. ECFE, mes(BE'—FE) > 0;

b. f(z, B) = p(, B)
presque partout dans 1’ensemble H.

11 est facile de démontrer que toute fonction limite maximale de Ia
série (1) est une fonction limite an sens étroit de la méme série, mais la
réeiproque n’est pas vraie (voir [4], §1).

On peut démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 10. Lorsque ¢(z, E) est une fonction limite de la série 1)
sur un ensemble B, il existe une fonciion limite mazimale y(x, H) de la
méme série sur un ensemble H qui posséde les propridifs swivantes:

ECH, gz, H)=09p(,H)
presque partout dans B (voir [4], §1).

En rapprochant la définition 12 des théordmes 7 et 10 on peut encore
obtenir immédiatement le théoréme suivant:

THEOREME 11. Soit M, = {(y(x, €)} un ensemble de fonctions mesurab-
les dont chacume est définie p'resque partout dans un ensemble ¢ C [—mu, n],
mese > 0.

Pour que Vensemble M, soit celui de toutes les fonctions l@'mites
mazximales d'une série trigonoméirique (4), il faut et il suffit quil emiste un

, de la série
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autre ensemble, M = {p(x, B)}, de fonctions o(x, B), tel que les deuw en-
sembles M et M, posscdent les propriéiés suivantes:

1° Chacune des fonctions oz, B) de Densemble M est mesurable et dé-
finie presque partout dans Vensemble correspondant I8 C [ —n, n], mes I > 0.

2° M,C M. :

3° TPensemble M est fermé au sens élroil.

4° Quelle que soit la fonction p(w, €)eM,, nlexiste aucune fonction
rp(w,E)sM' pour laquelle e C H, mes(l—e) > 0 e vz, e) =opx B
presque partout dans e.

5° Quelle que soit la fonction p(@, B) eM, il emiste une jonction y(x, ¢)eM,
pour laquelle B Ce et (z, ¢) = (2, ) presque partout dans .

6° Lorsque {x, ¢)eM, ot ¢ Ce, mes(c—e¢') =0, la fonction g(z, e'),
égale & (x, e) presque partout dans ¢, appartient ausst & Vensemble M.

La question se pose de trouver les conditions nécessaires et suffisan-
tes pour qu'un ensemble M = {p(z, )} soit celui de toutes les fone-
tions limites au sens étroit d'une série trigonométrigue (4) (P 249).
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THE SENTENTIAL CALCULUS
WITH INFINITELY LONG EXPRESSIONS

BY
D. SCOTT (PRINCETON, N. J.) axp A. TARSKI (BERKELEY, CALIF.)

The results given in this note are esgentially the observations pre-
viously made by the anthors coneerning the equational identities in Boo-
lean algebras with infinitary operations and in particular the relation
between the identities holding in the two-element algebras and those
holding in arbitrary Boolean algebras. These remarks, however, are re-
formulated here in terms of the syntax of the sentential caleulus with
infinitely long formulas. It is to be noted that the discussion of the sen-
tential calculus is part of a comprehensive study concerning the syntax
of the predicate logic with infinitely long expressions which has been
undertaken and carried out by Mrs. Carol Karp. The results of Mrs. Karp
have not yet been published, but they were presented in the seminar
in the foundations of mathematics conducted by L. Henkin and A. Tarski
at the University of California at Berkeley in the fall semester of 1956 (*).

Let @ and f be cardinal numbers. (We shall identify the cardinals
with the initial ordinals of their respective number classes). The sentential
calculi considered will have p different sentential variables and will per-
mit the formation of well-ordered conjunctions and disjunctions in all
lengths less than a. The case where a = § = o is simply the ordinary cal-
culus. The case where a — o, retains much analogy with the ordinary
case and is examined in detail. The cases where a >> w; and § > o present
some peculiarites which require the reformulation of the definition of

() This note is a summary of a lecture given by the authors at the Summer
Institute of Symbolic Logic at Cornell University in July 1957; it appeared under
the same titlo, though in a somewhat shorter version, in Swmmaries of talks presenisd
at the Summer Institute of Symbolic Logic in 1957 at Cornell University, vol. 1, p. 83-89
(mimeographod). The results of this note were obtained and the note was prepared
for publication while Tarski was working on a research project in the foundations
of mathematics sponsored by the National Seience Foundation. For a Boolean algebraic
formulation of the results sce the abstracts Scott [7] and Tarski [10]. Some remarks
concorning the predicate logic with infinitely long expressions (which is not discussed
in this note) can be found in Tarski [11]. .
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