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(d) Le résultat est démontré (quel que soit 1) pour 6 > 4; supposons
done 6 < 4. On sait (cf. [2]) que 0€e8 est la condition nécessaire et guffi-

sante pour avoir }'sin?mf™ < oc et aussi bien
=1

(8) D sin?a6"P () < oo,

N=0
P (6) étant un polynéme en 0 & coefficients entiers rationnels. Supposons
0eS et A =P(6)/Q(0) =P[Q. Nous allons montrer que, sauf les excep-

tions indiquées, on a lim|y.(u)y.(Au)| > 0; il sensuivra que dv est sin-
U—>00

guliére. Considérons
4(P0") = [ [ cos*aP¥ [ ] cos2mPt;
=0 J=1

d’aprés (8), cette expression tend vers une limite non nulle quand # — oo
& la condition nécessaire et suffisante que, pour aucun entier jZ0, on
nait PE = }(mod 1) (condition A (P)). Supposons qu'on n’ait ni A(P),
ni 4(2"1—") (k entier > 0); alors il existe des entiers j, &, u, v tels que
PE = (2p+1)/2 et 2°PE" = (2v+1)/2, dome 0% = 2F(2u+1)/(20+1);
on en conclut aisément que k—j =1 et v =0, donc = 2(2pu+1);
soit, compte tenu de la restriction 0 <4, 6 =2 ou 0= 4. En dehors de
ces cas, on vérifie que T'une au moins des trois circonstances suivantes
est réalisée: A(P) et A(Q); A(2P) et A(2Q); A(4P) et A(4Q). En po-
sant suivant les cas u = Q0", w = 2Q6" ou w = 4Q0™, on voit que
y3(u)y?*(u) -1 % 0 quand n — co. D’out (d), ce qui achéve la démon-
stration du théoréme.
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SUR UNE PROPOSITION
EQUIVALENTE A I'H YPOTHESE DU CONTINT
PAR
J. POPRUZENKO (LODZ)

Soit € ensemble composé de toubes les suites s = (71, Nay «.«y My )
d’entiers positifs tendant vers 1'infini:

(1 mnni = oo.

s eb = (Mg, Myy .., My, ...) btant deux éléments de &, écrivons

(2) s>1
lorsque limm;/m; = oo, et dans ce cas seulement. Nous dirons alors que
4300

la vilesse de la croissance de la suile s est plus grande que celle de 1.

La relation (2), qui est transitive et non-refléxive, établit dans &
un ordre partiel. Démontrons gqu’elle jouit de la propriété fondamentale
que voici:

LEMME (comp. [2], 1). N étant un ensemble au plus dénombrable C &,
il ewiste deux éléments de &, s et 1, tels que
(3) t> N> s().

Démonstration. La formule i3> N étant facile 4 démontrer,
il ne g’agit que de la formule N > s. En voici une démonstration directe,
proposée par E. Marczewski.

Soient f, n}, ..., nl, ...
a N.

On peut déterminer une suite d’entiers positifs:

(j =1,2,...) toutes les suites appartenant

(4) Ll< N <Ny <Ny<..n
telle que

(B) mg=md j=1,2,...,m;m=1,2,..

pour &= Np;

(1) Cest-a-dire que ¢3> p>s pour tout pelN.
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Posons
(6) m; = Vmin(n},nZ,...,n")

La suite s = (n,, nq, ...) satisfait aux conditions du Lemme. Car:
1° il résulte de (5) que n; = m lorsque N, <¢ << Np,y, doit d’aprés
(4), my— o0;
2° en vertu de (5)-(6), on a al'/n; > Val* pour ¢ > Ny, (m=1,2,..),
done limnf/n; = co.
t—>00

pour Np<t< Np;m=1,2,...

Le Lemme étant ainsi démontré, on en conclut qwil existe, pour
tout ensemble ordonné relon la relation (2) en type wy--w, représents
dans la forme

e PP PP PUL . ... (N< ),

deux éléments p = p, et ¢ = 4., de € tels que Pon ait

Pog = 2P0 > . P20 > > .. >0 >... >0y, (n< ),

et qu’il en est de méme de tout ensemble dont le type d’ordre est y*-|- Yy
ol y désigne un nombre ordinal dénombrable; car cela résulte de la re-
marque précédente rapprochée du fait qu’un y limite est confinal avec [

Cependant, il en est autrement lorsque y est indénombrable.

Soit w, le nombre initial de puissance du continu. Considérons la
propogition (P) suivante:

ProrosITION (P). Il existe un sous-ensemble H de &, ordonné selon
la relation (2) en type w;+ w, et jowissant de la propriéié suivante:

On peut attacher & tout élément p de & deux éléments de H, t ets, de
fagon que: ‘

1° p satisfasse & la condition t >p >s;

2° Vensemble des éléments » de H qui satisfont & la condition
{7) P>z >s
soit aw plus dénombrable.

Notre but est de démontrer le théoréme que voici:

TaBorREME. L'égalité 2% = R, est dquivalente & la Proposition (P).

Démonstration. I. L’égalité 2% —= R, entraine Ia Proposition (P):

Soit p une relation d’ordre partiel, définie dang Pespace ¢; suppo-
sons p assujetti & la condition suivante:

(T) Quel que soit Pensemble M (M C €) de puissance < 8y, 4l existe
un élément q de € tel que ppg pour tout pel.

Supposons de plus que 2% — .
. 'Comme 6‘—_—2*‘0, nous pouvons affirmer que, dans ces hypothéses,
il existe une suite transtinie {Po}pcay formée ’éléments de &, bien ordonnée

.
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selon la relation ¢ (2) et contenant, pour tout pe&, un terme p, tel que
pep, ([11, p. 148-150, Lemme; on y pose [ =, m = 2% et u =1).

En interprétant la relation abstraite p comme définie par (2) et en
appliquant le résultat précité, ce qui est possible d’aprés le Lemme
(formule (3), c6té droit) et la propriété () de p, on conclut qu’il existe
une suite transfinie d’éléments de &,

(8) S >8>...>8>... (<),

qui contient pour tout peé un LI dépendant de p tel que p > 5y,

Pareillement, en interprétant p comme la relation d’ordre, inverse de
(2), et en g'appuyant sur le membre gauche de (3) rapproché de (x), on
détermine une suite

(9) h<h<...<,<... (<)

ayant la propriété analogue relativement & la relation d’ordre <.

Au surplus, on peut supposer dans (8)-(9) que s, = #y; car §’il n’en
était pas ainsi, on pourrait déterminer, pour un sye ¢ donné d’avance,
les termes s, et 7, de sorte que l'on ait sy > Sg;s S < Iny et — ceci fait —
remplacer (8)-(9) par les suites:

(& < o),
(7 < ),

So> S5y > Sgg1 > e >8>
8§y Ly Lly 1 <o <8 <0

ayant les mémes propriétés que (8)-(9).
L’égalité s, = f, admise, on prend pour H la totalité des termes qui
figurent dans la formule ) .

(10) .2t >...20,> ... >h>H> ... >8>... (8§ < w1, < wg)

ot Ton vérifie de suite, Vi w; = w,, que I'ensemble H satisfait alors aux
conditions de la Proposition (P), qui se trouve ainsi démontrée.

II. La Proposition (P) entraine I'égalité 2% = ¥;.

Admettons que la Proposition (P) soit vraie. L’ensemble H qui y
figure ayant le type d’ordre w; + o, on peut le metitre sous la forme (10),
les termes s, et ¢, supposés définis pour toub £ < w, et tout n < ..

Soit & un nombre ordinal satisfaisant & l'inégalité 0 < & < w,; dé-
signons par K, I’ensemble de tous les termes s, de (10) avee 0 <y < &

Il est & démontrer que .

(11) K. < %

(?) Cest-d-dire que I'inégalité ¢ < ¢’ entraine toujours pgp Py-
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Soient % et s, t>s, deux éléments distinets de (10); désignons

par (1, s) lengemble de tous les éléments » de (10) satisfaisant & la condi-
tion (7). .
Considérons 1'6lément s, de (10). D’aprés les conditions 1°-2° il
existe deux termes de (10), ' et s, tels que 'on ait ¢’ > s, >, (& < &)
et que Iensemble (¢,s.) soit au plus dénombrable. Lorsque ¢’ = s,
ou t' =1, (0 < 7' < w,), la formule (11) est démontrée, car on a dans
tous les deux cas linclusion K, C (&', ).

Supposons done que l'on ait ¢’ = g, & > & > 0, eb (55, ;) < ¥,.

Au besoin, on reproduit le raisonnement préeédent pour s, ce qui
fournit 'ensemble (s, s;,) olt I'indice &, satisfait & L'inégalité

(12) §> 6> 6>0

et (Sg, 8g,) < -

A cause de (12), ce raisonnement ne peut étre répété qu’un nombre
fini de fois, car, s’il n’en était pas ainsi, il existerait tne suite infinie de
nombres ordinaux décroissants,

£1>£z>§4> §6>.-.>0,

ce qui est impossible. On obtient done finalement un engemble de la forme
(t'y 82x-1), ol l'on & 80it ' = 8y = s, 8016 ¥’ =1, eb (¥', 8op—y) < Wy.

On a done en tout cas

K, C (855 8) +(8g,5 Sgg) -4 (¢ San),

ce qui implique (11).

Le nombre ordinal £ < w, étant choisi arbitrairement, il en résulte
que o, = w;, c'est-a-dire que 2% = §,.

Le Théoréme est entiérement démontré.
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ON A PROBLEM OF W. KINNA AND K. WAGNER

BY
A. MOSTOWSKI (WARSAW)

‘W. Kinna and K. Wagner [1] have considered the following property
of sets:

(E) there is a function f which correlates with every subset A of a set
M (1-1— > 2) a non-void proper subset of A.

The main result of Kinna and Wagner states that a set with the
property (E) can be ordered, whence it follows that the axiom

(K) every set M has the property (E)
implies the axiom

(O) every set can be ordered.

Kinna and Wagner have raised the question whether (K) and (O)
are equivalent on the basis of the usual axioms of set-theory without
the axiom of choice. The purpose of this note is to show that the
answer to that question is negative.

In [2] I have defined a model W+ of the axioms of set-theory
in which (O) is true. Hence it is sufficient to show that (K) is false in this.
model.

From [2], 54 and 59, we easily see that the axiom (XK) relativized
to the model W+ can be written thus: for every e W+ —K there is a seb
feW+ with the following three properties:

1° f iz a set of ordered pairs, )

2° if y Cw, ye W+—K, and if there are elements u, v such that uey,
vey, and u # v, then there is an element 2 such that (z, y>ef, 4,22 Cy,
and z #~ ¥,

3% if <z, y>ef and {z,, y>ef, then z, = =,.

‘We shall now show that for = K there is no f with the above
properties which will show the fallacy of (K) in R+, since K eW+—K
according to [2], 110.

Let us assume that there is in W+ an element f satisfying 1°-3°.
It follows from feB+ that there exists a finite set 4 C K such that
feRe+y 10y lp, fl =f for all pe®B+(4); cf. [2], 39 and 83.
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