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Let us suppose now that IT does not hold. Then there exist an
arcL’ = (p, ¢) and a sequence of ares (ug, v;) such that (p, q) (W, ;).

- >
For each ¢ one of the vectors pu;, pv; is the translation vector a,nd thus
it has the length Vm where m is an integer. Since L is bounded,

. - —
there is only a finite number of lengths possible for pu; or pv;. There-
fore we may assume (restricting ourselves to a subsequence {(%ik,’t’w,,)})
that for some m all points u; or all points v; lie on & circle of radius Vm.
We can assume also that there exist

limu; =% and limo; = 0.
i—o0 100
Then, for sufficiently large ¢, (1, v) (%, v;) = (4g, ®) OF (%, v;).
Since the second of these posgibilities can be reduced to the firgh
by changing the sense on L, we can assume that for every ¢

(4) (2, ©) ~ (2 ) = (45, 0).

Since the arcs (w;, v;) are congruent one to another by translations,
each of, these arcs is congruent by translation to (u,v). Consequently
(4) implies that (u, v) ~ (u;, v) for each 4. Thus from (P,) follows that
(u, ) is a segment. But then (uy;, v;) are segments of a straight line,
This is impossible since we obtained that all points %, or all points v;
lie on a circle. Thus the assumption that IT does not hold leads to
a contradiction.
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SUR L’EXISTENCE DES INTEGRALES ASYMPTOTIQUES DES
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PAR
J. SZARSKI 2t T. WAZEWSKI (CRACOVIE)

§ 1. Nous dirons que I’ensemble Z situé dans I’espace cartésien & trois
dimensions B° est du type @ Antoine lorsque

1° Z est compact et contient an moins deux points différents,

2° Z ne contient ancun sous-ensemble connexe ne se réduisant pas
4 un point,

3° 8i K est un ensemble homéomorphe & la sphére 2*-+y*+2* < 1
et 8i un point de Z est situé & l'intérieur de K tandis qu'un autre point
de Z est situé & extérieur de K, alors Z posséde au moins un point commun
avee la frontiére de K.

Remarque 1. L’exemple d’'un tel ensemble Z est dfi & L. Antoine
(cf. [1], p. 91-94). La dimension de cet ensemble est égale & zéro.

Remarque 2. On peut facilement démontrer que la projection
orthogonale ou oblique d’un engemble de ce type sur un plan quelconque
constitue un continu. On peut pareillement démontrer que la projec-
tion ,,curviligne” de Z, effectuée le long des intégrales d’un systéme d’é-
quations différentielles de la forme (1) sur une surface simplement eonnexe
(suffisamment réguliére et nmon tangente aux intégrales), constitue un
continu.

§ 2. La note présente apporte une condition suffisante pour I’existence
des intégrales d'un systéme de deux équations différentielles,
(1) do/di = f(x,y,1), dy|dt = g(z,y,1),
qui commencent sur un ensemble Z du type d’Antoine et possédent une
certaine propriété asymptotique (sont asymptotiques par rapport 4 un
tuyau 7). En appliquant la Remarque 2, nous montrons que 'on peut
remplacer I'ensemble Z par un ensemble connexe Z,, ce qui permet d’em-
ployer la méthode topologique du travail [2].

En remplagant dans le théoréme le tuyau I par un tuyau conve-
nablement modifié, on peut obtenir des théorémes relatifs & ’existence
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des intégrales commencant sur un ensemble du type d’Antoine et possé-
dant différentes propriétés asymptotiques au sens classique.

Dans cet ordre d’idées, il est intéressant de rappeler qu’en appliquant
le théoréme du travail [3], on peut prouver que la famille d’intégrales
asymptotiques relativement & 7' dépend d’un paramétre au moins, confor-
mément & un lemme de K. Borsuk et K. Kuratowski.

§ 3. Relativement au systéme de deux équations différentielles (1),
nous introduisons I'hypothése suivante (ef. [2], p. 282):
Hyporaise H. I. Les fonciions f et g sont continues dans un ensemble

ouvert W contenw dans Vespace cartésien réel H® & trois dimensions, el par
chaque point de W il passe une intégrale unique du systéme (1).

II. L'ensemble ouvert T

o] <1, Jyl<l, —eco<t<+oo (T
(@it dans la suite tuyau T), ainst que sa frontiére composée d’ensembles

A, By, By:

] =1, |y €1, o0 <Lt << oo (ensemble A),
e} <1, y =1, —oo <t < foo  (ensemble By),
o] < 1, y=—1, —oco<t< foo (ensemble B,),

sont contenus dans W; cest-a-dire T-+A+B,+B, C W.
III. On o les inégalités

(@) @y, 1) <O lorsque (2, y,1)ed,

(3) yg(w,y, 1) >0 lorsque (m,y,%)eB = B,+B, ().

IV. Pour Vensemble Z, on a Z CT-B,+B,—A4, Z(B;—A4) #0,
Z(By—A) # 0.

V. L'ensemble Z est du type d’.Antoine (ef. §1).

) TuioRAME. Dans VPhypothése H, Vensemble Z contient au moins wn
pf)@nt P asymptotique par rapport & (1) et & T, Sest-a-dive tel que la demi-
-intégrale & droite de (1), issue de P et prolongée & droste dans W aussi loin

(*) Les inégalités (2) et (3) expriment que par I'ensemble .4 —B les intégrales
de (1) enmjent dans le tuyau T' et par B—4 elles en sortent (au sens strict), tandis
qu'aux-points de 4-B elles glissent extérieurement & T (cf. [2], p. 280). '
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que possible, est asymptotique par rapport & T (c'est-a-dire ne quitte jamais
le tuyau T).

Démonstration. Choisissons % de fagon que lensemble Z soit
sitné totalement & droite du plan II: ¢ =k, et désignons par U la partie
de T située & droite de I7. Désignons par U la fermeture de U et posons

D = (T+B,+B,+A)T = UII.

En vertu de (2) et (3), 1a frontiére du tuyau U est composée de points
de sorfie stricte (2) (ensemble T (B,+B,—A4—D)), de points d’entrée
stricte (ensemble U(A--D--B,—B,)) et de points de glissement exté-
rienr (ensemble U [A-+D][B;-+B,)).

Soit MeZ et désignons par J (M) V'intégrale issue de M. Soit G (M)
le premier point en lequel, en s’avancant sur J (M) & partir de M vers la
gauche, on rencontre I’ensemble 4 --D—B,—B, et soit @ (M) ’are partiel
fermé de J (M) dont les extrémités sont les points M et G(M). Si M varie
dans Z, le point G (M) décrit un continu K C 4+ D—B,—B, (cf. Remarque
2). En méme temps que M varie dans Z, I'arc @ (M) engendre un ensemble
Z, qui est aussi connexe, car l'extrémité G(M) de Q(M) varie dans
le continu K. L’ensemble Z, est done un continu, car il est connexe, borné
et fermé. On a Z-+K CZ,. Chaque intégrale de (1), issue d’un point
quelconque ReZ, et prolongée vers la droite, rencontre évidemment len-
semble Z. Le tuyau U, introduit auxiliairement dans ce qui précéde, n’in-
terviendra plus dans la suite. Afin de démontrer notre théoréme, il suffit
done de prouver que Z; contient au moins un point asymptotique par
rapport & (1) et & 7. Posons

(4) Zz = Z1+(B1+B2—A)'

L’enserpble
(5) 8 = B;+B,—4

représente & la fois ’ensemble des points de sortie et celui de sortie stricte
relativement & (1) et & T (cf. [2], p. 280).

On a Z,8 = §. Cet ensemble est un rétracte de §, mais il n’est pas
un rétracte de Z,, car Z, est connexe, tandis que S ne P’est pas. En vertu
d’un théoréme établi dans [2] (p. 303), Pensemble Z, contient au moins
un point P asymptotique par rapport & (1) et & T. Mais P mne peut
évidemment pas appartenir 4 §. En vertu de (4) et (5), il en résulte que
PeZ,, ce qui termine la démonstration.

(2) Pour ces notions ef. [2], p. 280.


GUEST


218 J. SZARSKI ET T. WAZEWSKI

TRAVAUX CITES

{11 L. Antoine, Sur Vhoméomorphie de deus figures et de leurs voisingges, The-
ses présentées & la Faculté des Sciences de Strasbourg, Paris 1921, p. 1-101.

[2] T. Wazewski, Sur un principe topologique de Vexamen de Vallure asympto-
tique des imtégrales des équations différenticlles ordinaires, Annales de la Société Po-
lonaise de Matl.ématique 20 (1947), p. 279-313.

[8]1 — Sur Vévaluation du nombre des paraméires essenticls dont dépend la famille
des intégrales d'un systéme &équations différemticlles ayani une propriéld asymptotique,
Bulletin de I’Académie Polonaise des Sciences, Classe IIL, 1 (1953), p. 3-5.

Regu par lo Rédaction le 20. 1. 1968

COLLOQUIUM MATHEMATICUM

DEDIE A M. CASIMIR KURATOWSKI

VOL. VI 1958

REMARQUE SUR LA STRUCTURE DE L’ENSEMBLE ENGENDRE
PAR LES INTEGRALES ASYMPTOTIQUES D'UN SYSTEME
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES

PAR
Z. MIKOLAJSKA (CRACOVIE)

Considérons le systéme de p-+g¢ équations différentielles écrit sous

1a forme vectorielle
ax Y

1) 'TZt—ZF(X’ Y), WzG(X, ¥),
ol X = (401, LERY] wp)y Y= (yh AR yq)7 F = (fl) '--7fp)’ G = (gh reey ga)’
fi = (X, ¥), ¢: = g:(X, X).

Posons | X| = (@ +...+a2)"2 | Y| = (#i+...+ 93" Relativement aun
gystéme (1), nous introduisons ’hypothése suivante:

Hyroraise H. F et G sont de classe O' dans un ensemble ouvert W.

Pour ensemble R
(E) X < a,

on a par hypothése R C W.
La frontitre ¥ de B se compose, par hypothése, d’ensemble S des
points de sortie stricte

(8) Xl <a, [¥|=0,

[YI<b (0<a< oo, 0<b<oo)

d’ensemble H des points d’entrée stricte

() Xl =a, |7|<b,

et d’ensemble M des points de glissement extérieur

(21) x| —a, |¥|=0.

Remarque 1. Pour la définition des points de sortie stricte, d’en-
trée stricte et de glissement extérieur, ef. [1] (p. 280).

Tes ensembles 8§, B et M se composent respectivement de points
de sortie stricte, d’entrée stricte et de glissement extérieur, si 'on suppose
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