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Remark 1. The example in [2] shows that assumption (6) cannot
be omitted also for f being a polynomial. It may be replaced by the
assumption that fo(w, 9,2, ¢) <fo(®@,y,%,¢") for ¢ >¢".

Remark 2. The assumptions of Theorem T are satisfied in partic-
ular for f = a(x,y,#,)q-+b(w,y, ), where a, b ave of class C™.
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I Introduction

Nous entendons dans cette communication par décomposition d’un
ensemble de points celle en une somme de ses sous-ensembles non-
-vides et disjoints.

La connexité d'un ensemble est, par définition,
bilité en deux ensernbles fermés dans lui (1). Les
ensembles & la fois connexes et compacts ou — ce qui est la méme
chose dans les espaces compacts — les fermetures d’ensembles con-
nexes. Les ensembles connexes et ouverts s’appellent régions.

L’indécomposabilité en deux enseémbles fermés entrainant celle en
n’importe quel nombre fini # d’ensembles fermés (puisque la somme de
n—1 ensembles de ce genre en est encore un), la question s’impose
si un X connexe peut se décomposer en une suite dénombrable d’ensem-
bles fermés dans lui. Cette question a été résolue d’abord pour les
continus: aucun continu X ne se laisse décomposer ainsi (?), mais il
existe, déja sur le plan, des X connexes et localement compacts, en
particulier des ensembles connexes et fermés (dits aussi continus non-
-bornés) qui sé décomposent en suites dénombrables d’ensembles ‘fermés
dans eux (3); pourtant, au moing I'un d’eux ne peut alors étre conne-
xe (4). 11 existe aussi parmi les F, plans bornés, mais qui ne sont pas
des G4 (done, & plus forte raison, localement compacts), qui se laissent dé-

gon indécomposa-
continus sont. les

(%) Voir [5], p. 303 et [1] p. 244.

(%) Voir [9], p. 300.

(® Voir [2], p.58 et [10], p. 5.

(%) Voir [6]. Ce travail contient aussi un exemple du continu non-borné irré-
ductible entre deux points, décomposable en un seul ensemble fermé non-connexe
ot une infinité dénombrable de continus non-bornés; cf. également [7].
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composer en des suites dénombrables d’ares (°) (c’est-a-dire de continug
homéomorphes au segment de droite).

Cependant, tous ces ewemples ont le trait commun de ne pas Ere
Tocalement commexes. On ignorait donc si une décomposition d'un X
connexe en une suite dénombrable de X; fermés dans lui puisse é&tre
compatible avec la connexité locale de X (probléme posé récemment
par Jan Mycielski (%)), voire avec la connexité locale héréditaire de X
(c’est-d-dire associée & celle de fous les sous-ensembles connexes de X).
Nous en avons trouvé un exemple particuliérement gimple: les X
y sont des arcs formés chacun d'un nombre fini de demi-circonféren-
ces. Oet exemple est spatial (voir 'exemple 1, p. 235).

Par contre, il existe un ensemble plan connexe et localement con-
nexe, mais ne I’étant pas héréditairement, qui .se laisse décomposer en
wne suite dénombrable de segments rectilignes (voir Pexemple 3, p. 240).

I’autre trait commun de tous les exemples connus des X conne-
xes décomposables en des suites dénombrables des X; fermés dans eux
est que le diamétre de X; me tend jamais vers 0 avec ¢ — oo (méme
lorsqu'il a ce nombre pour sa borne inférieure). Le théoréme 1 (d& &
A. Lelek) qui va suivre (voir p. 229) montre que le phénoméne est général
pour tous les X métriques connexes, le soient-ils localement ou mnon.

Toutefois, 1a convergence des diameétres des X; vers 0 est possible
pour des X connexes, et méme localement connexes, lorsqu’on atté-
nue, méme trés légérement, la condition que les X; soient fermés dans
X. Alors, on peut exiger par exemple que chaque X; soit un consti-
tuant de X (c'est-d-dire somme de tous les sous-continus de X qui en
contiennent un méme point) et méme qu’il soit homéomorphe au seg-
ment rectiligne privé d’un bout. Un tel X, qui est évidemment encore
un F,, est réalisé sur le plan par I'exemple 2 (voir p. 235).

Telles sont les formes de la décomposabilité paradoxale des X lo-
calement connexes qui nous soient connues jusqu’a présent

Le probléme suivant reste ouvert:

P 253, Existe-t-il un X = Z‘X¢ plan (variante: ol les X; sont géo-

i=1
N

métriquement semblables deux & deux), eonnexe, héréditairement loca-

(%) Soit par exemple X = ZX; olt X; ost I'arc formé par le segment de droite

unissant le point (1/%%, 1) au pomt (1/5%, 0) et par les trois quarts de la eirconférence
de centre (0, 0) unissant le point (1/%%, 0) au point (0, 1/£%. Cet exemple ne diffdre
de celui localement compact, done un Gy, m‘i ﬂ Sierp a ki - (voir [4], p. 115)
que par la suppression des intervalles ouverts 1/8t < y < 3/t ot /502 <y < 1/21
de Yaxe d’ordonnées. La démonstration de la connexité est la-mdme,

(%) Voir [8].
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lement connexe et tel que tous les X; soient des ares (variantes:
ensembles compacts, ensembles fermés dans X, constituants de X aux
diamétres tendant & 0) disjoints deux & deux?

D’autre part, aucun espace métrique complet, connexe et locale-
ment connexe ne peut étre décomposé en une suite dénombrable d’en-
sembles fermés dans lui (voir le théoréme 2, p. 234). En particulier, une
telle décomposition est impossible pour un X métrigue, connexe, loca-
lement connexe et localement compact, car X est alors un G, dans
un espace compact ('), donc complet (tout en étant & la fois un F,).

Les résultats qui viennont d’8tre résumés montrent que le seuil des singula-
1itds — et méme d’emblée celui des plus accentuées — que manifeste la notion
de connexité, si simple et réguliére pour les continus, se trouve non pas au passage
des ensembles localement connexes & ceux connexes tout court, mais déja dans la
famille des ensembles localement connexes et méme héréditairement localement
connexes, & savoir au passage de ceux qui sont des Gy (dans des espaces métriques
complets) & ceux qui ne le sont pas.

Tous les espaces X considérés dans la suite sont supposés métri-
ques. Les notations sont celles employées dans Ioeuvre de Kuratowski
(voir [3] et [4]).

I1I. Théorémes

o
THEORBEME 1. X = Y X, élant une série d’ensembles fermés dans X,
i=1
non-vides, disjoints et tels que

1) lim 8(X

i—»00

) =0,

‘on o une décomposition X = M+N en deux ensembles fermés disjoints

de la forme

0 . o0
3 N
(@) ¥ = ) X, o N= fZlX"f‘
£ -

Démonstration. Notons d’abord que
(i) F étant fermé dans X, il en est de méme de Densemble

Ax = D X,
X F#0 .

En effet, s0it poeX. I existe donc un 4, tel que poeX; . Il s'agib
de montrer que p, = limp,, ol p,e4A* pour » =1,2,.,. entraine
00 .

() Voir [4], p. 50.
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pyed”. On peut se borner, évidemment, au cas ol tout p,’ appartient
b un X, différent. Mais alors on a (p) =LimXi -F en vertu de (1),

@’olt py«F, puisque F est fermé. On a donc posX F, ot X;-F #0
et par conséquent X, C A* Qaprés la définition de A" Aingi, (i) est

établi,
Considérons & présent, pour peX et &> 0, la sphére massive
Qp,e) = [ {olp,2) <&}, o o désigne la d.lstanoe dans X. Posons
we X

pour 4 C X, BC X et m entier quelconques

®) Q(4,m; B)= D'Qp, olp, B)/m),
PeA
olt o(p, B) = mf o(p, ©). Nous allons montrer que

(i) 4 et B élant fermés dans X et disjoints, on & pour tout
m=2,3, )
B-Q(4,m; B) =0.
En effet, m étant fixé, soit ¢ _hmq,,, ot ¢,eQ(4, m; B) pour

n=1,2,...1 emste done des pped tels que

(4) QnGQ(me(pm /m) pour n=1,2,...

Il s’agit de montrer que geX—B. Il en est sirement ainsi lors-
que hmg(p,” B)[m = 0, car on a alors hmpn = hm q,,l = ¢ en vertu de

4), d’ou geA (puisque 4 a été supposé fermé dans X) et A-B=20

par hypothése. Reste donc & admettre D’existence d’un nombre A> 0

et d'une suite d'indices {n;} telle que 0 (P
Mais il en résulte d’aprés la conséquence 0(gny B) = 0(pn, B)—
-—g(p,“B)/m de (4) que g(qﬂj,B) (m—1)A > 0 (puisque m > 1), d’olt
hmq,,, hmqn = geX— B. Ainsi, (ii) est également établi.

B)fm > A pour j =1,2,...

Appelons, pour abréger, série tout ensemble fermé dans X et qui
est une somme finie ou infinie des X;. Nous allons montrer que

(ii) A élant une série et B fermé dams X, disjoint de A, il emiste
pour towt m =1,2,... une série A* satisfaisant auw conditions:

®) 4.CTnt(4"),
(6) A*CQ(4,m; B).

En effet, m étant fixé, soit ped, done o(p, B) > 0. Les X; étant
disjoints deux 3 deux et A en étant une série, X;—A £ 0 entraine
XA =0, donc aussi g(p,X;) > 0. Il en résulte en vertu de (1)
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Texistence dun nombre s&(p) >0 pour lequel o(p, X;) <e(p) et
X;—A 0 entrainent X;C @(p, o(p, B)/m). Bn désignant donc par
I(p) Pensemble de tous les 4 pour lesquels
7 o(p, Xi) < e(p)/2 et

et en posant

®) : A0 =4+ D VX,

ped 1al(p)

X;—A4 #£0

il vient d’aprés (3)
9) 4*CQ(4,m; B).

De plus, pEA et o{p,») < e¢(p)/2 entrainent zed® en vertu de
{8) car méme lorsque xz«X—A, celui des sommandes X; de X qui
contient le point « satisfait aux conditions p(p, X;) < o(p, ) < &(p)/2
et X;—A 50, cest-d-dire & (7), et se ftrouve donc rangé dans A°.
Aingi, 4° contient @ (p, £(p)/2) pour tout ped, d'out

{10) A CInt(4%).
Posons
(11) ) A* = _5‘4_ X;.
Xy A8£0

Ainsi défini, 4" est fermé dans X en vertu de (i) en y posant
F = A® D’aprés (11), A” est donc une série. X en étant une par dé-
finition et A° étant un sous-ensemble de X en vertu de (8), on
a d’aprés (11) aussi A°C A", I en résulte en vertu de (10) qume A°
satisfait & la condition (5).

Quant & la condition (6), il suffit, en vertu de (11), de montrer
que X; A® #* 0 entraine X;CQ(4,m; B). On peut se borner au cas
ol X;-(A°—A4%) £ 0, car A° étant d’aprés (8) une somme de certains
X; (puisque A est une gérie par hypothése), X;-A°* % 0 entraine
X;C A® et Von n’aurait qu’a appliquer (9). Soit done

(12) geX; (A°—4%).
Par congéquent, ¢ =limg, pour une suite de points g,ed’—A4,
f—»c0
puisque 4 — A par hypothése et A4 C A* en vertu de (8). Il en ré-

sulte d’aprés (7) et (8) existence d’une suite de points p,ed et d'une
suite d’indices i,eI(p,) tels que

(13) ueXi CA® et o(pn, Xi) <e(pa)/2 pour m=1,2,..
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La suite {i,} est infinie, car en cas contraire le point ¢, limite
des gn, se trouverait, en vertu de (13), dans un méme X; C 4° (ce
sommande de X étant fermé par hypothése), d’ol ge A, eongra,irement
% (12). 11 en résulte en vertu de (1) et (13) que ¢

(14) () = Lim X, .

En méme temps, les nombres e(p,) ne tendent pas & 0 avec -

7 —> 00, car on aurait en cas contraire ¢ = limp, en vertu de (14),
N—>00

(1) et (18), d’olt encore, contrairement & (12), ged = A C A®, puisque
Prned pour n=1,2,... On a donec constamment 0(q, qn) < e(pa)/4
et 8(X; ) < e(pn)/4 & partir d'un » suffisamment élevé, d’ol en vertu
de (13)
e(Pny ©) < 0(Pny @) +2(Gn, @) < 0 (Pns Xin)+6(-Xi”)+Q(q’ dn)
< e(Pn) 24 e(pn) 4+ e(pn) [4 = e(py).

11 est ainsi démontré que 4 contient un point p, situé 3 la distance
au plus égale & &(p,) de l’ensemble X;, qui contient le point ¢ en
V‘EI"tl‘l de (12). Par conséquent X,;CQ(pm g(pn,B)/m) d’aprés la dé-
finition de &(p,), ot X;CQ(4,m;B) daprés (3), ce qui achéve la
démonstration de (iii).

-L’ensemble M de la forme (2) sera maintenant défini comme la
somme d’ensembles M, fermés, croissants et étant des séries. La suite
{M,n}. et une suite auxiliaire d’indices croissants {i,} seront définies
par induction & partir de M, = X, et i; =2 de maniére que les
conditions suivantes soient satisfaites: '

(15) My (Xt X)) =0,

(16) M, C Int (M, ),

an M3 CQMy, 4% X+ 4+ Xy ),

(18)  tnyy est le plus pebit ¢ > i, pour lequel M,,, X; = 0.

La condition (15) est satisfaite pour % =1, les sommandes X; de:

{ . éta‘,nb des ensembles fermés disjoints par hypothése. En appliquant
(m) 4 A =M, m=4q" et B =X;+..+X;, posons M, =A"
A.lo.rs, en supposant M, et 4, définis conformément 3 toutes les con-
ditions requises, M, . est fermé, il est une série et il satisfait & (16) pour
n+1 et & (1'.7) en vertu de (5) et (6). En appliquant (ii) aux mémes
4, m et B, il vient (Xt X, ) Q(M,, 4™ X, +.. X, ) =0, dou
Myr (Xyy+-..+X,) =0 en vertu de (17). La réalisation do (15) pour
n+1 et de (18) est donc assurée toutes les fois quwil existe un %> i
tel que Yon ait M, ., X; = 0 pour My qui vient d’étre défini. Si nom,
posons M = M, ., et si ouwi, la suite {M,} est infinie; posons alors
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M= 3 M, (ce qui équivaut d’aprés (16) & M = 3 M, pour tout
n=1 k=n4-1
n=1,2,...).

Dans le premier cas, on aurait done M-X; = 0 pour toub 4> 4y,
dot X;C M pour tous ces indices, M étant une série. L’inégalité
X;—M # 0 ne se présenterait done que pour un ensemble fini de
valeurs de 7 et elle équivaudrait & X;C X—M. Pour ces raisons,
Pensemble ¥ = X—M = > X, serait aussi fermé, donc aussi une

X320
série; la décomposition de1 X¢ en M et N fermés de la forme (2)
gerait ainsi établie.

Dans le second cas, M et N = X—M sont également de la forme
(2) et M est ouvert dans X en vertu de (16). Par conséquent N
y est fermé.

Reste donc & montrer que, dans ce cas, M = M, c'est-d-(ire que
M-N¥N =0 ou—ce qui revient au méme, N étant composé en vertu
de (18) exactement de tous les X; ou n =1,2,... — que
Nous allons montrer 4 ce but qu'un indice quelconque ¥ = 1,2, ...
et un point pre M, étant donnés, il existe pour tout » =1,2,...,k—1
un point p,e M, tel que
(20) 0(Pny Pr) < 0(Pns X'in)/zv
ol 4, sont définis par (18). En effet, vu (3) et (17), il existe pour tout
j=mn,n4+1,..., k—1 un p;eM; tel que p?’-l-l_‘Q(pJ" o(ps, —Xi1+"‘+Xi7-)/4j)7
done que o(py, Pip1) < Q(pﬂXil_l_' +X1~,)/47 < 9(pi5Xin)/4j’ car 1<n<j,
ol o(py; i) < [0(Pns Xin)+ 0(Pns Pugr)+- -0 (Bia; 77)1/4. On a ainsi
pour les nombres
(21)

pour n=1,2,...

a = o(pn, Xy) o6  a;= o(pj, Pry1)

-1
les inégalités a, < afs" et a; < (a+ 3 ap)/4], dot a, < a[3" ef, en
h=n

admettant aussi pour h.—_n—{—l,...,_j—l linégalité a, < a/3* qui
vient de se présenter pour h =n, on la retrouve également pour
h = j; en effet,

o < (a+ 2@/37’)/ ¢ =afl+ 21/3")/4"
h=mn h=n
= (a/4) {14 (13" [(1—1/3"")/(1—-1/3)]}
= (a/#)[(1—1/34+1/3"~1/3)/(1—1/3)]
< aj(47-2/3) < 3a/(33-877%) = a/3.
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On a ainsi en vertu de (21)

k-1 k-1
0(Pns 1) < 3, 0By, Byaa) = Zaf < Za/S’ <aj2,
J=n

¢’est-a-dire I'inégalité (20).
Il est done démontré que n < k entraine, en termes de la défini-

tion (3), My CQ(M,,2; X;), d'olt
M= pour tout

D' M CQ(Mn, 25 X)) n=1,2,..

k=n-+1

Vu que M, X; =0 en vertu de (15), on a d'aprés (ii), en y
posant A ='M,, B=X; et m =2, Végalité X; -Q(M,,2;X,;)=0,
&0l (19), ce qui achéve la démonstration du théoréme.

CorOLLATRE. X = D' X; élant la décomposition d'un espace X en
i=1
ensembles X; fermés dans X et satisfaisants & (1), toute composante de

X; (1=1,2,...) est une composante de X.

THEOREME 2. X = ZX blamt une sériec d’ensembles fermés dans X

i=1

(supposé connexe), non-vides et disjoints, X n'est pas & la fois locale-
_ment connexe et complet (°).

Démonstration. Supposons le contraire. En tant que complet,
connexe et localement connexe, X serait localement connexe par arcs (°),
donc aussi connexe par arcs tout court (1°). Soit 4 un are unissant dans
X un point de X; & un point de X; ol j # 4. On aurait donc la

0
décomposition 4 = }A4-X, en sommandes disjoints et fermés dans
4=1
A-X =4 dont au moins deux, & savoir 4-X; et A4-X;, seraient non-
-vides. C'est toutefois impossible en vertu du théoréme de Sierpinski,
précité an renvoi (2), p. 227.

Le théoréme 2 est ainsi démontré. La décomposition: qu’il con-
cerne peut se présenter cependant pour des X connexes qui sont des
G,,'sa;ns étre localement connexes (tel Iexemple plan précité au ren-
voi (*), p.228), et pour des X localement connexes qui sont des F,
sang étre des G, (tel 'exemple plan 3 qui va suivre).

(*) donc aussi G5 dans un espace métrique et complet (voir [3], p. 815 et 316).
(*) en vertu du théoréme de Mazurkiewicz-Moore- -Menger (volr [4], p.184).
(*2) Cf. ibidem, p. 182, 2.
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III. Exemples -

ExeEMPLE 1. Ensemble X = Z'X connexe, héréditairement localement

i=1

connexe et tel que les X; sont des ares disjoints, composés chacun d’un
nombre fini de demi-circonférences.

Soit, dans I’espace €%, X; larc composé de p;—2 demi-circonfé-
rences unigsant sur le plan 2 = y/i successivement les p;—1 points
(22) (1/p:, 0,0), (2/p;,0,0), ..., (1”“(1/1%); 0, 0)
de Paxe d’abscisses, p; étant le i-éme nombre premier & partir de
p, = 3. Les ares X; sont donc disjoints deux % deux.

Soit 9 le segment 0 Lz <1 de l’axe d’abscisses. IL’ensemble
X = X4+9 est Pexemple connu d’un continu héréditairement locale-
ment connexe qui contient une suite infinie d’arcs disjoints de dia-
métres ne tendant pas & zéro (1), & savoir la suite {X;}. Or la conne-
xité locale héréditaire du continu X entraine celle, également héré-
ditaire, de X, si X est connexe (12). Il Test en effet, puisqu’en suppo-
gant que X = M+N, M-N+M-N =0 et X,,C M, le bout (1/p,,0,0)
par exemple de la premiére demi-circonférence de Parec X,, se trouve-
rait dans M avec son entourage U, ouvert dans X-J (sinon, l’on
aurait M-N % 0) et la situation serait tout & fait analogue pour
X,CN; en choisissant done un 4 tel que 1/p; < min{8(U,), 6(U,)}/2,
Tensemble des points (22), & savoir celui des bouts de X;, empiéterait
sur U,CM et sur U,CNHN simultanément, ce qui est impossible
pour X;C M+XN connexe, M et N étant séparés. ’

Lexistence d’un tel X sur le plan est un probléme ouvert (voir
. 228).

ExXEMPLE 2 Ensemble X = Z‘X plan  connexe, localement connexe

T=
(mais pas héréditairemenit looalement connexe) et tel que les X; somt des
arcs sams wn de leurs bouts, que Im§(X;) = 0 et qu’ils sont des consti-
100

tuants de X (fig. 1).
Ozy étant un systéme de coordonnées sur le plan C%
les notations suivantes:

adoptons

@ <{p,q> est le segment de droite aux bouts p et g¢.

(1) Voir [11], p. 46, [12], p. 333 et [4], p. 197. Un tel exemple ast unpossxble

sur ¢2.
(1) d’aprés un théordme général de R. L. Wilder (voir [4], p. 199, ‘5%, en y dé-
gignant B par X).
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(IX) C, est le carré anx sommets opposés
p, = (0, =1), p" = (0,1).

(IIT) B, (base de () est le c6té (0, —1),(0,1))> de C,.

(IV) C/B est le carré C orienté, & savoir dont le c666 B lui est assi-

gné comme 32 base.

(0, =1) et (2,1);

(V) fom: Co/Bo—CJB est la fonction transformant par similitude le
carré orienté Cy/B, en carré orienté C/B de fagon que B = fq,5(B,),
foum, étant lidentité.

Cl

G

!
T
I

H— — H H

s

2]
-
%)

Fig. 1
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8 étant P’ensemble de points (z,y) ol ¥ =sin(2x/z) et 0 < ¥ << 2
{donc ensemble homéomorphe au segment de droite sans un bout)
a évidemment

(23) 8 G,.

Désignons pour n =1,2,... par p, et g, respectivement les
points d’intersection (uniques) de la droite y = (1—n) /n avec la partie
de 8 pour laquelle 4/(4n+3) < © < 4/(4n—1), et par p™ et ¢" respecti-
vement ceux (également uniques) de la droite y = n/(n+1) avec la
partie de S pour laquelle 4/(4n+5) < o < 4/(4n-+1). Supposons en
outre que les abscisses de p, et p™ soient inférieures & celles de g, et ¢"
respectivement. Désignons par €, le carré de base Bn = {Pn; dn>
situé sur le demi-plan y < (1—=)/n et par C" celui ay. nt pour base
B" = (p", ¢"*> situé sur le demi-plan y > n/( 'n,—i—l) respectivement.

Notons les relations évidentes pour n» =1,2,...:

0(Pny ) < 4/(4n—1)—4/(4n+3) < 3/(4n—1) < 1/n,
o(p", ¢") < 4[(4n+1)—4/(dn+5) < 2/(dn-+1) < 1/(n+1),
d’ou )
(24) ¢,C 0, et crc 0, pour # =1,2,...,

1a distance entre les droites y = (1—n)/n et y = —1 étant égale & 1/n
ot celle entre les droites y = 1 et y = n/(n-1) étant égale & 1/(n-+1).

Vu que 6(Cn) = V20(Pn, ¢n) et 5(0’" =V20(p", ¢"), il en résulte que
8(C,) < V2/n > 8(C™), Aot
(25)  8(C.) < 2V2/2n = 8(Cy)/2n > 3(0™)
Notons enfin qu’étant donné un carré orienté quelconque C/B, la
gimilitude foz ¥ détermine la ligne fo,5(8), de méme que les deux
suites infinies de carrés orientés
(26)  {fop(Cu/Byn)} et {fe;s(C"/B")} n=1,2,...,
et que cette ligne, de méme que ces carrés, sont des sous-ensembles
de C en vertu de (V), (23) et (24).
Fgp étant la famille de carrés orientés composée des deux suites
(26), nous pouvons done poser par recurrence d’une fagon générale
(27 Fop = Fep et Flyp = Y Fo ol C i 7

pour § =2,3,...
Ceci fait, soit en- particulier

pour = =1,2,..

pour

(28) X =8+ ) Sfop®) o C[BeFoys,
i=1
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Aingi défini, X est un F, plan, car tous les sommandes de Ila
somme (28) sont semblables & §. En les rangeant en une suite, nous
pouvons done écrire X = Y X;, o X, = §.

i=1

X est connexe, chacun d’eux 1’étant comme I’image semblable de
8 et parce qu’ils sont disposés par définition de fagcon que toute
courbe f¢p(8) ol C/BeF{JOIED a des points-limites (exactement deux)
sur T'une des courbes fo.z(S) ot O'[/B'e Firig .

En détail: ensemble §-frp(8) n’étant vide pour ancun O/BEF};Q,BO,
la somme

8 =8+ ZfO/B(S) ol G/BGF%JO/BD

est un ensemble connexe; or la connexité de l’ensemble
n
(29) 8, = s+f2; Siomp(8) ot 0BeFh

entraine celle de l'ensemble S,,;, représentable d’aprés (29) par la
formule

(30) Snpr = Spt Zfa/B(S) ol C’/Bng:/i;o;

en effet, pour chacun de ces C/B, il existe d’aprés (27)un O'/B’e
tel que C[Be Fpp, d'olt

(31) fos: (8) C 8n

en vertu de (29) et parce que l'ensemble fo,z (8) fo,z(S) est composé
de deux points, done non-vide; les deux facteurs étant connexes,
lenr somme lest donc également, d’ott la connexité de Sn+Tfop(8) en

vertu de celle de S, et d’aprés (31); la connexité de S,,, en résulte
en vertu de (30). Reste &4 conclure de (28) et (29) que .

o S,

N=1

Go/Bo

la suite {§,} étant ascendante d’aprés (30).

Pour établir la connewité locale de X, notons que X est en chacun
de ses points d’ordre 1, 2 ou ¥,. Il suffit donc de se bormer & ces
derniers points, c’est-a-dire aux points de la forme pe.X,;:'};', ol
i 4", ces facteurs étant des sommandes différents de la somme (28):
& savoir si X; en est un de §,, X, Dest de 8pp1. I est facile de
montrer que les entourages ouverts de p dans X — X, +(p) sont alors
semblables & ceux du point p. = (0, —1) dans Pensemble connexe
X4 (ps), en particulier aux ensembles

(32) U =X+ (@)]Qn o0 n=1,2,..,
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Qyn étant le carré aux sommets opposés p. et (4/(4n-1-3), 4/(4n+3)—1)
privé de ses cotés supérieur et droit. On a done @aprés la définition
des carrés O,

(33) CnCQn
car m > n entraine (1—m)/m < 4/(4n-+3)—1, et

pour m =n-41,n+2,...,

(34) 8(Uy) < 4V2/(4n+3)

car U,C @, d’aprés (32); le raisonnement est d’ailleurs tout & fait
analogne pour le point p* = (0,1). En désignant par L, arc sans
bouts qui est la composante du point w,, = (4/(4m-}3), —1) dans
S-Q,, on déduit de (32) et (33) I’égalité

pour n=1,2,...,

Un—(ps) = D X:Ont D L.
mentl m=n
Chacun des ensembles X-(C,, est connexe comme semblable (par
la similitude fg ,z,) & Pensemble X-+(ps)+(p°) et on &

Lm'(-X'Om+l) = (Qm-;.l) # 0 £ (Pmyr) = Lm+1'(X'0m+1)

pour m =mn,n+1,... I1 en résulte la connexité de U,— (p.), donec

aussi celle de U, car p* = limw,, et wyeL, C U, pour m = n, n-+1,...
M~>00

La connexité locale de X au point p. (done aussi au point p*)
est ainsi établie. Pour les autres points peX d’ordre §,, considérons
les ensembles fg;5(U,), semblables & U, d’aprés (V). En désignant
par A le coefficient de cette similitude, on a donec suivant (34)

(35)  O[fop(Un)] < A-4V2[(4n4-3) pour tout n=1,2,...

Comme peX, il existe un X,, tel que peX,. Soit I, un are
sang bouts, ol peL, C X,, et 6(L,) e Alors Pensemble fop(Us)+L,
est connexe, constitue un entourage ouvert de p dans X et son
diameétre ne dépasse pas 3—1—1-41/2—/(4%-}-3) en vertu de (35); il est
done aussi petit que ’on veut.

Cependant la connexité locale de X m’est pas héréditaire: le sous-
-ensemble M = fal 5, (8)+ X par exemple est ‘connexe sans étre localement
connexe au point g = fo,p, (Ps) M. -

Pour montrer que les X; satisfont & la condition (1), notons que

(36)  O/BeF 5, entraine 6(C) < 8(C)/2' pour j=1,2,...

En effet, la conséquence 6(C,) < 8(Cy)/2 > 6(C") de (25) enfraine,
d’aprés (26) et (27), 6(C) < 6(C")/2 pour C/BeFyp, d'on (36) pour
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§ =1 par substitution de Co/B, 4 C'/B. Il en résulte (36) pour
§=2,8,... par une induction facile en considérant Fg,p comme Fp. "B
dans (21

Vu que fop(8)CC daprés (V) et (23), on a done, en vertu de
(36), 8[fop(8)] < 8(Co)[2’ pour C[BeFfyp,, cest-d-dire (1) pour les
sommandes de (28) considérés comme des X;.

Reste & montrer quils sont des constituants de X. Rappelons que,
vu (V) et (28), ils sont par définition des courbes sams un bout, dis-
jointes deux & deux et que _.E—;X—Xlzs-X—S est vide, tandis
.., X+ X—X,; se compose de deux points,
fe5(8) pour un

que, pour tout i=2,3,
4 savoir de points fG/B(p* et fom( p*) lorsque X; =
GIBE_FU"/BD (avec k& quelconque). Ainsi,

(37) on a X;-X =8 et XX est semblable & 8-+ (p.)-+(p")

En outre,
(38) sl ECS8+(pa)+

position. K-8 = Z‘Kh, ces sommandes (vides ou mnon) étant
=1
‘ compacts et disjoints.
Soit, en effet, a; = (1/2%,0) pour k=1,2,...; donc aieS et
(0, 0) = lima,.” Vu que le point (0, 0) n’appartient pas & S--(p.)+(p")
k—>c0

(p*) est un ensemble compact, on a la décom-

et que K est compact, on a apeS—K & partirduwn & = n. Par congé-

quent,
)= DET,

h=1

K-8 =K-(S— {ak}k=n+1,n+z,...

ot I, est la h-idme composante de la différence figurant entre paren-
theéses. Reste & poser Ky = K- T,

Les courbes X; étant des semi-continus, la démongtration qu’ils
sont des constituants de X se réduit & établir Vexistence, pour tout
sous-continu K de X, d’un seul ¢ tel que K C X;. Or, K étant com-

pact, il en est de méme de K-X; X pour ¢ =1,2,...
vertu de (37) et. (38), K-X; = > Ky, pour tout ¢ =1,2, ...,
h=1 '

Z ZKW

i=1 he=1

; on a done, en

d’ol

(39) E=KX=)EKX=
iml

les Ky, étant compacts et disjoints pour tous les couples différents d’indi-
ces 4 eb k- (puisque les X; le sont aussi pour des ¢ différents). En
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supposant que l’on ait & la fois K- Xy, #F0 £ K- X;,, done Hip, #0
et Kip, 70, il y aurait dans la décomposmon (39) du continu K en une
infinité dénombrable de sommandes compacts disjoints au moins deux
non-vides, ce qui est impossible en vertu du théoréme précité de
Sierpinski (voir le renvoi (%), p. 227).

Toutes les propriétés requises de X sont a.ms1 établies. L’existence
d'un pareil X, mais qui soit en outre héréditairement localement con-
nexe, est un probléme ouvert (VOiI' p.-228).

ExXEMPLE 3. Ensemble X = Z’Xl plan connexe, localement connexe

Fe=1
(mms pas héréditairement localement connexe) et tel que les X; sont des
segments de droites disjoints (voir fig. 2).

En vertu du théoréme 1, cet exemple ne satisfait donc pas & la
condition (1). L’idée de sa construction est proche de celle de I’exem-
ple précédent, dont elle différe surtout en ce que les demi-oscillations
des courbes sinusoidales y sont remplacées par des suites de segments
parallgles, d’olt la nécessité d’interposer deux suites au lieu d'nne
seule entre des demi-oscillations successives désunies.

Gardons les notations (I)-(V) de l'exemple 2 et ajoutons-y, au
lieu de § et Fgp, les suivantes pour n =1,2,...:

7 = (1/n, —n/(n+1)}, = @./(n—*—l), ~nfin+41)),
r = (Ljn, nf(n-+1), = (1(n+1), n/(n+1));

I, est le segment {r,, ™).

(V1)

(VII)

On a done syel, ; et s"el, ; pour n =1,2,... Posons

(40) T= DI
n=1

on a donc en vertu de (II)

(41) 7 C Int(C,).

Désignons par H, le carré de base D, = {7y, 8, situé sur le demi-

-plan y < —nf(n+1) et par E™ celui de base D™ = (", s") situé sur
le demi-plan y = #/(n+41). On a done pour n =1,2,...
(42) ' B, +E"C0,,
(43)  Int(B) Int(B,) = Int(E™) Int(E™)
= Int(B,)-Int(E") = Int(H,) Tnt(E") =0 pour m s+ m.

Colloquium Mathematicum VI 16
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Titant donné un carré orienté C/B quelconque, la similitude fo
définie par (V) y détermine par conséquent I'ensemble foz(T)CC eb
deux suites infinies
(44) lfe5(BalDn)} b {fop(E"D™)} ol n=1,2,..
de carrés orientés contenus également dans €. En désignant done par
Ggp la famille de tous les termes des suites (44), nous pouvons poser
par recurrence f
(45) Gcl:/n =Gcgp et Gdc/B = X Gom
pour §j = 2,3, ..., et finalement

(46) X =T+ ) Nigp(T) ot BDecGhys,
j=1

Ainsi défini, X est un F, plan, composé d'une infinité dénombrable
de segments rectilignes disjoinds.

En effet, T Pétant d’aprés (VI), (VII) et (40), il en est de méme
de tout fzp(T), et E[D parcourt d’aprés (46) une infinité dénombrable
de familles Géu/Bo dont chacune est dénombrable par définition (45). En
rangeant tous ces segments en une suite, nous pouvons done écrire

hod
X=3x.
i=1
Pour montrer que ces segments sont disjoints deux & deux, no-

tons les propriétés (47) et (48) suivantes des familles G{,‘,/BO, ol
j=1,2,...:

(47) 8B % B, B|D <Ghyp, ¢b E'|D" <Gy p,, on a
Int(E')-Int(E") = 0.

ot C'[B <Gl

En effet, en vertu de (43), on a (47) pour j = 1, conformément %
(44) et (45). 11 en résulte par une induction évidente que si les carrés
orientés B'/D’ et B"/D" de GLp, sont situés dans un méme E/D de
G’co/Bo, leurs intérieurs sont disjoints; il en est de méme g'ils sont
situés dans deux carrés distinets appartenant i Géo,,go, les intérieurs de
ces derniers étant disjoints en vertu de la propriété (47) présupposée
pour j dans linduction.

(48) Si E/D,‘jSolﬂo’ on a T-Int(H)=0 et, en outre,
f & (T)-Int(E) = 0 pour tous les E’/D’eG{%o,Bo o k=1,2,...,/—1.

En effet, pour j =1 la premiére partie de (48) revient aux
égalités
(49) T-Int(B,) =T -Int(E") = 0

qui sont des conséquences directes des définitions de H,, E™ et T,

pour n=1,2,..., -
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la seconde partie de (48) étant satisfaite trivialement par défaut de
la classe Ggyp,. Or B|D<Gys, équivaut d’aprés (45) i B/DeGg,p. pour
un E'[D'eGpyp,, Aot EC B, done Int(E)C Int(E’) par similitude
d’aprés (V), (42) et (44).

En admettant donc (48) pour j, les deux parties s'en trouvent
établies pour j+1, excepté 1’égalité

fgp(T)-Int(E) = 0

pour les carrés orientés E/De G’CJ;}BO et E'/D’eG{,o,B“, pour lesquels il
existe done, en vertu de (45), un E°/D" <@gy, tel que

(50) E|De G pn.
ly
} E Go
o
1—:: E?
= ]I] l||
V-Sﬂ rn.“
0 1 2
x
T
- Sy~ T4
IER Il
e
a7 E Ej
-1
Fig. 2
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Deux cas sont & considérer:

1° B' = E*. Dans ce cas, (50) entraine, vu (44) et (45), lexi:
gtence d’un E”/D"eG};o,Bo tel que B = fgup:(E"). Or fo 5, 6tant I'iden-
tité, la relation B''/D" <@, 5, veut dire que l'on a soit B''/D" = B,/D,,
goit E''/D"” = E"/D" pour un n=1,2,... et Dégalité & &tablir
en résulte aussitét, car (en nous bornant par raison de symdétrie & la
premidre ‘des deux alternatives) on a dans le cas considéré )

fep (L) - I06(B) = fgape(T) - Inbfgupr(B"") = fgope(L) fzs pe Int (B")
= fgo1pr (L) fro1pe IN6(By) = fgupe( L) Int () = 0
en vertu de (49).

2° B' s B*. Dans ce cas, (41) entrainant par similitude
feyp(T) CInt(H') daprés (V), et (50) entrainant Int(E) C Int(E")
d’aprés (42), Pégalité & établir en résulte comme suit:

foyp(L)-Int(E) C Int (E')-Int(E) C Int (') Int(B*) = 0

en vertu de (47), car on y peut remplacer B par B* dans le cas
considéré.

Les propriétés (47) et (48) ainsi établies montrent — en rappelant
que fgp(T) CInt(H) en vertu de (V) et (41) — que les sommandes 7T
eb fzp(T) de la somme (46) sont disjoints. La structure - des fep(T)
étant semblable & celle de T et T étant composé d’aprés (40) de seg-
ments disjoints, tous les segments X; formant X sont disjoints’ deux
4 deux. v ’

Pour établir la connewité de X, nous allons montrer ceci: H étant
un ensemble fermé-ouvert dans X et tel que I,-H 5= 0 pour un indice
ns#l, ona TCH et Yfpp(T)CH pour tous EB|De Gz,

En effet, I,-H 5= 0 entraine par suite de la connexité de I, que
I, (X—H) =0, @0 I,C H. On a donc suivant (VI) et (VII)

rneI'n,y e I,,“ sn_lfln et 37"_16 Iﬂ

- points-limites des bouts de segments dont ge composent les ensembles
18,0,(L),  fempn(T), 1By ypy (L) &6 fgn-1pn-1(T)

?es.p(?ctivement. Comme ouvert (dans X), H contient donc des suites
infinies fie points de ces ensembles et, par conséquent, les segments
tout entiers auxquels ils appartiennent, done aussi leurs bouts oppo-
8és. Or ces derniers convergent vers les points

8"51n+17 r Ty € Ipy

Snelniy, et ] eI, ,
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respectivement. Comme fermé (dans X), H contient donc les segments
In.1 €6 1, ;. Reste & appliquer l'induction suivant =, les ensembles

jE/D(T) étant semblables a T en vertu de (V).

Ceci établi, il est facile de montrer par l'induction suivant j que
tous les sommandes de X figurant damns (46) sont contenus dans H,
c'est-a-dire que H = X. La décomposition de X en deux ensembles
non-vides et séparés, donc fermé-ouverts dans X, est ainsi impossible.

La démonstration de la connezité locale de X se réduit, comme
pour Pexemple précédent, & celle en ses points d’ordre infini, & savoir
en chaque point peX; D pour BIDeGhyp, oh j=1,2,...

Soit R, Dintérieur du carré aux sommets opposés ps eb
(1/n, (1—mn) /»n); on a done 6(R,) = l@/n. On montre tout comme pour
Pexemiple précédent que, pour tout indice n =1,2,..., l'ensemble
Vo = [X+ (ps)]-R, est un entourage ouvert et connexe de p. dans
X+ (ps) et que certains entourages ouverts de p sont semblables
4 V, augmenté de lintervalle —1ljn <o <0 on —ln<wz<l/n de
la droite y = —1, suivant que p correspond & r ou & s (munis
d’indices) dans la notation (VI). Ces entourages sont donc connexes et
de diamétre arbitrairement petit.

- Cependant la connexité locale de X n’est pas héréditaire: le sous-
-ensemble

N =X— foEl/Dl(EnIDn)(T)
n=1

par exemple est connexe sans étre localement connexe a.ulpoint
9 = fmyp,(Ps)e V.

Ll’existence d’un X ayant les propriétés de l’exemple 3 et, en
outre, héréditairement localement connexe, reste un probléme ouvert
(voir p. 228).
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SUR LA CONVERGENCE DES INTEGRALES
PAR
M. BIERNACKI (LUBLIN)

Je vais établir la proposition suivante:

THEOREME. p élant un mombre positif arbitraire et y(x) une fonction
deux fois contindiment dérivable pour x > x,, si y'(x,) > 0, y”(x) > 0 pour
% = x, et st Uintégrale

[==]
[ @'lyyax
o

est convergente, alors il en est de méme de Vintégrale

©

[ @y ris.

T

Dans la démonstration, on peut évidemment supposer que #, =0 et
que y'(0) =1. i

Ce théoréme signifie que y"’/y’ est ,,en moyenne” plus petite que y'/y.
1l est curieux que, dans le cas des fonctions analytiques et des moyennes
sur les circonférences, ce soit le contraire qui a liew (cf. [1]).

Lewve I 8ip>0et g<1, on a (1—g) > 1+gp.

Si ¢ < —1/p, Pinégalité est évidente, car le second membre est non
positif. 8i ¢ > 0, le lemme résulte immédiatement de la formule du bindme
appliquée au premier membre de l'inégalité.

Si —1/p < ¢ < 0, posons s = —gq; Pinégalité pourra s’écrire 1-+s
< (1—ps)™, ol 0 < ps < 1, et elle résulte encore de la formule du

Py

binéme appliquée & son second membre.
Lemwe IT. Considérons Dégquation différentielle

(1) o' a(w)y =1

, -]
ol a(x) est positive et conlinue pour x =0 e ou f dz[[al{z)? converge.
[
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