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UN CRITERE DE NORMALITE POUR LES ESPACES PRODUITS
PAR
J. DIEUDONNE (PARIS)

1. Dans son travail fondamental sur les espaces paracompacts [3],
A. H. Stone mentionne en note, sans démonstration, le résultat suivant:
Si B est un espace métrisable, F' un espace normal semi-compact (1), alors
Vespace produit Ex F est normal ([3], p. 980). Je me propose dans cette
note de montrer que la conclusion de A. H. Stone est encore valable
lorsqu’au Heu de supposer E métrisable, on suppose seulement que ¥
est paracompact et que tout point de B admet un systéme fondamential
dénombrable de voisinages (,,premier axiome de dénombrabilité’’). Il n’est
guére possible d’améliorer ce résultat, comme le montre l’exemple bien
connu du produit de I’espace F, des ordinaux < £ DAT SO SOUS-espace
E = E,—{Q}; on sait que E,xFE n’est pas normal ([2], p. 68, exer-
cise 13); E, est compact mais ne satisfait pas au 1°f axiome de dénombra-
bilité, tandis que ¥ est normal, semi-compact, localement compact, loca-
lement métrisable (done satisfait au 1°F axiome de dénombrabilité), mais
non paracompact.

2. Soient 4 et B deux ensembles fermés sans point commun dans
B xF; pour tout xeX, nous désignerons comme d'ordinaire par A(x)
et B(«x) les coupes de A et B suivant «; ce sont des ensembles fermés sans
point commun dans %, et en vertu de ’hypothése, il existe donc dans #
deux ensembles ouverts V,, W, tels que Von W, =0, 4(2)C Vg,
B(z) C W,. Nous allons voir qu'il existe un voisinage U, de x dans F
tel que, pour tout ze Uy, on ait encore A (2) C V, et B(z) C W,. Suppo-
sons le contraire, et soit (S,) un systéme fondamental de voisinages de
dans E: il existerait alors une suite (z,) de points de F telle que 2,eSy,
et, pour chaque n, un point #,ed (z,) tel que t,¢V,. Par hypothése, la
guite (t,) possdde une valeur d’adhérence y dans ¥, et comme V est ouvert,
y¢V,. Comme la suite (z,) a pour limite x, il est clair que (z, y) est une

(*) Rappelons qu'un espace topologique séparé est dit semi-compact si toute
suité de points admet une valeur d’adhérence. ”
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valeur d’odhérence de la suite (2, #)) dans B xF'; comme A est ferr:d
et (2, ) €A pour toub », on en conclurait (z,y) ed, ce qui est absurde.

3. Considérons maintenant un recouvrement ouvert localement fini
(T )z de B, plus fin que le recouvrement {Us)zp; eb 80it (fu),z, une parti-
tion de 'unité subordonnée au recouvrement (T,). Pour tout AeL, soib
»(2) un point de B tel que-T,; C Uy, et désignons par g, une applica-
tion continue de F dans [0, 1] telle que g,(y) = 1 dans V, et g;(y) =0
dans W, Considérons alors, pour tout (#,y)el xF, la somme h(z,y)
= Zfz )¢:(y); comme tout zell n a,ppartlent qus un nombre fini d’en-

sembles T,, cette somme ne comporte qu'un nombre fini de termes # 0,
et comme il y & un voisinage de x ne rencontrant qu’un nombre fini de T},
h est continue dans E x F. En outre, si (@, y)ed, pour tout AeL tel que
f(%) # 0, on & y e Vyyy, done g, (y) = 1, et par suite k(z, y) 2/2(” =1;

on prouve de méme que h(z,y) = 0 pour (z, y)eB, et cela a,chéve notre
démonstration.

4. On peut remplacer le raisonnement du n®3 par un autre ol la
notion de partition de l'unité n’intervient pas. On sait qu’il existe un
recouvrement ouvert (8,),; de E, ayant méme ensemble d’indices que
(T,) et tel que S, C T, pour tout AeL. Pour tout point u = (@, y)e4, dé-
finissons un voisinage ¢, de « dang K xF de la fagon suivante: pour
tout A tel que #e.8;, on pose Oy, = 8§, % Vypy; pour tout 4 tel que z<T;,—8,,
on pose_Ou,,1 = T Vo ; enfin, pour tout 4 tel que x¢T;, on pose 0y, =
= (E—R8;) x F; C, est l'intersection de tous les C,,, et comme il y a un
voisinage de # contenu dans tous les F—5S, & lexception d’un nombre
fini d’entre eux, C, est bien un voisinage de . Pour tout » = (z', y') B,
on définit de méme un voisinage D, dans B x F en remplagant Vi, par
W dans la construction précédente. Cela étant, on a 0, ~ D, = @ quels
que soient ue.d eb veB: en effet, il y a un Ael tel que xely; sl o' T,
notre assertion résulte alors de ce que Vi, et Wm(,) sont sans point commun,
et si o'¢T,, elle résulte de ce que S, et '—3, sont sans point commun.
Si ¢ est la réunion des Oy, D la réunion des D,, C est un voiginage de 4,
D un voisinage de B et on a ¢ ~ D = @, ce qui montre que F x I est nor-
mal.

5. L'intérét de la seconde méthode est quelle s’applique au résultab
plus général suivant: soit G un espace séparé, f une application continue
de G sur un espace paracompact B vérifiant le 1% axiome de dénombra-
bilité. Supposons en outre que, pour tout point z <7, il existe un voisinage R,
de 2 dans F, un espace normal semi-compact I, et une application conti-
nue g, de 7} (R,) sur F, tels que z — (f(2), g(2)) soit un homéomorphisme
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de f~'(R,) sur le produit R, x F, (en d’autres termes, ¢ est ,,Jocalement
un. produit). On peut alors en conclure que G est normal. En effet, ’hypo-
thése et le raisonnement du n° 2 montrent que, si 4 et B sont deux ensem-
bles fermés sans point commun dans @, pour tout zeF, il y a un voisinage
ouvert U, de » dans F, et deux ensembles ouverts M, et N, sans point
commun dans F (U, tels que, pour tout zel,, on ait 4 ~ f~1(2) C M,
et B~ f1(2) C N,y  On conclut alors le raisonnement comme au n°4
avec les modlﬁcatlons suivantes: S; x Vm) est remplacé par /71(8,) ~ Moagzys
Ty % Ve par FHT) ~ Moy eb (B— 8,) x P par F1(B-RK).

6. On peut se demander §’il est possible d’aller plus loin: il y & en
effet plusieurs propriétés des produits topologiques qui s’étendent, non
seulement aux espaces ,,fibroides” du type considéré au n°® b, mais plus
généralement & un espace G muni d’une relation d’équivalence B, moyen-
nant des hypothéses convenables sur R, sur 'espace G/E et sur les classes
suivant R; comme exemples simples on peut citer le cas oll G/R est connexe
ainsi que les classes suivant R, et celui olt G/R est compact ainsi que les
clagse suivant R, R étant de plus supposée fermée; dans le premier cas, G
est connexe, et dans le second il est compact ([1], p. 118, prop. 8 et p. 112,
exercice 18). Un éxemple analogue plus proche de notre sujet est extension
du théoréme connu sur le produit d’un espace paracompact et d’un espace
compact: s7 @ (séparé) est tel que G| R soit paracompact, si toute classe suivant
R est compacte et st en outre R est fermée, alors G est paracompact. La démon-
stration est trés semblable & celle du cas particulier d’un produit. Soit f ap-
plication canonique de @ sur B = @/R, et soit 9 un recouvrement ouvert
quelconque de @; pour tout zeH, on recouvre 1’ensemble compact )
par un nombre fini d’ensembles ouverts U,z (1 <k < n(x)) dont chacun
est contenu dans un ensemble de (. Comme la relation R est fermde, il
y a un voisinage ouvert V, de f~'(z), saturé pour R et contenu dans la
réunion des Ugyy; Jes W, = f(V, formen’u alors un recouvrement ouvert
de B, et il y a donc un recouvrement ouvert (S,),z de H localement fini
et plus fin que (Wo)zem- Pour tout AeL, soit @ (1) tel que §; C Wyp; les
ensembles f71(8;) ~ Uspe O AeL et pour chaque 2, 1<k < n{z(4) ))s
forment alors, comme on le vérifie aisément, un recouvrement ouvert
localement fini de @, plus fin que le recouvrement donné ).

On est done amené i conjecturer (P 233) la proposition suivante:
i @ est un espace séparé, B une relation d’équivalence fermée dans @,
telle que toute classe suivant R soit normale et semi-compacte, et que
G|R soit paracompact et véritie le 1% axiome de dénombrabilité, alors
G est normal. Je ne suis pas parvenu & prouver ni & infirmer cette conjec-
ture: toute la difficulté provient de la partie de la démonstration corres-
pondant au n° 2; il s'agirait de savoir si, 4, et B, étant deux ensembles


GUEST


32 J. DIEUDONNE

fermés sans point commun dans wne méme classe f~* () suivant R, on peut
les séparer dans G par deux ensembles ouverts.

TRAVAUX CITES

[1] N. Bourbaki, Topologie générale, chapitres I-II, Actualités Scientifiques et
Industrielles, n® 1142, Paris 1951.

[2] — Topologie générale, chapitre IX, ibidem, n® 1045, Paris 1948.

[8] A. H. Stono, Paracompactness and product spaces, Bulletin of the American
Mathematical Society 54 (1948), p. 977-982.

Regu par la Rédaction le 3. 10. 1957

icm°

COLLOQUIUM MATHEMATICUM

VOL. VI DEDIE A M. CASIMIR KURATOWSKI 1958

SUR DEUX PROBLEMES DANALYSE NON RESOLUS
PAR
M. PRECHET (PARIS)

PREMIER PROBLEME

Nous donnerons plus loin la signification de la propriété de deux
engembles 4, B symbolisée par la notation

@) dA = dB.

Le premier probléme que nous proposons tire son origine de I’ensemble
des deux théorémes suivants, un démontré par nous, l'autre prouvé
par Banach et faisant tous deux intervenir une ou plusieurs relations du
type (1). )

1° Un grand nombre des espaces les plus importants considérés
en Analyse clagsique (les espaces C, Ly, ...) sont tels que

(2) A0 = aLy, = ...(%)

2° Quand (1) est vérifig, ou bien A et B sont homéomorphes, ou bien
ils peuvent étre décomposés en deux ensembles disjoints A =A,+4,,
B = B,+B,, de sorte que A; et B; solent homéomorphes (k =1, 2).

Ceci étant, limportance des espaces figurant dans la relation (2)
incite & poser les quéstions suivantes (P 234), si 'on considére deux quel-
conques de ces espaces, par evemple O et Lo,

1. ¢ et L, sont-ils homéomorphes? Et dans ce cas, préciser Pune des
homéomorphies possibles.

1. Quand O et L, ne sont pas homéomorphes, préciser une décomposi-
tion de € ot L,, faites d’aprés 2° et indiquer explicitement les homéomor-
phies correspondantes.

() On trouvera une liste (non limitative) d’espaces importants B tels que
dB = 0, soit dans notre communication au Congrés International des Mathémati-
ciens de Toronto en 1924, soit & la fin de notre récent ouvrage [3]. En particulier,
L, est V'espace de Hilbert, O est L'espace des fonctions réelles f(xz) continues sur (0, 1),
en y prenant pour norme de f(») le maximum de |f(z)] sur (0, 1).
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