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On obtient ainsi une transformation ewfitinue de l'ensemble ¥ en
P’ensemble
(Y—B,,—D) v O, v @ v O v

"
cee N Q"E,

ot Q1,Qs,...,Qn sont certains carrés-composantes de D'ensemble D.
T est d’aillenrs évident que les diamétres de toutes les tranches de 7,
sont < s&.

Mais 'ensemble Y—B.,LE—‘—D est homéomorphe & l’ensemble

" 4w (nL=J1B")

Y

et Vensemble C, v @5 « ... v @, est homéomorphe & l'ensemble C. Ces
ensembles étant compacts et digjoints, on en conelut qu’il existe une
homéomorphie g* transformant £, (¥) en X. Or la fonction o = g7

transforme Y en X et ses tranches sont de diameétre <<e °

Regu par la Bédaction le 30. 1. 1957

{7OL. VI DEDIE A M. CASIMIR KURATOWSKI

SUR LES INVOLUTIONS CYCLIQUES PRIVEES DE POINTS
UNIS APPARTENANT A UNE SURFACE ALGEBRIQUE

)

PAR
L. GODEAUX (LIEGLE)

Nous avons, & diverses reprises, étudié les involutions cycliques,
dépourvues de points unis, appartenant & une surface algébrique. Cela
nous a permis de construire, comme images de ees involutions, d’une
part des surfaces dont le diviseur de Severi est quelconque (voir [1], [2]
et [107), d’autre part, des surfaces dépourvues de courbe canonique, mais
ayant un systéme bicanonique irréductible (voir [4], [6-10] et [12])
(pa = Py = 0, Py > 1). Cest de ce second probléme que nous voudrions
nous occuper ici, en précisant et généralisant nos résultats antérieurs.

Soient F' une surface algébrique contenant une involution cyclique
d’ordre p, privée de points unis, et I’ une surface image de cette involu-
tion. Le probléme qui se pose est de déterminer les caractéres de la sur-
face F' en partant de ceux de F. En particulier, 16 cas ot p = p,+1,
pq étant le genre arithmétique de F, est particulidrement intéressant. Sous
cette hypothése en effet, la surface F', supposée réguliére, est dépourvue
de courbe canonique, mais posséde un systéme bicanonique irréduetible.
Dans nos travaux antérieurs, nous avions supposé la surface F régulidre;
ici, nous la supposons régulidre ou irrégulidre, ce qui nous a obligé & mo-
difier assez profondément certaines démonstrations.

Lorsque la surface 7' est de genres p, = p, = 0, P, > 1, on trouve
sur cette surface une certaine configuration de courbes. On peut se de-
mander si une telle configuration existe sur toute surface dépourvue de
courbe canonique mais ayant un systéme bicanonique irréductible. Il
semble probable que la réponse soit affirmative; on powrrait sans doute le
démontrer en prouvant qu’il existe sur la surface une courbe six-canoni-
que formée & la fois de deux courbes tricanoniques et de trois courbes
bicanoniques.

Ajoutons que nous avons exclu de nos considérations le cas ol les
systémes canonique et bicanonique de la surface F sont composés au
moyen d'un faiscean. Dans cette hypothése en effet la surface F’ ne peut
posséder un systéme bicanonique irréductible.
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1. Soit F une surface algébrique contenant une involution cyclique I
d’ordre p, privée de points unis. Désignons par 1' la transformation bira-
tionnelle involutive de F en soi, génératrice de l'involution, et par I'" une
surface image de celle-ci. Nous supposerons que le genre arithmétique p,
de F est supérieur & zéro et que les systémes canonique et bicanonique
de 7 ne sont pas composés au moyen d'un faﬂs(’emu

Entre les genres arithmétiques p, de I et pe de I’ nous avons la re-
lation

1 Pat1l = p(Pat1).

Le nombre p est done un diviseur de p,+-1.8ip = pg--1, on a Po == 0.
Nous supposerons en premier lien p < pg-+1. Alors on a p, supérieur i
zéro.

Le systéme canonique |L| de F est transformé en soi par 7. Il ne pem,
cependant appartenir & linvolution I, car alors, il Iui correspondraif
sur B’ le systéme canonique de cette surface; les gemres géométriques
p, de T et p, de F' seraient égaux. Or, on &

"'pflz < Py—Pas

d’ott actuellement p, > p,, inégalité incompatible avee (1).

Le systéme |I| contient done un certain nombre »--1 de systémes
lindaires partiels |L,|, L], ..., |L,] appartenant & Dinvolution I. Soient
[ Bol, [ Byl veny K| les systemes linéaires (complets) qui leur correspon-
dent sur F'. L’un de ces systémes, par exemple |K,|, est nécessairement le
systéme canonique de F'. Il a la dimension p,—1.

Désignons par = le genre linéaire de ¥, c’est-a-dire le genre ces cour-
bes L, et par =’ celui de la surface F', ¢’est-i-dire le genre des courbes K,.
Entre une courbe K, et la courbe L, homologue, nous avons une correspon-
dance (I, p) privée de points unis, done par la formule de Zeuthen, on a

(2) n—1 = p(='—1).

Les courbes I, L,,..., L, ayant aussi le genre =, les courbes
K,, K,,..., K, ont également le genre «'.

Si 7y, 79y ..., 7, sont les dimensions des systémes |Ly|, [Lyly ..., [Ll,
on a, par la théorie des homographies cycliques,

(3) Pytri Tyt b1y = py.
2. Soient |Ky|, |K3|, ..., |K,| les adjoints aux systémes |IK,|, |Kil,

.., |K,|. Le systéme |K,| est le systéme bicanonique 2K, de F” et a la
dimension P,—1 = p,+z'—1.

icm
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Les courbes K déeoupent, sur une courbe K,, une gérie canonique
de celle-ci, de défaut ¢ = p,—p, d’aprés le théoréme de Picard. D’autre
part, on a K;—K, = K,, donc le systéme |K;| a la dimension

py—1+(a’ —¢) = Pyt 1.

Les systémes |K,|, ..., |K,| ont la méme dimension.
Aux mystémes linéaires ||, |Kl, ..., | K| correspondent sur F des
., [(2L),} compris dans le systéme bicanonique
|2} et appartenant & I'involution I. Supposons que |2.L] contienne u > v+1
systémes linéaires partiels appartenant & I'involution I et sment |(2L), .. 1|,
..y [(2L),| ceux de ces systemes distinets des Préeédents, 7y ..., 7,
1em~§ dunenmons
~ Le systéme bicanonique de I a la dimension P,—1 = p,,}—n 1
et, d’aprés la théorie des homographies cycliques, on a

(v-l—l)(pu—l—n —1)+7‘,,+1—}—...v{—rﬂ+u = pg+=,

clest-a-dire, en tenant compte des relations (1) et (2),

Pt AT p—v—1 = (pat ) (p—r—1).

8i p =»+1, on en déduit p = y+1.

Suppoqons u > v-+1. Au systéme |(2L),,,| correspond sur F' un sy-
stéme [K,+1| Le systéme |K,+1—I(0| ne peut exister, car il lui correspon-
drait sur F un systdéme composé avec I, appartenant au systéme canoni-
que, distinct des systémes |Ly!, | Ly, ..., |L,]. Ot les courbes K,,, décou-
pent sur une courbe K, une séne eomprlse dans une série paraca,nomque,
de dlmensmn n’—2. On a done 7”1 < ' —2. On a de méme r,+2 <z -2,

o7, < @'—2 et par conséquent -

Prga o7l < (p—v—1) (7' —2).
On en conclut
(pata)p—r—1)— (u—r—1) < (p—r—1)(#'—2),
ce qui peut s’éerire
(p—r—1)put(p—wa'+p—r—1<0.

Par conséquent, on a nécessairement p = y-+1 = p.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant: Si wne surface
algébrique F de genre arithmétique p, > 0 et dont les systémes canonique
et bicanonique me sont pas composés au moyen dun faisceaw contient une
involution eyclique dordre p < p,+1, privée de points unis, son systéme
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canowique contient p systémes lindaires partiels composés aw moyen de Din-
volution. Le genre arithmétique de la surface F', image de Vinvolution, est
positif.

3. Revenons aux systémes |Ki|, K|, ..., [Kp_y]. Lo systéme |2,
a le degré =’ —1 et le genre ='; il n’est pas spéeial et, Lapres le théordme
de Riemann-Roch, sa dimension r, est au moins egale & ). Il en est de
méme des dimensions des systoémes ||, ..., [Kpoi] b on a done

ity 2 (P—1)pg.

La formule (3) donne p,—p, = (p—1)(p,+1), équivalente & la re-
lation p;—p, = py—p,. :

Lorsque la surface I est réguliére ( Dy = Dg)y il en est de méme de Ia
surface ' (p, = p;). La relation (3) donne

vt + Py = (P _1)7)6'”
Qoll 7 =7, = ... =1y, = p,.
8i une surface régulitre F de genre arithmélique P > 0 et dont les sy-
stémes canonigque et bicanonique ne sont pas composés au moyen d'un faiscean
contient une involution cycligue dordre p < Pat1, privée de poimts unds,
son systéme canonique contiend p systémes lindaires partiels appartenant
& Vinvolution. A ces systémes correspondent sur la surface F', image de Din-
volution, de genre arithmétigue p,, le systéme oanonique et p—1 systémes
lindaires de dimension p,.

4. Nous allons maintenant nous occuper du cas P = pg+1. On a alory
Po = 0. Si la surface B’ est irréguliere (p; > 0) ot posséde par conséquent
des courbes canoniques, les raisonnements précédents peuvent &tre repris.
Il n'en est pas de méme si F’ est régulidre (p, = Py = 0), car dans ce cas
la surface ne posséde pas de courbe canonique. Dans ce qui va suivre,
nous nous placerons dans cette hypothése.

Le systéme canonique |L| de F ne peut appartenir & Pinvolution I ,
car il lui correspondrait, sur #’, un systéme canonique de cette
Le systéme |L| contient par conséquent un certain nombre » < p—1 de
systémes linéaires partiels |I], |Lely ..y |L,| appartenant & I. Soient
[Eoly [, ..., |K,] les systémes linéaives qui leur correspondent sur #
et 71,7y, ..., 7 les dimensions de ces systémes. Ceg systémes ont tous le
degré z'—1 et le genre 7'

Désignons par |Kil, [Eaf, ..., |K.| les adjoints aux systémes. | K|,
[l ..., |K,|. Puisque la surface F’ est régulitre, ces adjoints sont ré-
guliers d’aprés le théoréme de Picard et découpent respectivement sur
les courbes K, Ify,..., K, la série canonigue compléte. D’antre part,

surface,

* ©
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les systémes |Kj—IKy|, |[Ks—Ky, ..., 1K;fKV| ne peuvent exister, done
les adjoints considérés ont tous la dimension ='—1.

Aux systémes |Ki|, | K|, ..., |K,| correspondent sur F des systémes
linéaires |(2L)], [(2L)s|, ..., |(2L),] appartenant au systéme bicanoni-
que |2L] de F. Supposons qu’il existe encore, dans [2L|, u—v autres
systémes linéaires partiels appartenant a' l’invom:cion I. Sqient |-(2L),+1[,
(2L),4aly -+ -y (2L,] - ces systémes, Tyits Togay vens r, leurs dimensions. Le
gystéme bicanonique de F ayant la dimension p,+z—1, on a, par la
théorie des homographies,

W —1) 0 T T = =

Observons que §i u = v, cette relation donne y = p, ce qui est impos-
sible, puisque » < p—1. On a done u > »

Aux gystémes |(2L),.4l, ..., [(2L0),] correspondent sur B’ des systé-
mes linéaires que nous désignerons par |K,.l,..., [K,|. Ces systémes
ont tous le degré 4 (n'—1) et le genre 3z’ —2, done, d’aprés le théoréme
de Riemann-Roch, leur dimension est au moins égale & ='—1.

Le systéme | K, ,| découpe sur une courbe K, une série’ d’ordre E?n"— 2
qui ne peut appartenir » la gérie canonique, puisque 1K, +1) est distinet
de |K,|; c’est donc une série paracanonique, de dimension au plus .égale
& 7' —2. Il en résulte qu’il existe certainement des courbes K, ., qui con-
tiennent X, comme partie. Le systéme |K,_,—I;| ne peut &tre que Tun
des systémes |K)|, | K., ..., K.

Les systémes |Kil, ..., |K,| découpent égalemelnt sur une o;ourbe
K, des séries paracanoniques; done les systémes |K,—K;|,..., |[K,—K,]
existent et coincident, dans un certain ordre, avec »—1 des systén_l_es
|K.|, |Kaly ..., |K,|. Celui de ces systémes qui n’est pas rencontré coin-
cide avec |K, ;—XK,|. , .

Répétant le méme raisonnement pour |K, |, on voit que ce systéme
doit nécessairement coincider avee |K,,,|, et ainsi de suite. On en conclut
# = r-+1. La dimension de [K,,,| est 7, = (p—v)a'—L. o ’

La surface F, de genre arithmétique p,, = 0, @ le genre 1}néa.1r'e 7
et par conséquent possdde un systéme bicanonique de_ d1meg51on ' —1.
A ce systéme correspond sur I un systéme de courbes bmanomq_ues appar-
tenant & l'involution I. On en conelut que le systéme bicanonique de F’
est I'un des systémes [Ki|, |Kal, ..., K|, [ Kopal- ‘ ,

Supposons que le systéme bicanonique de F,’ 80i 1.K1[. Le systeme
|K;] contient |K,| comme partie et le systéme |K,| contient |K;| comme
partie. On a K; = K,+K,, K, = K,+XK;. )

On a ensuite K; = K,+ K, =K,+E;+K; ot le systéme bicano-
nique est par hypothése |K,| = [Ky —K,| = | KK
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On doit done avoir §j = 2. Mais alors, on ‘aurait [Ky—K,| = | K,
ot les courbes K, seraient des courbes camoniques de F', ce qui est
impossible.

Pour la méme raison, aucun des systémes |K,|,...,[K,| ne peut
atre le systéme bicanonique de F'. Ce systéme blca.nonique est done
|K..,| et on a 7, =a —1, ol v =p—1.

8i une surface algébrique F de genre arithmétique p, > 0 dont los sy-
stémes canonique et bicanonique ne sont pas composés aw moyen d'un faisceaun
contient une involution cyclique réguliére dordre p = pg-+1, privée de poinis
unis, son systéme canowique contient p—1 sysiémes Uinéairves appartenant
& Pinvolution, le systéme bicanonique en contient p. La surface X', image de
Vinvolution, est dépourvue de courbe canonique et posséde un systéme bica-
nonique irréductible.

.5. Sur le systéme canonique |L| de ¥, 7' agit comme une homographie
cyclique aiyant p—1 axes ponetuels. Si & est une racine primitive d’ordre p
de 'unité, on peut affecter une puissance de ¢ & chacun de ces axes pone-
tuels. Précisément, & 'axe constitué par le systéme | L], nous attacherons
le nombre & (i = 1,2, ..., p—1). Il est alors facile de former les syste-
mes bicanoniques partiels de F appartenant & linvolution I.

A la courbe I;+I; est attaché le nombre &+, Tes courbes formées
de deux des courbes L, Ly, ..., L,_; auxquelles sont attachées des nombres
égaux appartiennent & un méme des systémes linéaires |(2L),], ..., [(2L)p_y|«

Pour former le systéme |(2L),], tenons compte du fait que le systéme
| K| ne peut contenir la courbe K;. Parmi les courbes L;-I; appartenant
an systéme |(2L),], ne peut done figurer la courbe L,. On en conclut-qu’s
ce systéme est attaché le nombre e En passant 4 la surface I, on a

K=K, ‘K, ,=K-+K, , =...

De méme, aux systemeb I(2L) Iy ooy (2L
vement les nombres &%, ..., &°

Il en résulte qu'au sy%eme (2
On a domne

)po—1| sont attachés respecti-

L)yl est attaché le nombre & == 1.

I( =K +K, = EK-+K,;z=...

On obtient ainsi le systéme bicanonique de la surface F’. Nous re-
présenterons dorénavant ce systéme par |

Pour poursuivre ees développements, il importe de mettre en évi-
dence la parité de p.

" 6. Supposons p 1mpa1r et posons p = 2n+1. D’a.plés ce qui préoéde,
nous avons : : : ' i
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K; m= Kyt Kyy = K+ Ky = ... = ZK,,,,,H,
Ky = 2K, = Ky+ Ky, = K+ Koy = ... 5= Ky + Ko sy
I{m = ‘)Ifn = Icl‘l'I{%——l = K2 +K2n—2 E vee FE Mgy 1+-Kn+1

Quant au systéme bicanonique, il est donné par
K(’) = Ky Koy == K+ I,y = = K+ Kpy-
Le systéme tricanonique est Vadjoint \K g'i du systéme bicanonique
|K,|. On a par exemple K == Kj+Ky = Ky4+2Ky = ...
Comme vérification, formons le svxtéme bicanonique en partant de
|K,|, ¢’est-d-dire formons le systéme |Ky —K,], olr les courbes K3  sont les

adjointes aux courbes Ki, c’est-d-dire les bi-adjointes aux courbes K;.
Nous avons

Ky = Kyt I, = 2K, + Ky, By —EK, = K+ Ky = Ky,
Nous avons utilisé ce procédé dans le cag p = B pour construire une
surface B’ de genres p, = p, = 0, P, = 2, Py = 4 (voir [3] et [B1-

7. Supposons maintenent p pair et posons p = 2n. Nous avons

' z= K+ Koy = Ka“FKZn—z = = K, +Kny1,
K= = O, == Ky Ky = - = S
Ky = K+ Koy = Ky Koy = ... = "—1-.1_1{?1'
- Le systéme bicanonigue est donné par
- ' K=K +Ep,=E+Ey =... =2K,.

Il se présente ici une particularité intéressante, & savoir que le systd-
me bicanonique contient une courbe K, comptée deux fois sans que K, soib
une courbe canonique. §'il en était autrement, le systéme | K| devrait
contenir le systéme |K,| et on aurait |K,| = |[2K,|, ce qui est impossible.

Le systéme bicanonique d'une surface algébrique peut contenir une courbe
comptée deuw fois sams que cette courbe, comptée une fois, sott_une courbe
camonique de la surface.

Le sgystéme tricanonique (K| de B est donné par

Ké/ = Ky +2Kpny = 2K, +Kppog = ..

Formons le systéme |K;' —K;|. On a ‘

By — By = Kyt Ky — | = B+ K| = 1K,

ce qui montre bien que |K;| est le systéme bicanonique de F.
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Pour p = 8, nous avons pu construire par ce procédé une surface
de genres p, == p, =0, P, = 3, P, = 7 (voir [11]).

8. Nous avons désigné par 7y, s, .... #p_; les dimensions des systeé-
mes linéaires |Ly|, | Ly, -.., |Lpq]. D’aprés la théorie des homographies
cyeliques, on a

Pty P —1 = p,.
Si la surface F est régulidre, cette relation prend la forme
ftnt b p—l =Py =p—1,

d’oltr, =1, = ... = r,_, = 0. Done, si la surface ¥ est réguliére, les cour-
bes K, K, ..., K,_; sont isolées.

Inversement, si ces courbes sont isolées, on a p, = p—1 = p, et F
est réguliére.
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POISSON DISTRIBUTIONS
ON COMPACT ABELIAN TOPOLOGICAL GROUPS
BY
K. URBANIK (WROCLAW)

I. Let @ be a compact Abelian topological group. A regular comple-
tely additive measure u defined on the class of all Borel subsets of @,
with x(@) = 1, will be called a probability distribution. Let X,, X, be the
pair of independent @-valued random variables with the probability di-
stributions uy, us. Lt us denote by A the probability distribution of the
random variable X, X,, where the product is taken in the sense of group
multiplication in G.

It is well known that 1 = uykus, where the convolution * is defined
by the formula .

pakpa(B) = [ iy (Ba™) g (dm).
[ed

We say that a probability distribution u is a Poisson distribution
with the parameter », (@,e@) if there exists a non-negative constant m
such that

m" R
M C B = D) e (=),
kaK(E)
where K (E) denotes the set of. all indices % for which st eR.

We say that a probability distribution u is a composed Poisson destri-
bution if there exists a regular completely additive measure v defined
on the class of all Borel subsets of @, with »(@) < oo, such that

0 g
(2) p= D exp(— (@),
k=0 .

where

g 1 if eel,
TE=N i eem,

PO g™ (B =0,1,...),
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