Sur les ensembles {f'(z)> a}

par

J. S. Lipiaski (£6d2)

Dans le travail [2] j'ai établi une propriété des ensemblos {f(®) > a}.
J'y ai admis que la fonction f(#), non nécessairement continue, avait
en tout point une dérivée finie ou infinie. Si Pon admet, de plus, que
la fonetion f(x) soit continne, on pemt obtenir un résultat plus préeis,
3 savoir une condition nécessaire qui implique la propriété donnée dans [2],
mais non vice-versa. Cette condition, jointe & la condition nécessaive qui
dit que les ensembles {f'(z) > a} doivent appartenir & la classe F,, en-
traine la condition M, que Z. Zahorski a énoncée et dont il a dtabli la
nécessité dans le travail [5]. Dans la preuve de cette nouvelle condition
je profite des propositions démontrées par Z. Zahorski sur les ensembles
{¢'(z) > a}, o (=) est une fonction satisfaisant & la condition do Lipschitz
ot différentiable en tout point.

THEOREME. Si f(x) est une fonction continue admetiant en tout point
une dérivée finie ou infinie, alors pour fowt ensemble B = {f'(x) > a} non
vide il ewiste un ensemble A de mesure nulle et une fonction p(x) différen-
tiable et satisfaisant & la condition de Lipschitz tels que
(1) ACE,

(2) A=A;-A,, ol A4;¢F, et A,eGs,
(3) E—A=E (cest-a-dire Vensemble A est non dense dans I)
(4)  dans tout voisinage wnilatéral du point xe A B il ewiste des points

de Vensemble E— 4,
(5) E‘-—A = {p'(z) > 0}.

Démonstration. Seit B en ensemble arbitraive ot @ e 5. Je pose
fB@) = max[f'(z), %imf'(t)], Fus(®) = min[f'(z), Himf(©)].
] i =r
ieR teld

S.i Ia différence fH(2)—f.5(x) est déterminde, je pose wp(®) = fH{e)—fun(®),
sl ellle est indéterminée je prends wgy(z) = 0. La fonction wp(x) est dite
oscillation de la dérivée f'(z) sur I'enseroble B au point 2. Si ’ensemble B
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est la droite entiére, nous éerirons f*(x) an liew de fi(x). Nous ferons de
méme pour f,.p(r) et wplx).

Je désignerai Vensemble {f*() = +-co}—int® par F. Je vais prou-
ver qu'il posséde toutes les propriétés que la conclusion du théoréme
attribue & Pensemble A. On vérifie alsément que Pensemble {f*(x) = -+ oo}
est fermé, done l'ensemble F est aussi un ensemble fermé. Je dis que

(6) I C {og(@) = oo}.
Tin effet, s @ e 7 et /(%) < oo, alors limf'(t) = --oco. Pour un nombre
[

arbitraire b > @ il exigte done dans tout voisinage du point » des points y
tels que f'(y) = b > @, cest-d-dive des points de Tensemble E. Comme
le nombre & est arbifraire, nous avons ‘

Tl?l; /’(6) == 400 .

[

teld .
Puisque la dérivée d’une fonction continue posséde la propriété de Dar-
boux, dang tout voisinage du point x il existe des points w tels que
f'(w) = max[f'(z), a]+1 < +oo. Comme w < B, on a

lim f'(f) < +-oc0.

(s

lely
Dans le cas considéré nong obtenons ainsi wg(r) = co. 81 w ¢ F et f'(x)
= -f oo, OIL Ne peub avoir f(w) = 4-co. Sinon il exigterait un voisinage
du point « tel que, pour les points # de ce voisinage, on aurait f'(z) > a
et le point @ appartiendrait avee ce voisinage & Pintérieur de Vensemble J,
ce qui ost impossible vu la définition de lensemble F. Done, si weF
et f(2) = + o0, on A f,(@) < +oco. La propriété de Darboux permet
encore de conclure que, dans tout voisinage dun point #, il existe des
points w tels que () = max[f,(#), a]+1 < +oo. Ainsi « ¢ B et limf'(u)

UrT
uek

< oo, done fuu(®) < +oo. De f(x) = +oco il s'ensuit que zel et
Fil@) = J-oco. Dams ee cas on a done aussi wg(e) = oo eb la relation (6)
se trouve ainsi dtablie.

Supposons maintenant que Pensermble B ne satisfagse pas b Pégalité
B = J, bien que la eoncluision du théoréme attribue 3 I'ensemble A
la propriété (3). Amtrement dif, supposons qu'il existe un intervalle
&, 65 tel quo (b, ¢)- B0 of que Lensemble 7 soit dense dans T’ensemble
¢h, 6>+ B, Alors nous aurvions <b, ¢ B == b, e>- T et pour we (b, ¢y-ECF
il viendrait e, o) 2 @g#) = 4o, Dans ensemble (b, ¢)- E il n'exi-
sterait done pas de points de continuité relative de la dérivée f'(x) par
rapport 4 1’ensemble <D, e>- B, Cela est pourtant impossible, puigque la
dérivée, en tant que fonction de premidre classe de Baire, est ponctuel-
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lement diseontinue par rapport & tout ensemble fermé. Nous avons done
prouvé que
(7) E-F=E.

Soit maintenant z, e F-E. L’ensemble I est non dense dans B, il
Vest done a fortiori sur la droite et il existe, dans un voisinage arbitraire
4 droite du point @,, un point @, tel que @, ¢ F. 81 f'(m) > a, alors oy ¢ H—-F,
Si f(e,) < a, puisque #, € B, cest-b-dire f'(w) > @, ot que la dérivée
posséde la propriété de Darboux, il existe dans lintervalle (zg, ) un
point & tel que & < f(£) < f'(my). Nous avons done (&, #,) - +£0. En
vertu de (7) lensemble (xy, #,)- B ne peut &tre composé uniquement de
points de l'ensemble F. Done, il existe dans (@, @) H un point w, ¢ 1
et, par conséquent z, ¢ E—F. Bn faisant un raisonnement analogue pour
un voisinage & gauche du point @, nous voyons que, dans chaque voisi-
nage unilatéral de tout point x e - B, il existe des points de Pensemble
E—F. Nous obtenons ainsi pour l'ensemble F une propriété qui cor-
respond & la propriété (4) de lensemble 4.

7. Zahorski a établi une condition nécessaire et suffisante pour
Pexistence, pour un ensemble H, d'une founction ¢(x) différentiable et
satisfaisant & la condition de Lipschitz, telle que H == {p'(z) = 0}. (ert
la condition appelée M, (cf. [5], p. 3 et 43. La condition M, est aussi
citée dans le travail [3] p. 95). Sans 'énoncer iei je me bornerai & for-
muler les théorémes suivants, dont je ferai usage dans la suite, sur les
ensembles de la classe M,, c¢'est-d-dire les ensembles satisfaisant & la
condition M,.

(8) 8i la dérivée f(x) est bornée supériewrement, {ous les ensembles
{f'(m) > a} appartiennent & la classe M,.

(9) Le produit dwn intervalle ouvert et dun ensemble appartenant & lo
classe M, aeppartient & la classe M,.

(10)  La some dune infinité dénombrable d’ensembles de classe M, appar-
tient & la classe M,.

(11} 8i un ensemble de la classe F, est composé uniquement de ses points
dépaisseur il appartient & lo classe M,.
L’ensemble F e F,, puisque K= {f'(x) > a}, ot ln dérivée ost une
fonction de premiére clagse de Baire. L'ensemble ¥ oub fermd, done Pen-
[==]
. .l 9
semble B—F ¢ F,. Roit E—F = Z‘F’.n, ot I, wont, des ensembles formdés
W=l
et — on peut 'admettre sans diminuer la généralité — bornés. Soil @ e I,
Je vaiy montrer qu’il existe alors un voisinage (x~68,, 245, tel que
(12) (B—F)(x—08,, €48,) ¢ M, .
TR i . 0 [y F
Je distingnerai deux cas: 1° fAz) = +oo, 2° fHa) < +oo.
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Dans le premier cas on a #einbE. Soit ¢ > 0 nn nombre tel que
(— 8y, w+6) CintE. Soit d;= p(x, F). L’ensemble F étant fermé, on
a 8, > 0. Bn posant 8y = min(dy, d,) jobtiens (#—6,, #+0;) CintE—F
CE—F. D¢ 1a (28— 6y, @+ 8;) = (86— Su, &+ ;) (E—F). Bn vertu de (11)
nous avons (z— g, #-+8;) € M, et de la dernitre égalité nouns tirons (12)
dans ce cas.

Dang le second cas la dérivée f'(x) est loealement bornée supérieure-
ment au point @, done il exisgte un nombre >0 et un nombre
My< + oo tels que pour ye(@—d, 2+8) on a f(y)< M;. Il est
évident que leo nombre &, peut ére choisi de sorte que &, < ¢(w, F).
Soient {u,} et {fn} des suites telles que limay == &—&;, Ump, = o+ ds,

"m0 n-»0Q
B— 8y <ty <y = P << Pui 1 < @4 8. Comme Vensemble {f'{x) = — oo}
est de mesure nulle ([4] chap. IX, Thése 4,4), on peuti choisir les nombres
B €t a, de sorte que Pon ait f'(ay) > — oo, f(fn) > — co. La fonetion

flan)  powr o< an,
{13) fnl@) = (@) POUrT 0 <& < fny

f'(fn) pOUT =P,
oxt anssi wne dérivée bornée supéricurement et, d’aprss (8), les ensembles
{fa(®) > &} appartiennent & la classe M,. Bn vertu de (13) et de la dé-
finition de Lensemble B nous avons (o, fa)- {fu(®@) > a} = (n, fa)-E.
De 14 on tire, en tonant compte de (9), {(au, fa)-E e M,. Ensuite, on a

-]

(@ — gy @+ 60) B == 3 (an, fu)-T of, en vertu de (10), on obtient

(20— Oy 0+ 0z) - F € Zt%l T.e nomhre 8, étant choisi de sorte que (z-&,
24+0) F =0, on a (B— 0y, 2+08,;) B = (0—08, 0 +0)(B—F), dolt xé-
sulte (12). La famille d’intervalles (#— 4y, #+-6;) recouvre chacun des
ensembles F,. Bn vertu dun théoréme de Heine-Borel chacun des en-
sembles I, peut &tre recouvert par un nombre fini de tels intervalles,
ot Pensemble JB--F peut I'étre par nnoe infinité dénombrable de ceux-ci.
Désignons ces intervalles par des indices: (w—dq, 2+ 0y)n. NoOus avons
o -
BE—FC Y (@~ b, -+ )u. Do lhon tire H—FC % (L Bz, © 4 8 (E—F).

Al . -
Lrinclugion B—1 D Y (2= by, @4 So)y( B ~F) ost triviale. Nous obtenons

n
aingl F~T s Y (@ Oy -} Gpda(B— F). Bn tenant commpte de (12) et (10)
k3

ceci donnoe
(14) B—FeM,.
Soit D Pensemble des points ot Uépaisseur de Uensemble B-F est
égale & 1. On sait que
(15) |E-F—~D|=0.
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Lensemble E-F-D, étant mesurable, contient un ensemble G e F, tel que
(16) |E-F-D—G|=0.

T’ensemble @ est composé exclusivement de points de pleine dpaisseur
de Yensemble E.F. L'ensemble G différe de I’ensemble E.-F d'un en-
semble de mesure nulle. Il résulte de 1 que I'ensemble G est composé
exclusivement de ses points d’épaisseur. BEn vertu de (11) nous avons

(17) GelM,.

Je pose A = E-F-CG. La relation (1) est évidente. Posons Ay == B F,
A, = OG. Tl est évident que 4, e Fo, Ay e Gy ot A = A4, On a done (2).
Puisque GC D, il vient 4 = (B-F—D)+(E-F.D—G), Loty en tonant
compte de (15) et (16), nous avons |4|== 0. IPensemble 4 est un sous-
ensemble de Densemble ¥, done, compte tenu de (7), on & (3). Nous
avons obtenu pour Pensemble F une propriété qui correspond & la pro-
priété (4) de Dlensemble A. Puisque ACKH, il vient ACF =1, d’ou
nous avons (4). Enfin B—4 = (BE—F)+@ et, en vertu de (14), (17)
et (10), nous avons B—A ¢ M,. Cest la condition suffisante pour lexis-
tence de la fonction @(z) ayant les propriétés énoncées dans la conclu-
sion du théoréme. .

Dans le théoréme que nous venons d’établic Uhypothése relative
3 la continuité de la fonetion f(z) ne saurait &tre rejetée. On le voit
A Pexemple de la fonction f(z)= &= pour zz=0 et f(0) == 0. Pour cetie
fonction nous avons B = {f(x) > 0} = {0}. 8i l'on suppose Pexistence de
Pensemble A et de la fonction @(z) ayant les propriétés énumérées dans
le théoréme, on @ ou bien 0 e A ou bien 0 ¢ 4. Dans le premier cas V'en-
semble F—4 serait vide. Dang aucun voisinage du point 0 e B-4 il n'y
aurait de points de I’ensemble E— 4, on ne pourrait done avoir (4). Dans
le second cas on aurait 4 = 0, donc H—4 = F = {0} == {p'(x) > 0}, ce
qui est aussi impossible, puisque lensemble {g'(x) > 0} doit étre ou bien
vide ou bien de mesure positive (ef. [1] ou [5], p. 24).

Supposons maintenant que Pensemble B e F, ait les propriétés énon-
cées dans la conclusion du théordme, cest-a-dire qu’il existe un ensemble
A de mesure nulle et une fonction ¢(x) différentiable et sabisfairant & la
condition de Lipschitz tels que Pon ait (1), (2), (3), (4) ot (5). Nouy allons
prouver que l'ensemble E a alors la propriété M,, ¢'est-d-dive que H el
et que tout voisinage unilatéral de tout point x ¢ £ contient une partie
de Pensemble F de mesure positive. En effet, en vertu de (4) il existe
dans tout voisinage unilatéral ¢ du point z¢E- A des pointy de len-
semble E— 4. En tenant compte de (5) et du fait gue le complément
de I’ensemble fermé A a une quantité tout an plus dénombrable de com-
posantes qui sont des intervalles ouverts, et en appliquant (9) et (10)
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nous obtenons ]g-—if ¢ M,. Prenons maintenant le voisinage ¢, C G du
point y € G(E—4). De la définition des ensermbles de classe M, il résulte
que chaque voisinage du point y eﬁE—Z € M, contient une partie, de
mesure positive, de L'ensemble E— 4, done a fortiori une partie de 1’en-
gsemble # de mesure positive. Le voisinage @, contient donec une partie
de Pensemble I de mesure positive et, comme &, C @, il en est de méme
de G. Pour v e B—A ¢ M, il résulte immédiatement de la définition des
ensembles de classe M, que tout voisinage unilatéral du point # contient
une partie de I'ensemble & de mesure positive. Tout voisinage unilatéral
de tout point # ¢ & contiecnt dont une partie de Vensemble E de mesure
positive. Comme nous avons supposé Eel';, nous avons done E e M,.

Dans le travail [2] j’al introduit, pour les pointy appartenant & len-
gemble °B, la notion de points ayant la propriété Wp. En s’appuyant
gur cette définition on voit aisément gue Pensemble B satisfaisant aux
conditions énoncées dans la conclusion de notre théordme ne peut avoir
de points ayant la propriété W, en dehors de Vensemble E-4. Ce der-
nier est non denge sur X, done a fortiori sur la droite. Dans le travail [2]
j’ai démontré que si la fonction f(#), non nécessairement continue, a en
tout point une ddrivée finie oun infinie et si H = {f'(x) > a}, alors Len-
semble des points ayant la propriété Wy est non dense. Par conséquent,
Vensemble B ayant les propriétés énoncées dans le présent théoréme
doit avoir la propriété donnée dans le théordme du travail [2]. Il eon-
vient pourtant de rappeller que dans notre dernier théordme es hypo-
thases sont plus fortes, la fonction f(x) étant supposée continue.

Dans le travail [2], j’ai montré que la propriété dont il y est que-

. stion et la propriété M, sont indépendantes. Je vais donner maintenant

un exemple d’ensemble K ¢ M, ayant la propriété énoncée dans le tra-
vail [2] et me satisfaisant pas anx conditions du théoréme établi dans
le présent travail. Soit # un ensemble parfait, non dense, tel que pour
tout intervalle (a,d) linégalité (a,d)-F 0 implique |(a, b)-E| > 0.
11 exigte alors un ensemble E* C B tel que B* ¢ F, et que pour tout in-
tervalle (a, b) 1inégalité (a, b)E 5 0 implique |(a, b) E| > |(a, b)-B*| > 0.
Les ensembles B* et B~ F* sont alors denses dans K et pour tout inter-
vallo (a, b) Vindgalité (a, b)-B =0 implique |(a, b)- (B—B*)| > 0. Soit &,
Vensemble des points do pleine épaissenr de Pensemble E*, et B, celui
des points de pleine épaissour de Vensemble B—E* Je désigne par K,
Pensemble de classe F, contenu dans B*. B, tel que pour tout intervalle
(@,b) on a |(a,b) B*-H| == |(a,b) J,|. Je désigne ensuite par K, un
ensemble dénombrable dense dans (F— E*)-H,. L'ensemble K = K, + K,
est de clagse F, ot on vérifie aisément que fout voisinage unilatéral du
point e I{ contient une partie de Densemble J de mesure positive.
Tensemble K ost done un ensemble de classe M,. Aux points de Ven-
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semble K, épaisseur de Tensemble B—E* est dgale & 1, done Pépaisseur
de Vensemble B* et de Pengemble Iy qui y est contenu est vulle. Ta dif-
férence des engembles K et I(; étant un ensemble K, de mesure nulle,
Iépaisseur de V’ensemble K aux points appartenant & K, est nulle. Si
l'ensemble K avait les propriétés énoncées dans le théordme du présent
travail, il devrait exister un ensemble A fel que

(18) K—A+#0

ot K—A ¢ M,, donc, en tenant compte de (9) of (10), aussi K--4 e M,
De la définition des ensermbles de classe 17, il résulte quil ne_peut con-
tenir de points ot son épaissenr serait nulle. L’ensemble [C--A ne pour-
rait done pas contenir de points de Pensemble K. De 1 K,C A 1'\1 C A.
Tvidemment K, C A. L'ensemble K, est dense (_1_;1.11,% K, done K C K, of,
par suite, K C A. Nous obhtenons aingi K — 4 == 0, en contradiction
avec (18).

Considérons maintenant Pensemble des points ayant la propriété Wy,
1l constitue un sous-ensemble de Vensemble non dense I, il est done
Ini-méme non dense. Tlensemble K a donc la propriété énoncée dans
la conclusion du travail [2].
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Some consequences of the Vietoris Mapping Theorem
by

J. W. Jaworowski (Warszawa)

1. We know several generalizations of theorems concerning contin-
uous mappings in the case of multi-valued mappings, <. ¢, of mappings
which take each point of a space X info a non-empty closed subset of
a space ¥. The continuity of a multi-valued mapping F: X—Y is de-
fined as the upper semi-continuity of the mapping # regarded as a single-
valued mapping of X into the space 2% of non-empty closed subsets of ¥.
For ingtance, S. Rilenberg and D. Montgomery have extended in this
way the Lefschetz formula concerning fixed points of mappings (see [3]);
in [4] a similar generalization of Borsuk’s theorem on antipodes is given.
The Vietoris Mapping Theorem is an important tool in such generaliza-
tions. It ensures that a multi-valued continuous mapping F from X to Y,
such that the sets F(x) are acyclie, induces a homomorphism of homo-
logy groups of X into those of ¥.

W. L. Strother studied in [7] the multi-valued mappings which are
continuons as mappings from X to 2¥, The author introduced the notion
of multi-valued homotopy of such mappings. However, the identity
mapping of the sphere S, is “multi-homotopic” to zero in this sense,
g0 that the “multi-homotopy groups” based on this notion of homotopy
are trivial. We consider in this paper a similar notion of homotopy for
multi-valued mappings F': X—»Y which are continuous in the previous
sense (i. e., wpper semi-continuous). We show (Theorem 3) that if two
multi-valued mappings P, G: XY are homotopic and if during such
a multi-valued homotopy @: X xI—Y the sets ®(w, v) are acyclic, then
I and @ induee the same homomorphism of homology groups. It follows,
in particular, that there exists no acyclic homotopy joining the identity
mapping of the sphere with the constant mapping. Moreover, this theo-
rem and the above montioned formula of Lefschetz for multi-valued
mappings yield a gencralization of the classical theorem of Poincaré-
Brouwer coneerning vector fields on the sphere.

2. Let X be a compact metric space and let & > 0. By a k-dimen-
sional ¢-simplex of X we understand a seb {pq, D1y .os Pi} of & points
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