Les sous-groupes purs et leurs duals
par
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& étant un groupe abélien localement compact @* désignera le groupe
dual, ¢'est-h-dive le groupe localement compact composé de tous les ca-
ractéres continus y de @. Si H est un sous-groupe fermé de @, on a (G/H)*
—ACG*, oit A (annulateur de H) se compose de tous les y qui prennent
la valeur 1 sur H. .

TUn sous-groupe H de G s’appelle pur si l'on a

(1} nH=HnAnG
pour tout n entier.

Le caractére y d'un groupe G est d’ordre fini nosi yr=1 eb sl ymzEl
pour m < n. Nous dirons que 1e sous-groupe fermé H de G a 1a propriété (P)
«i tout caractére continu de H d’ordre fini se laisse prolonger sur le groupe ¢
tout entier de fagon qu'il y devienne un caractére continu du méme ordre.
Désormais le mot ,caractére” désignera un caractére continu.

THGOREME 1. Pour que A soil pur, il faut et il suffit que H ait la
propriété (P).

Admettons que H jouisse de la propriété (P) et que I’équation

(2) =% (ned)
ait une solution dans G*. 8i y en est une, on & 4n=1 partout sur H. Pro-
longeons le caractére 7, considéré sur H, en un caractére z, de G sans
élever son ordre. Il vient

(xx)"= 2o

et, comme pour les éléments de H on a yu=x1=1 PPéquation (2) se
trouve satisfaite par un élément de 4, ce qui prouve que le sous-groupe A
est pur.

Réciprogquement, soit 4 un sous-groupe pur de @* et y, un caractére
de H dordre n. Nous le prolongeons d’abord drune fagon arbitraire en
un caractére du groupe @ tout entier, ce qui est toujours possible ([8],
p. 268). Désignons le caractére aingi obtenu encore Par Xo. I’équation

X =1Xo
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étant résoluble dans G, elle est résoluble dans 4. Si y ¢ A en est une so-
lution, on @

(Fo)'=

et 7=1 sur H, donc le caractére ¥y, est un prolongement de y, qui est
du méme ordre que y,.

LevME 1. 8¢ un sous-groupe fermé H d'un groupe localement com-
pact G est pur, chacune des deux hypothéses suivantes suffit pour que H
ait la propriété (P): () le groupe nG est owvert quel que s0it n entier ou
bien (B) nG est fermé pour tout n et le groupe H est compact.

Evidemment, le cas () se présente, en particulier, quand le groupe G
est discret, le cas (B) quand il est compact.

Lemme 2. 87 G est un groupe discret et H est un sous-groupe de @
ayant la propriété (P), alors H est pur.

Ce lemme est une conséquence du théoréme 1 et du lemme 1 (cas (8))
puisque le groupe G* est compact. Passons & la démonstration du lemme 1.

Comme le groupe n@G est fermé, le groupe nH lest également, en
vertu de (1). Par conséquent, le groupe quotient H/nH est un groupe
topologique localement compact. A cause de (1) il existe un isomorphisme
algébrique H/nH - (H+nG)nG tel que

(3) p(@+nH)y=a+n@ pour tout aecH.

Cet isomorphisme est done continu. I’application inverse -1 Vest égale-
ment, ce qui résulte, pour le cas (x), de ce que le groupe (H +nG)n@
est discret et, pour le cas (8), de ce que le groupe H/nH est compact en
méme temps que H.

Boit x un caractére de H d’ordre n. Puisque y(nH)=1, on peut con-
sidéret y comme un caractére de H/nH. Alors yg~! est un caractére du
groupe (H 4-nG)/n@ et on peut le prolonger en un caractére y, du groupe
G/n@. Le caractére y, est évidemment d’ordre n. En le superposant avec
Phomomorphisme naturel G—>@/n@ on obtient un caractére d’ordre # du
groupe @G qui coincide sur H avec y en vertu de (3). Par conséquent,
le groupe H a la propriété (P) et le lemme 1 se trouve démontré.

Maintenant, nous allons nous bormer & une classe partielle K de
groupes abéliens localement compacts. En particulier, soit K, la classe
composée. de tous les groupes qui sont engendrés par un entourage eom-
pact de I’élément neutre, et soit K, la classe des groupes qui sont leurs
duals; soit enfin K=K, K,. Aingi, la classe K est close par rapport
4 la relation de dualité, c’est-i-dire si G ¢ K, on a G* ¢ K.

Tout groupe & e K, est la somme directe d’un groupe compact Z,
d'un groupe vectoriel ¥V et d'un nombre fini de groupes cycliques in-
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finis I ([5], p. 274). Par conséquent, tout groupe & e K, est une somme

directe .

(4) G=DiM

oL D est un groupe discret et M est un groupe connexe-somme directe

d'un groupe vectoriel et d’un groupe toroidal de dimension finie. On en

conclut que, pour G ¢ K, le groupe nG est fermé quel que soit n entier,

puisque o
nGF=nZinVinLi..inlL

ou bien :

nG =nDinM

et que les sommandes b droite sont fermés dans Z, V, L, D et M respecti-
vement. De plus, pour G ¢ K, le groupe nG est toujours ouvert, car D
est discret et nM =M.

THhoRIME 2. H btant un sous-groupe pur fermé de & ¢ K, Uannula-
teur A=(G/H)* de H est un sous-groupe pur de G*.

Notong qu'en y remplacant la elasse K par celle de tous les groupes
qui sont discrets ou compacts on obtient un théordme connu et facile
3 démontrer (¢f [3]). _ _

Ta démonstration du théordme 2 va mettre en évidence aussi sa
réciproque, en vertu du théoréme sur la réciprocité des anpulatem‘s (581,
p. 257): A étant V'annulateur de H, celui de 4 est égal & H -

THAOREMBE 3. Powr qu'un sous-groupe fermé de G e K soit pur, il
faut et il suffit qwil jouisse de la propriété (P). ‘

La deuxiéme partie du théoréme 3 et le théoréme 2 résultent _1mmé-
diatement du théoréme 1 et de la proposition suivante qui constitue la
premidre partie du théordme 3: o

(A) Si un sous-groupe fermé de G e K est pur, il a la propriété (P).

Démonstration An lien de démontrer (A) directement pour tous
les groupes & ¢ K nous n’allons considérer que les_ groupes @ ¢ K, et nous
Prouverons pour ceux-ci non seulement (A),hmajls encore la propos1.t10n
réeiproque: si le groupe H a la propriété (P), il est pur. De cette ma,méri,
1a proposition (A) se trouvera démontrée complétement,, vu le théorémsz .

Or, soit d’abord H un sous-groupe fermé‘pur dgn g’roupe-G eK,.
Le groupe n@ étant ouvert dans @, quel que soit n entier, 1hypo§hése ()
dun lemme 1 se trouve satisfaite, donc le sous-groupe Hala propr{été ).

Soit & présent H un sous-groupe fermé de G ¢ K, 'a.yalnt 1a propriété (P).
En vertu de (4) tout élément de H peut 8tre écrit sous, la forme (%,£)
oll x e D et £ e M. Soit & le sous-groupe de H composé d éléments. (0,8).
Comme 5 est un sous-groupe fermé de M, c’est un .groulze (abélien) de
Lie, done il est la somme directe d’un groupe vectoriel, d'un groupe to-
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roidal connexe de dimension finie et d’un groupe diseret. Il en résulte
que la composante ¢, de I’élément neutre de £ est ouverte dans 5. La
marche du raisonnement exige que I'on démontre que pour toub » entier
le groupe nH est fermé. Or, prE désignant la projection de I’ensemble F
sur D, il suffit de prouver que pour tout = e pr H l'ensemble

C{(,B): (y,B) enH, y=a}=1pr; nH

est fermé. Si (v,a) ¢ H on a pry H=5+(z,a) et comme 5 est une somme
de composantes ouvertes, on n’a qu’a vérifier que pour chaque compo-
sante ¢ de lensemble pry*H l'ensemble C~nH est fermé dans €. Soit
(#,8)e C~nH et roit, par exemple, pour (y,y) ¢ H,

(8) ny=x, wy=_4.
On a
(6) O=0Cy+ (2, 8).

Soit P==pr;*H; alors P=5 + (y,y). Comme le groupe C, est connexe,
il est divisible. Done, en vertn de (5) et (6) on a

wPICy+ (m,8)=0.

Aingi, il vient CCnH, ce qui montre que toute composante de pr; H,
pour un x ¢ prH quelconque, est ou bien totalement contenue dans nH
ou bien disjointe de »H. En tout cas, (~nH est. fermé, ce qu'il fallait
démontrer.

Montrons & présent que prH est un sous-groupe pur de D. En effet,
dang le, cas contraire prH serait privé de la propriété (P) em vertu du
lemme 2, il existerait done un caractére y de prH d’ordre » qui ne serait
pas prolongeable en un caractére de D du méme ordre. Cependant le
caractére y(z,€)=yx(z) ((v,&)e H) du groupe H est prolongeable en
un caractére z, d’ordre n du groupe & tout entier, H ayant la propriété (P);
alors le caractere y(z,0) (xeD) d’ordre n est un prolongement de X
sur D et nous sommes conduits & une contradiction.

Maintenant il est facile d’achever la démonstration, en prouvant
que le sous-groupe H est pur. Admettons le contraire. Alors il existe
un élément (v,a) ¢ H~n@ qui n’est pas contenu dans nH. L’élément
@ eprH est divisible par n dans D, et comme prH est pur dans D, » est
divisible dans prH: ny—==, y eprH. On a npr, HCpr; H, donc len-
semble pr;*H contient au moins un élément de nH, (2,B) par exemple,

tout en contenant un élément qui n’appartient pas & wH, % savoir (2,a).
Le sous-groupe nH de H étant fermé, le groupe H/nH est localement
compact; par conséquent, il existe un caractére y de ce groupe qui sé-
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pare les éléments (z,p)+nH =nH et (z,a)+nH: 1 :x(nH);éx((w,a)—{-nH)’.
Bien entendu, c’est un caractére dont l'ordre ne surpasse pas n (car il
n’y en & pas d'autres). En superposant y % ’homomorphisme na.turgl
de H sur H/nH, on obtient un caractére de H qui n’est pas constant sur
pr; " H et dont ordre est au plus égal & n. Un tel caractére ne ]:)Elllt pas E;ure
prolongé en un caractére de @ d’ordre fini, car ’ensemble DI GOpry H
est connexe, vu qu’il est congruent & M. Nous avons ainsi une contra-
diction avee 'hypothése que H jouit de la propriété (P). '
Daprés un résultat de Los [4] chaque groupe abélien qui admet
une topologie compacte représente un gommande direct de.tout groupe
qui le contient en qualité de sous-groupe pur. Pour eettg raison les sous-
groupes purs fermés d'un groupe compaect @ sont précisément ses som-
mandes directs (au point de vue algébrique), fermés comme sous-en-
gembles de G (1). Ainsi, le théoréeme 2 donne lien au corollaire suivant:

COROLLAIRE, H édlant wn sous-groupe &'un groupe discret @, la con-
dition nécessaire et suffisamte pour gque A=(G/H)* soit un sommande di-
rect fermé du growpe (compact ) G* est que H soit pur.

Si H est pur sans é&tre un sommande divect, 4 n’fast pas un so,m-
mande direct au point de vue algébro-topologique, ce qui veut. dire qu’on
ne peut pas trouver dans ce cas un sommande complementaire qui soit
fermé. Sinon on aurait wune décomposition de @ en deux gsommandes
directs, dont Pun serait H. L Kaplansky ([2],‘ p. 55) a remarqué que lzut
composante de 1'élément neutre, qui est. toujours un sommande direc
fermé, ne constitue un sommande topologique que flans le cas ol le sous-
groupe composé de tous les éléments d’ordre fini dafns' G’ est un som-
mande direct de &, ce qui n’a pas lieu en général. A'ms,l, 1} peut arriver
guun sommande direct fermé 4 dan groupe abélien com.palct' G soit
dépourvu de sommandes complémentaires fermés. Le colloraire ci-dessus
montre que cette circonstance peut aussi se présenter dajns les groglégs
connexes, & savoir, si 'on prend pour G un groupe Sans torsion ([5], dp 2 ; )
ayant des sous-groupes purs qui ne sont pas des sommandes directs,
et pour H un de ces sous-groupes.

THAhORIME 4. Les théorémes 2 et 3 subsistent si Uon vy fr_emplaae’ la
dlasse K par la classe N composée de tous les groupes Sommes directes dun

? liscret sans torsion.
groupe localement compact el commexe et d'un groupe discr

Pour Ja démonstration il suffit de tenir compte de ce que n@ est
ouvert et d'appliquer le lemme 1. ‘ » _

Remarquons que la classe N est close par rapport & la dualité; ((1);1
le déduit facilement des théorémes connus, tout @ ¢ N étant somme di-

(1) Ce résultat se trouve formulé et démontré dans [3].
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recte d'un groupe compact et connexe, d'un groupe vectoriel et d'un
groupe discret sans torsion.

Draprés Vilenkine ([6], p. 146), la classe K dans le théoréme 2 peut
étre remplacée aussi par la classe P, composée de tous les groupes 3épa-
rables, de dimension 0, primaires par rapport & un nombre premier P,
ce qui veut dire qu'on a lim p"z=0 pour tout ¢ G.

L’hypothése que @ ¢ K ou G « N est essentielle pour les théordmes 2
et 3. Voici un exemple qui le prouve:

Le groupe G sera composé de toutes les suites (®y,24,...) de nom-
bres rationnels mod 1, dont presque tous les termes sont égaux i l'un
des nombres 0, £, }, £. L'opération définie dans G est I’addition terme
a terme mod 1. Définissons U, comme ensemble des suites de G pour
lesquelles oy =...=2,= 0 et 2, =0 ou }, si %k >n. Bn considérant U, comme
entourages de 1’élément neutre on a introduit dans @ une topologie loca-
lement compacte. Soit HC@ le sous-groupe composé des suites dont
presque tous les termes sont égaux 4 0 ou & 4. Le sous-groupe H est
alors fermé dans @. Il n’est pas pur puisque 'élément (3,%,...) e H est
divigible par 2 dans @, mais non dans H. Cependant H a la propriété (P),
réalisée dans le vide, H étant dépourvu de caractéres continus d’ordre
fini positif. M. Freudenthal s’en est justement servi en qualité d’exemple
de groupe abélien localement compact, non divisible et n’admettant pas
de caractéres continus d’ordre fini ([1], surtout p. 173). La simple dé-
monstration de cette derniére propriété se raméne i ce que H contient

*

0
un sous-groupe divisible dense, & savoir le groupe somme directe 2R,

i=1
olt R; sont isomorphes au groupe additif des nombres rationnels mod 1;
or, un groupe divisible est dépourvu de caractéres d’ordre fini, ce qui
est élémentaire et bien connu.

Aingi, le théoréme 3 ne subsiste plus pour @. C'est également le cas
pour le théoréme 2, puisque, en vertu du théoréme 1, Pannulateur A
de H est pur comme sons-groupe de G* et que H est exactement lan-
uulateur de 4.

M. 8. Balcerzyk nous a communiqué un. exemple de groupe localement
compact & contenant un sous-groupe pur fimt, privé de la propriété (P).

11 serait désirable de savoir si les théorémes 2 et 3 subsistent si ’on

y remplace la classe K par celle de tous les groupes sommes directes -

d'un groupe discret et d’un groupe engendré par un entourage compact
de I’élément neutre. Cette classe est close par rapport & la dualité et elle
contient les classes K ef N. Clest peut-étre la classe 1a plus large de grou-
pes abéliens localement compacts qui se laisse déterminer d’une fagon assez
naturelle et pour laquelle nos résultats pourraient ensore 8tre valables.
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