Sur la vitesse de la croissance des suites infinies
d’entiers positifs I
(Echelle des vitesses)
par
J. Popruzenko (L6dz)
1. Soit W Pespace composé de toutes les suites infinies d’entiers

positifs convergentes au sens large, c’est-A-dire des suites qui soit ten-
dent vers 'infini, soit deviennent stationnaires & partic d*un certain terme.

§= (Ngy Ny ooey gy o0) T = (Mg, My, ..y My, ...) étant deux éléments
de I/, nous écrirons
(1.1) s>t
lorsque
g
2y . lim — =
2 ij.:: g o

et dans ce cas sewlement. Nous dirons alors que la vitesse de la croissance
de la suite s dépasse celle de t.

Deux snites s et 8 = (ni, 21, ..., 7}, ...) seront dites équivalentes
lorsque

0 < lim q—?”: < E-Iﬁii < o0,
ivoe Mg oo Wy

On voit que la relation (1.1) subsiste lorsqu’on y remplace s ou f,
ou s et ¢ simultanément, par des suites équivalentes (); de méme, on
apercoit que toutes les suites stationnaires sont équivalentes et que la
formule (1.2), done aussi (1.1), est remplie par toute suite s tendant vers
linfini, lorsque ¢ est stationnaire, (Comparer [2], p. 309—310.)

La relation (1.1), transitive et non-refléxive, établit dans “¥{ un ordre
partiel; démontrons qu’elle jouit de la propriété suivante:

(a) M Gtant un ensemble au plus dénombrable CN, soit t un élément
de N tel que M >t (2). Alors il existe un s* e W satisfaisant & la condition

(1.3) M>s*>t.

(1) E. Marezewski a apergu que l'implication inverse est aussi vraie: 'lorsque B
entraine y > s’ et réeiproquement, les suites s et s’ remplissent l'inégalité du texte.
(*) Cest-a-dire que p > ¢ pour tout p e M.
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Etablissons d’abord deux cas particuliers de cette proposition, notés
ci-dessous comme () (2=1, 2).

(&) Lensemble M est fini.

Soient s = (nk, NEy s nk, ..}, k=1,2,..,1, tous les éléments de M.

Un s* satisfaisant & (1.3) existe sirement lorsque M se compose
d’on seul élément s, = s; on a alors

(1.4) s3> 8> 1.
Sil>1, on pose n;= mm{nl,'n,, n,ﬁ} eb &= (Ngy Mgy ory My )

on a $> 1, et une suite s* satisfaisant & (1 4) satisfait & plus forte rai-
son & (1.3).

(an) L'ensemble M étant infini, ses éléments, que nous supposons rangés
en une suite infinie {8y}, satisfont & la condition supplémentaire que voici:

(1.5) >8> ..>8>...>1.
Soient

(1.6) sp=(n¥,nk, ..,nf, ) (k=1,2,.)

et

b= (my, My, ...y My, oun) .

En conséquence de (1.5) (on s'appuit constamment sur (1.2)), on
peut déterminer une suite d’indices {i;} de facon & satisfaire aux con-
ditions: !

1° 1 < i < g,
nf > anftt

3% af > (k+1)my,
pour i =i, k=1,2,..

Cela étant, on définit Ia sulte & = (nf, 3, ..., n¥, ...) en posant
nf=n; pour 1 <i <4 eb nf =ni" pour i <4 <t (k=1,2,..).

On vérifie sans peine que, la relation (1.5) admise, cette suite satis-
fait & (1.3). (Comparer [2], p. 333—334.)

On démontre le cas général en raisonnant comme il suit.

Les éléments de M étant toujours supposés rangés en suite,

o' o
4

815 82y evey Sky eee s

sm_t 5} un élél?lﬁ]lt de N tel que s, > § > ¢; A’aprés («), un tel 3 exigte.
Soﬁi 5 un élément satisfaisant aux conditions §; > 5 >1¢ pour i=1,2
et § > 5; un §, existe pour les mémes raisons que 5,. En répétant le

ra.isonnement, on obtient une suite infinie {5;} d’éléments de W satis-
faisant aux conditions

(1.7) 525> >8> .51
et
(1.8) 8> 8 - pour i<k (k=1,2,..).
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En vertu de (1.7) et (wy), il existe un s* tel que

>8>t (h=1,2,..).

Daprés (1.8), ceci démontre (1.3).

La propriété («) est ainsi établie (comparer [1], p. 244).

Remarquons qu’elle #’est montrée équivalente aux propriétés (ay)- (o)
dans leur ensemble.

Trélément ¢ dans (1.3) puisse étre stationnaire; de 14 on déduit (vu
une remarque faite au début) la propriété:

(A) N étant un ensemble au plus dénombrable formé @ éléments non
statzonnmres de W0, il ewiste un élément mon stationnaive q tel que N > ¢.

Pour le cas o M < ¢ on obtient des inégalités analogues; pour le
moment, nous n'en aurons besoin que de celle-ci:

(B) N étant un ensemble au plus dénombrable formé d’éléments de N,
il existe un élément p de N tel que N << p.

En effet, les éléments s, (k=1,2,..) de N supposés 1ep1ésentes
par (1.8), il suffit, pour justifier (B), de poser Py= NG ... 040 et
P = (P1s Pay ooy Pis --)-

Cela posé, soit {ac}5<,, une suite transfinie d’éléments de ).

Nous dirons qu'une telle suite est bien ordonnée en type ¢ selon
la relation (1.1) lorsque a; > ay pour & <§&'.

Elle sera dite bien ordonnée en type @ selon la relation d’ordre in-
verse de (1.1) lorsque & < &' entraine a; < @y (comp. [3], D. 319).

D’aprés ces dénominations, on conelut des propriétés (A) et (B) que
chaque ensemble ordonné par la relation > en type d’ordre w§+ wg,
savoir chaque ensemble de la forme

S O > > Q1 2 >a'1>b> >b > . (’ﬂ<w0),
est prolongeable dans les deux sens de fagon que voici:
amn/- > Oy 3 Oyg 2> .. >al1>bo> > > >bwo-

Par contre, en admettant ’hypothése du continu, on peut démon-
trer qu’il existe d’ensembles non prolongeables en ce sens du mot de type
o} +o,. Plus précisément:

Si 2% = x,, il existe un ensemble E de N qui est ordonné selon la
relation (1.1) en type @ordre w} -+ w; et qui jouit de la propriété suivante:

(=) Quel que soit Vélément p de N, pourvu qu’il ne sott pas stationnaire,
on peut trowver deuw éEléments de H, s et t, dépendant de p, de sorte qu’ils
satisfassent o la condition
(1.9) t>p>s(Y).

(®) A paraitre dans le Colloquium Mathematicum,
16*
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Un tel ensemble nous permettrait d’évaluer, en sens de la formule (1.9),
la vitesse de la croissance de tout élément non stationnaire de Y, quil
appartienne & ¥ ou non; & ce point de vue on pourrait dire que I'en-
semble E représente une échelle compléte des vitesses de eroissance des
suites non stationnaires appartenant & 9.

Dans la Note présente, je m’occupe des conditions intrinséques de
Pexistence, dans l'espace 9, d*une telle échelle.

' ‘Le probléme peut étre mis sous la forme un peu plus générale que
VOICIL:

Convenons que le symbole W désigne un certasn espace se compo-
sant de suites convergentes au sens large et assujetti aux conditions (A)
et (B); il existe de tels espaces, car celui de toutes les snites convergentes
au sens large en présente un exemple, comme nous 1'avons démontré
plus haut,

I1 est & caractériser les espaces W dans lesquels une échelle compléte
des vitesses existe, '

2. Dans ce but, nous devons étudier certaines propriétés des rela-
tions d’ordre partiel.

-Soit )0 un espace abstrait de puissanee s,, o — une relation d’ordre
Partiel existant dans 7. Cette relation, qui est par définition transitive
et non-refléxive, est supposée assujettie 3 la condition suivante:

(«*) Quelle que soit la suite @y, ay, ay, ... @éléments de €N, finde ou
dénombrable, bien ordonnée selon o en type dordre 8, 1< 8 < w,, il existe
un élément b de N tel que a, o b pour n < 6.

Pour de telles relations on a le théoréme suivant:

THEOREME I. Il ewiste une swite transfinie

(2.1)

{a5}5<ma (1 < a ‘é ‘”)

formée déléments de I, bien ordonnée en type Pordre w, selon la relation o
et non-bornée selon la méme relation ).

. Quant & la démonstration, voir 3], p. 320-322 (construction de la
suite (5)).

Supposons maintenant que la relation o satisfasse & la condition
que voiei:

icm

(A*) P &ant un ensemble au plus dénombrable Aéléments de )7 , i

exisic un élément g, q € ), tel que P oq.

Ceei impl}‘qufe («*); par conséquent, le Théoréme I est vrai pour les
relations assujetties 3 (A¥). Pour ces relations démontrons le

4 Cest-i-di R .
(*) Cest-a-dire qu'il n’existe ancun élément b de 97 tel que az0b pour £<
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TrtorREME II. Pour qu'il existe une suite transfinie

(2.2) {}scn,

formée d'éléments de ), bien ordonnée selon la relation ¢ en type dordre o,
et satisfaisant & la condition:

(%) Quel que soit a e ), il existe un terme dy de (2.2) tel que o o dy,
il suffit et — lorsque x, = 0 est un aleph régulier — il fout que Von adt
a=1y pour chaque suite (2.1) satisfaisant aux conditions du Théoréme I.

Démonstration. I. La condition est suffisante. Supposons qu'il n’y
ait pas, dans ), d’autres suites satisfaisant aux conditions du Théoréme I
gue celles de la forme {a:}i<., .

Dans ce cas, il n’existe qu’un seul nombre initial, w,, qui puisse
figurer dans (2.1); il est done nécessairement régulier.

Démontrons en premier lien que, dans ces conditions, on a la pro-
priété suivante:

(1) M étant un sous-ensemble de ) de puissance I <, it existe un
élément g de I tel que M g q.

En effet, supposons que, pour un certain 3, un tel ¢ n’existe pas.
Dans cette hypothése il existe, comme on le vérifie sans peine, un nombre
cardinal m, et un ensemble M, C ) satisfaisant aux conditions suivantes:

1. ﬂ'=[0=m0<37<3?.

2. Il n’existe aucun g pour lequel on aurait M, o q. B

3. Quel que soit N satisfaisant aux conditions N C I et N < my,
on a pour un ¢ convenablement choisi N p g.

D’aprés la condition 2. rapprochée de (A*), I'ensemble M, est indé-
nombrable; soit

Dos Piy oy Pey oo (£ <025 1 KA <)

une sunite transfinie composée de tous ses éléments distincts.
En procédant par induction, on détermine une suite

oy Gy «ovy Qey - (‘E<w7~)

d’éléments de )7 satisfaisant aux conditions:
E<E 0<i<w,
(¢ < w);

Py Qgs DOUr

G001 Q- 0G0

cela est possible en vertu de la condition 3.
11 en résulte d'aprés 2. qu’il n’existe avcun b e tel gque

g:eb pouwr F<wy.
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La suite {g:}i<s, Satisferait alors aux conditions du Théortme I
sans étre de puissance w, = §,, contrairement & ’hypothése faite au débus,
La, propriété (i) est ainsi établie.
Cela étant, soit
(2.3) boy byy ey Uy oo (< @)

une suite transfinie formée de tous les éléments distincts de 9.

Définissons une suite de type o, formée d’indices croissants e
(¢ < w,) en proecédant comme il suit.

Posons 7= 0 eb soit & un nombre ordinal satisfaisant & l'inégalité
0 < ¢ < w,. Supposons que on ait déja défini les indices », pour tout
{ < & de fagon & satisfaire aux conditions 7, << ny et by, 0 by, pour ¢ < ¢,
Comme & <x,, la puissance de l'ensemble des termes de la suite {r};,
satisfait 4 1a méme inégalité. Soit #’ le premier nombre ordinal satisfaisant
a linégalité n, <z’ pour 0 < < & Les 7, étant <w, on a nécessaire-
ment, en vertu de la régularité établie du nombre w,, 'inégalité %’ < w,.
La puissance de Densemble des termes de la suite {b,}ocy<y est done
<§,= )i, d'ont i résulte Q’aprés la propriété (i) qu'il existe un élément
b* de ) tel que b, g b* pour 0 < 5 < 7',

Posons 175~mdwe du premier élément de la swite (2.3) ayant cette
propriété. I vient alors z, =7’ >, et by 0 by, POUr 0 <L < € < @,

Démontrons que si Pon pose dr = b pour 0 <& < w,, la suite (2.2)
satisfaira aux conditions du Théoréme II.

En effet, on obtient la formule

(2.4) doodyp...0dsp... (& <)

directement de la définition des termes d,.
Pour démontrer la propriété (x), donnons-nous un élément a de ¢
et soit 7 son indice (unique) dans la suite (2.3); on a alors a = by
Comme 0 <7; <7y <o, pour 0 <& <& < w,, il vient

(25) Iim Ne = W,.

o,

D’apreés (2.5), il existe un indice ordinal £, tel que 75 > 7% D’aprés
la définition du nombre 7., on a Net1 =g +1 et by b, ., pour
7 K Ng, A0 bnogb,, 110 c'est-a-dire agb,,E "

L’élément a de 7c étant choisi arbitrairement, ceci démontre la pro-
priété (x) de la suite (2.2) (comparer [4], p. 145, Proposition C,;, dé-
monstration). -

" f’eous avons ainsi démontré que la condition du Théordme est suf-
isans

Remarquons que, dans la construction de la suite (2.2), on peut
exiger que 1'6lément d, soit donné d’avance; en effet, on arrange la suife

icm
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(2.3) de fagon que l'on ait by =
ment arbitraire de <7).

II. La condition est nécesswire. Supposons qu’il existe une suite (2.2)
satistaisant aux conditions du Théoréme II; supposons de plus que s,
soit un aleph régulier.

Dans ces hypothéses, soit M un sous-ensemble de ) tel que < 7(,
d’ailleurs arbitraire, et soit &, un indice satisfaisant & la condition

pell.

d, Aot dy= b, = by=d (d étant un élé-

(2.6) peds, pour

L’ensemble des nombres &, (p e M) étant évidemment de puissance
< M <, il existe en vertu de la régularité supposée du nombre w, un
indice & = £° tel que &, < &% donc aussi dg, o dp, pour p ¢ H. Ceel donne,
d’aprés (2.6), la relation M g dw. On en conclut qu’il n'existe aucune
suite de la forme (2.1) satisfaisant aux conditions du Théoréme I et dont
Pensemble des termes soit de puissance < x,. De la égalité demandée a= ».

Le Théoréme I est entiérement démontré.

3. Revenons & Pespace 7)J(; on a évidemment N = 2%.

Dans ce cas, les Théorémes I-IL deviennent applicables en vertu
des propriétés (A) et (B) lorsqu’on interpréte g comme relation (1.1),
respectivement comme sa réeiproque.

On en conclut en premier lien, vu le Théoréme I, qu'il existe au
moins une suite transfinie de la forme

(3.1 >0 > 0> () (0<w)

composée d’éléments de V eb non-bornée selon la relation >, ainsi qu’une
suite analogue
(3.2)

bp€lhy € ... <€b, < (v < wg),

non-bhornée selon la relation d’ordre inverse de (1.1).

Cela étant, admettony que toutes les suites de la forme (3.1) et (3.2)
soient de type de bon ordre w, (¢), c'est-a-dire que l'on ait constamment
w, = wg= 0, quelles que soient les suites (3.1) et (3.2) satisfaisant aux
conditions posées tout & l’heure. Alors, l’application répétée du Théo-
réme II (avec w, = w.) fournit le résultat suivant:

Il existe deux suites transfinies formées d’éléments de Wi,

(3.3) S8 > . B &> . (£ < w)
et
(3.4) €t €€l < ... (<),

(®) En raison de (A), les éléments stationnaires sont exelus de ces considérations,
(®) w, désigne toujours le nombre ordinal initial de puissance du continu.
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ol 8,==1,, telles gque ’ensemble # se composant de la totalité de leurs
termes, ordonné selon la relation (1.1) en type wf+ w,, savoir ensemble

(8.3) .2 h,> . .31y > . US> 8H>8> .. >8> ...

est pourvu de la propriété (). :

Réciproquement, E étant un ensemble gquelconque ordonné selon
(1.1) en type d’ordre w;+ w, et jouissant de la propriété (m), il existe
une décomposition de F de la forme (3.5) oll les suites (3.3) et (3.4), avec
8o=1,, satisfont vu (1.9} & toutes les conditions imposées & la suite (2.2)
(avee w, = w,), chacune relativement a sa relation ordonnante; on en
conctut selon le Théordme IT que, si 2% est un aleph régulier, toutes les
suites de la forme (3.1) et (3.2) sont bien ordonnées en type we, c'est-
a-dire que w, = 0= w,.

Pour mesttre ce résultat sous une forme plus concise, formulons les
deux propositions snivantes:

ProposITION (T). Il ewiste un ensemble B, E CW, ordonné selon la
relation > en type dordre wi+w, et jouissant de la propriété (=).

ProPOSITION (U). Toutes les suites transfinies formées @ éléments de N,
bien ordommées et mon-bornées selon la relation >, respectivement selon Ia
relation réciproque <, sont de type dordre w,.

Alors, nous pouvons énoncer le théoréme que voici:

TatorEME 11T, 85 2% est un aleph régulier, les Propositions (T) et (U)
sont éguivalentes.

i 9 désigne un espace de la classe mentionnée 4 Ia fin du premier n°,
si W =, et si n, est un aleph régulier, il n’est qu’a remplacer dans cet
énoneé 2% par &, et, dans les énoncés (T) et (U), o par w,. En dé-
signant les propositions ainsi moditfiées par (T’) et (U’), on obtient la
modification correspondante du Théoréme ITI:

TegorEME Ila. 8i &, est un aleph régulier, les Propositions (T')
e (U’) sont équivalentes.

(§<we; n< ),
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A theory of extensions of map-systems I

by
W. Slowikowski (Warszawa)

Introduction. The concept of a map-system makes it possible to
find out the common structure of a number of theories similar to Schwartz’s
theory of distributions [7], Mikusinski’s operational caleulus [5], and
Gelfand-Silov generalized functions [2].

This idea was prompted by Sikorski’s approach [9] to the theory
of distributions. Therefore the reader who is already acquainted with
Schwartz distributions and still finds it difficult to fellow our theory
closely or pick up its intuitive background is advised to look into Si-
korski’s brief paper as an example. It should be noted here that Sikorski’s
idea is in fact very similar to one due to Bochner [11.

It is the purpose of this paper to characterize some classes of ex-
tensions of linear map-systems or topological map-systems which are
similar to those of Schwartz, Mikusinski, and Gelfand-Silov respectively,
as well as many others important classes. The principal results of this
paper were announced in [10] and [11]

A map-system is a pair Y= (S, X) which consists of an abelian
group X and a semi-group S of homomorphisms 4 ¢S of some sub-
groups G4 C X into X. We asswme that, for each 4, BeS, (AB)z= A(Bx)
whenever the left side exists.

If X is a linear space, we say that % = (5, X) is a linear map-system
provided all G4 are linear spaces and A4 ¢ S are linear mappings.

The chief problem concerning map-systems is to find all the possible
extensions of an arbitrary map-system to an algebraically closed one,
i. e. such a map-system that the domains of its operators coincide with
the whole underlying space.

In general there are many different ways of extension of a given
mayp-system. If the linear space of a given linear map-system U is a topo-
logical one, we can impose on the extension some additional topo-
logical conditions, for instance we can admit only algebraically closed
extensions of 9 whose spaces are topologized so that all the extended
operators are confinuous-and so is the imbedding of U into its extension.
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