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Espaces d’Orlicz de champs de vecteurs II1
Opérations linéaires

Dar
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1. Introduction. Soient Z un espace localement compact, u une
mesure de Radon?) positive sur Z, € = (E(2)),.z une famille d’espaces
de Banach, et &' = (C’(z))zez la famille des duals des espaces E(z).
Désignons par C(¢€) ’ensemble des champs de vecteurs?) a définis sur Z
tels que x(2)e E(2) quel que soit zeZ, et par C(E’) ’ensemble des champs
de fonctionnelles @’ définis sur Z, tels que x'(2)e E'(2), quel que soib
ze Z. Supposons qu’il existe une famille fondamentale o C € (¢€) de champs
de vecteurs continus, et une famille fondamentale ¢f’' C C(&’) de champs
de fonctionnelles continus, vérifiant la condition suivante:

(*) La fonction scalaire z — (x(2), 2'(2)) est continue quels que soient
ped et x e,

Si tous les espaces E(z) sont identiques & un espace de Banach FE,
on prendra toujours pour of (respectivement of') Pensemble des applica-
tions constantes de Z dans F (respectivement E'). La condition (*) est
alors vérifide.

De la condition (*) il résulte que si x est continu (par rapport & o)
et a’ est continu (par rapport & <{’), la fonction scalaire z — {x(z), ®' (2)>
est continue; si & et a’ sont mesurables, la fonction z — {x(z), 2’ (2)>
est mesurable ([2], [4]).

On désigne par M 4 lensemble des champs de vecteurs mesurables

xeC(E), et par 932;{ Pensemble des champs de vecteurs &M, tels que

Pensemble {z|a(2) 5= 0} soit contenu dans la réunion d’une suite d’en-
sembles intégrables. On définit d’une maniére analogue les ensembles
M, et M, formés de champs de fonctionnelles mesurables x’eC(E’).

Dans [5] nous avons donné la forme générale des ceratines opérations
linéaires définies sur 1’espace .Bfﬂ. Cet article donne une répresentation

1) Pour ce qui concerne lintégration, voir [1]. ]
2) Pour ce qui concerne les champs de vecteurs et les espaces LP, voir [6].
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intégrale des certaines opérations linéaires définies sur l'espace d’Orliez
de champs de vecteurs L“> , §i l'on impose & @ certaines conditions re-

strictives. .

2. Espaces d’Orlicz de champs de vecteurs. Ce paragraphe rappelle
la définition et quelques propriétés des espaces L% ([2], [4]).

Soit ¢ une fonction numeérique définie sur [0, oo], croissante, con-
tinue & gauche, telle que ¢(Q) = 0 et 0 < @(f) < oo §i 0 < ¢ < oo. Intro-
duisons la fonction v (inverse de ¢) définie sur [0, co] par 9(0) = 0 et
p(s) = sup{tlp(t) < s} & s> 0; p est croissante et continue & guuche.
Si 6 =lime(t), on a p(s) = 0 pour s < & et p(s) > 0 pour s> 4.

150

Considérons encore les fonctions @ et ¥, complémentaires au sens
de Young, définies sur [0, co] par les égalités

- f'tp(t)dt, ¥ (v) =f1p(s)ds

On vérifie aisément que 0 < P(u) < co 81 0 < u < co; P(v) =0
pour v < & et ¥(v) > 0 pour » > 4.
DEFINITION 1. On désigne par 0:5{ Densemble des champs de vecleurs

mesurables @< C(C) tels que la fonction z — @ (|2 (2)|]) soit intégrable, et
par 0“", Pensemble des champs de fonctionnelles mesurables ' e C(E') tels

que la fo'notzon 2 —=T(|le' (2)]) soit intégrable.
On introduit les notations suivantes:

®lo = [ D(le(@))du(z) pour xe0%,
@le = [Pl @du)  powr  a'c0%,

Pour tout champ de vecteurs xeC(E) (mesurable ou non), posons

el = sup f K (2), &' (2))] du (2),

EAPAS

et pour tout chamyp de fonctionnelles x' <@ (¢’) (mesurable ou non), posons
! ' * ’
I#lly = sup [* K@ (2), @' ()Y du(e) .
{]p=<1

PrOPOSTTION 1. (i) 8% ®eC(C) est tel que |||y < co et la fonction
2> (&(2), ®'(2)) est mesurable pour tout ®'«M 4, on a

llellg = sup ’ f (m(z),w'(z))du(z)‘.
28] <1
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(if) 8% &' €C(E’) est tel que ||2]|e < oo 6t la fonction 2z — {x(2), ® (z)}
est mesurable pour tout xeM 4, on a

lelle = sup | [ <a(z), @' (2)>dp(z)|.
Il p<1 '

DEFINITION 2. (i) On désigne par L:i’ Vensemble des champs de vecteurs
xeM, tels que |[xfly < oo.

(i) On désigne par in, Pensemble des champs de fonctionnelles '« M°,.
tels que |[x'|ly < oo si & =0, respectivement I’ensemble des, champs de
Jonctionnelles @' «M ; tels que |&'|ly < oo si 6 > 0.

Ces espaces généralisent certains espaces introduits par Orlicz [10].
Ils seront appellés espaces d’Orlicz de champs de vecteurs.

PROPOSITION 2. (i) LY, (resp. LY,)) est un espace vectoriel et contient 0,
(resp. 0%.);

(i) [lellg (resp. |lx'lly) est une semi-norme sur I’:l (resp. LZ%,);

(i) LY (resp. L%.) est complet pour la topologie définie par la semi-
-norme |lxllp (resp. ||x'lly);

(iv) Sz meL )y pour que |[x|p = 0 il faut et il suffit que x(z) = U
presque partout; st & = 0 (resp. 6 > 0) et x’eL?,, pour que |||y = 0 4l
fout et il suffit que x'(z) =0 presque partout (resp. localement presque
partout).

ProOPOSITION 3. Supposons qu’il ewiste ume constante M > 1, telle
que D(2u) < MP(u) pour u > 0. Alors les ensembles L;’{ et O;’{ contiennent
les mémes éléments; st (x,) est une suite d’éléments de L‘;’i, alors lim|[@,|ls = 0

N—>00

8t et seulement si limla:,,lq, =0,

PROPOSTTION 4. 87 e, (resp. '« M ) alors xe L%, (resp. ' eL¥)

8t et seulement si la fonctwn 2 = {x(z), @' (2))> est intégrable pour tout
®'e Ly, (resp. ®eL?).

3. Une classe particuliére d’espaces L?%,. Dans la suite de cet article

on supposera que limg(f) = I < oo; on peut admettre I = 1, sans restrein-
00

dre la généralité. Alors p(s) < oo pour ¢ < 1 et p(s) = oo pour s > 1,
done ¥(v) < oo pour v < 1 et ¥(v) = oo pour » > 1. On a aussi D(u) < u
pour % > 0.

PROPOSITION 5. Pour tout weo“’ on a ||y < Ny (2); pour tout &' <O%,
on alN_ (x') < 1.
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La premiére affirmation résulte de linégalité P (u) < w pour w > 0.
Si ®'<C¥, on a [ (e’ (2)l) du(z) < oo, done ¥ (|l (2)]) < oo presque
partout et par suite &’ (2)|| <1 presque partout.

COROLLATRE. On a L, C 0% e 0% C Lg.

PROPOSITION 6. Pour tout xeLly on a [@lo < Ni(®); pour tout 2’ e LT,
on @ Ny(@) < |2y

En effet on a
lelo = sup_[I(2), @ (2] du(e) < sup [Ke(@), @' ()1 du(z) = Ny(a)

o] <1 N oo l)<

puisque 2’|, < 1 implique N (®) <1, et

No(@®) = sup [[Ke(e), ' (2))]du(?)

Ny ()<t

< sup [TK@(2), ® (@) du(e) = (%],

el p<1
puisque [2]o < Ny (®).
CoroLLAIRE 1. L', C LY et Ly, C L.
COROLLAIRE 2. La topologie de L;q est plus fine que la topologie induite
sur LY, par celle de Ly la topologie de LY, est plus fine que la topologie de la
convergence uniforme (localement presque partout).

Remarque. Si f est une opération (ou fonctionnelle) linéaire et
continue définie sur L;’{, sa restriction & LL{ est encore continue. Pour

éviter les confusions, on utilise pour les normes de f dans L_;’f{ ou dans L;l
respectivement les notations suivantes:
Iflle = sup [If(@) et [l = sup [[f(2)].
Nijx)<1

el p<1

On a alors [[fil, < |lflls-

Il y a des cas ou les espaces L, et L7, (dome aussi L, et L%)
contiennent les mémes éléments.

PROPOSITION 7. 8i u est bornée, les ensembles I, et L2 (resp. LS, et L)
contiennent les mémes éléments.

Soit & e L%, 3 on peut trouver un nombre p > 0 tel que plla’ (2)]| <a <1
presque partout, donc [¥(pll’(2)ll)du(z) < ¥(a)llull < oo et, par suite
p' 0%, C LY., cest-h-dire a'eL”,.

Si meL;l, alors la fonction z — [j&(2)||h(2) est sommable pour toute
fonction heL? et si Pon prend h(z) =1, on a heL® = L¥ et, par consé-
quent, z — [lz(2)| est sommable, c’est-a-dire ae L. ‘
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PROPOSITION 8. 8¢ limg(t) = & > 0, les ensembles L, et L, (resp.
o /
L% et L¥,) contiennent les mémes éléments.

Si @'e LY, , on peut trouver un nombre p > 0, tel que pllx’(z)] < 8
localement presque partout. Soit N 1’ensemble {zip|j®’(2)|| > 6}, et soit
y' = px'poy. Alors |y'ly =0, done y'«0%, C LY. Comme LY C M,
pour tout xeL? on a (x(2),y (2)) = {x(s), pa'(2))> presque partout,
et comme pour tout meL;’{ la fonction z— {x(2), y'(2)> est intégrable,
il résulte que la fonction z-— (x(2), px’'(2)) est intégrable pour toutb
xe L%, done pa'e LY, et aussi ' L%, et par suite L%, = Lg,. Il en
résulte L), = L.

PROPOSITION 9. 8%l existe une constante M > 1, telle que @(2u)
< M®(u) pour w >0, Vensemble des champs de wvecteurs bornés de L;{
est dense dans Lgi pour la topologie définie par la semi-norme [@|q-

Soit :Jz;el};,’Z = 0;} (proposition 3). On sait que x(2) = 0 presque
partout en dehors de la réunion d’une suite (K,) d’ensembles compacts.
On peut supposer que la suite (K,) est croissante. Pour tout nombre
naturel » on définit le champ de vecteurs x, par:

x(2) si zeK, et ||2(2) < n,
x(2) o

Xp(2) = {0 si zeK, et |x(2)] > =,
llae (2)1] ,

0 si zeK,.
x, est alors mesurable, borné et & support compact, done wneL;l.
On a lima,(z) = ax(z) presque partout, done HmP(|le,(2)—x(2)l]) =0
N—>00 Nn-+o00

presque partout. D’autre part, pour chaque » on a

llden () — 2 (2)]| < |l (2)]] 4+ (2)]] < 2l (2)]]
donc

® (|loen (2) — 2 (2)ll) < MD (|l (=)])-

En appliquant le théoréme de Lebesgue & la suite (di("a;,,(z)—— m(z)[{)) )
on déduit

lim [ @ (j@n () — 2 (@)l du(e) =0,

donc (proposition 3) lim|a,— x|, = 0, ce qui achéve la démonstration.
N—r00

COROLLAIRE. Si 6 > 0, l’ensemble des champs bornés de LL{ est dense
dans Lf;l pour la topologie définie par la semi-norme |@|s.
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En effet, on a 0 < 6 < p(u) <1, done du < D(u) s~ «. Alors
, 2 2
D(2u) < 2u = 5 o < 5 D(u).
SiI'on pose M = 2/, on retrouve les conditions de la proposition 9,

d’ol1 le corollaire.

Remarques. 1° 8i ¢(0) =0 et @(t) = 1 pour t > 0, al
Xy = 1 > 0, alors x|, =
= Wy(@) et [ = (@) o el

2° Dans le cas étudié dans ce paragraphe, les espaces L;} ont bea,ucoup.

de propriétés analogues aux propriétés de lespace le.

4. Le théoréme de représentation. Dans ce paragraphe on garde

I’hypothése £m¢(t) = 1. Soit F' un espace de Banach de type dénom-

brable, dual d’un espace de Banach B (de type dénombrable). Pour tout
zeZ, désignons par G(z) lespace normé .2(E(z),F) des applications
linéaires et continues de E(2) dans F, par G la famille (G (z))zez et par
C(G) l'ensemble des champs d’opérations U définis sur Z, tels que
U(2) e@G(2), quel que goit zeZ.

Pour un champ d’opérations UeC(F) tel que pour tout weL‘gf Ia
fonetion 2 — U(2)a(z) soit faiblement intégrable?), posons -

1l = sup| [ @@ ).

~ Supposons que la famille fondamentale «{ vérifie I’axiome de Gode-
ment:

(G) Il existe une partie dénombrable l,C o, telle queb Densemble
{®(e)|we Ao} soit dense dans E(2), quel que soit 2z Z.
Dans ces conditions on peut démontrer le théoréme suivant:

TuLoREME. S existe une constante M > 1 telle que D (2u) < MP(u)
pour u =0 pour toute application linéaire et continue f de I‘:i dans F,

il ewiste un champ d’opérations UieC(Q), determiné localement presque
partout, tel que 3| Ully < |Ifls < [|Ullw et

f@) = | Uye)e(e)au(e)  powr aeL,

Z’ingigmle du second membre étant forte ou faible*) swivant que wele U
xe L, . « ' g
A

®) Dans le sens qu'il existe un élément de F ddsiond i
‘ I (6signé par [T (2)@ (2) du (2), tel
que (:;,g U(zl)m(z) ) = [<a, U) ®(2)>du(2) pour tout ae lf?

ans le sens que {a, f(®)> = [<a. Up(e)x (2)> du(2) pour tout ae B.

EHspaces d*Orlicz de champs de vecteurs 201

Démonstration. Conformément aux conventions faites, on note
pur ||f]ls la norme de f sur LZl et par ||f]; 1a norme de f sur L’gz (pour la

topologie de L), et on a [fils < [[flle-

Pour chaque aeB, considérons la forme linéaire f, définie sur Lg

par D'dgalité f,(x) = <a, f(x)); fa est continue et sa norme ||fdl, sur L%
vérifie I’inégalité If.l, < lal|[f]o. Remarquons quon a

(1) ifle = sup |Ifdlo-
i<t

La restriction de fo & I}d est encore confinue et sa norme ||f,ll; sur
L (pour la topologie de L) vérifie I'inégalité ||fa], < llal Iifll,. On a aussi

Wfalls < lfallo < lallifllo- Dans ce cas ([3], th. 2), la forme linéaire f, sur LY
peut s’écrire sous la forme

(2) fal@) = [<@(2), 2a(2)>du(2) pour meLly

ot 2,eC(E") et Bl < [falo < llacalles en outre, @, est determiné & un
ensemble négligeable prés, N,. On déduit de (1) que
(3) psuplidly < Ifle < supjealle-
laji<1 o<1

La formule (2) est valable en particulier pour tout a:eL;z, et comme f,
est continue sur L;Z et x, est déterminé localement presque partout, il
résulte ([8], th. 2) que N, (x;) = [lfd. On déduit facilement des
fonctions @, les propriétés suivantes:

(i) Thgppp(2) = oz (2)+ s (2) localement presque partout pour chaque
a,beB et a,pfeC;
(if) floex(2)ll < lifall: < llalllifll; localement presque partout pour chaque,
aeB;
(iii) Si lim|a,—af = 0, on & lim®, (2) = x.(2) localement presque
N—-00 N—00

-~

partout, ot @y, aeB. .
Soit A ensemble des combinaisons linéaires & coefficients rationnels

complexes d'une partie dénombrable partout dense dans B. Il existe
alors un ensemble localement négligeable N C Z, tel que si 'on pose
x,(z) = 0 pour zeN et aecd, les relations (i) et (ii) foient vérifiées pour
tout zeZ quels que soient a,bed et a, B rationnels. Alors, pour chaque
2eZ et xe L%, Papplication a — {x(2), x,(2)) est une forme linéaire (par
rajpport au corps de nombres rationnels complexes) sur A. Cette forme
lindaire est continue car

K2 (2), 22 (2)>1 < llae (@)l Ifllaliell,
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et par suite peut étre prolongée uniquement par continuité, en une forme
linéaire et continue 7x(2) sur B ol

(4) N [T (2)l| < llae(@)IIf]: -
Pour tout aed et tout ®eL? on a (x(2), X4(2)) = <a, Tx(z)) ot,

en vertu de (iii), cette égalité est valable presque partout pour chaque
aeB et xeL?. La formule (2) devient:

(5) {a, )y = [<a, Tx(2)ydu(z) pour . aeB et el .

Pour chaque weLz’(l, la fonetion z-» (a, T®(2)> est mesurable pour

tout aeB, done ([7], Théoréme 2 p. 239) aussi pour tout ael”, car I
est du type dénombrable. Alors ([7], Théoréme 1, p. 238), pour chaque
msLj:i, l'application 2z — Tax(z) de Z dans P est mesurable. On déduit

d’autre part de (4)
(6) T2y < ”m“d)“flll eti N, (Tx) < Ny(@)|f]:,

done TweLy, et si aell, on a TaxeL).
On en tire facilement que I'application 7: x — T'x de L‘f,l dans L§
(resp. de L;{ dans L}) est linéaire et continue; en outre [T/, < Il (resp.

Tl = lIfll; [5], th.1).

Il est aussi facile & voir que pour toute fonction, geLy et tout champ
de vecteurs aceL_f;Z on a 7' (gx) = gTx presque partout, done ’application
T de I’;z dans Lj est décomposable [3]. Il existe alors un champ d’opéra-
tions U;eQ(G) déterminé localement presque partout tel que pour tout
®weLy Von ait Tm(z) = U,(z)x(2) presque partout et N (U;) = ||T|,
([3], th. 1). D’autre part la restriction de 7' & L, étant décomposable [8]

et & valeu@ dans Ly, et U, étant determiné localement presque partout,
on a aussi ([8], th.1) N (U;) = |1, = (Ifll;. On déduit en particulier
que (Tl = ||T],. Par suite 1’égalité (B) peut s’écrire

(1) @, (@) = [<a, Up)®(2)>du(z) pouwr aek ot xeL®,
et, comme pour xeLl;, Tx est intégrable, on a aussi
f(x) =f Uy(z)x(2)du(z) vpour mxeLl.
Pour évaluation de la norme de U; remarquons gu’on a
1Tfly = suwp [T/ () du(e)| = sup [(a, f(a))|
lelg <1 lelp <1
4 ot < 1
= sup | [<x(2), () du(e)| = sup [y
ol <1

t a1
lolgp <1
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et de la relation (3) on béduit ||Ufly < |flls < |Ufley. Ceci achéve la
démonstration.

Remarques. 1° 8i g4 est bornée, ou si 6 > 0, on a L;i = L;qr done
l'intégrale de la formule de représentation est toujours forte.

2° Si la condition @(2u) < Hd(u) n'est pas vérifide, le théoréme
n’est plus vrai [9]. Toutefois le théoréme reste valable si au lieu de Lf,z on
considére I'adhérence X dans L?; de ensemble des champs bornés deL?;.

3° 8i F(2) = F = R pour tout zeZ, on obtient le théoréme di &
A. C. Zaanen [11], [12].
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