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value < 1, according as z = ¢ with 02’ or not. We may thus apply

Lebesgue’s bounded convergence theorem once more to obtain

0 = [lim[D((g(e))"dm(2) = [iedF(0),
C N0 2
contardicting fe“’dlf’(@) #= 0. The proof iz complete.
NIERENEY: ¢
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Multiplikatoren fiir starke Konvergenz von Fourierreihen I

von

G, GOES (Ludwigshurg)

1. Einleitang und Definitionen. Herr Karamata[7] bewies folgenden
Satz:

Die reellen Multiplikatoren {4} (i =0,1,2,...) transformieren die
Fourierreihe

1] kad .
E"- - 2 (a;c08jt -+ b;sin i)
=1

jeder stetigen Fumktion genau dawn in eine gleichmipig konvergente Fou-
rierreche )

Aot
2

+ A;(aycosit-+ bysingt) ,

De

1

<
1

wenn

7

4‘| A"'D k3
— + X’ lfcosjtl dt =0(1) fir n-—oo.
Jlz+2

1

Die Absicht der hier vorliegenden Note ist es, verwandbe Siitze fiir
Multiplikatoren zwischen verschiedenen linearen und normierten Riumen
zu beweisen. Der oben genannte Satz von Karamata ist als Spezialfall
in unserem Satz 1 enthalten.

Unsere Sitze 1 bis 3 stellen eine Erweiterung beknanter Sétze iber
Multiplikatoren dar, die aus zahlreichen Axrbeiten, vorwiegend polnischer
Mathematiker, bekannt sind. Wir nennen W.H. Young (1912, 1913),
H. Steinhaus (1916, 1919, 1926, 1929), 8. Szidon (1921, 1939), M. Fekete
(1923), A. Zygmund (1927, 1935), 8. Bochner (1929), W. Orlicz (1929
bis 1954), 8. Kaczmarz (1933, 1938), J. Marecinkiewicz (1938, 1939),
S. Verblunsky (1932, 1935), L. B. Hedge (1943) und G. A. Alexits (1951).
Die Erweiterung besteht darin, daB als Bildraum E, Tunktionenrgume
genormmen werden, in denen die erzeugten Fourierreihen stark, das hei3t
nach der Norm des jeweiligen Raumes, konvergieren. :
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Wir treffen folgende Vereinbarungen. Unter f = (¢) sei im Folgenden,
stets eine im Lebesgueschen Sinn mefbare, mit 2n periodische und
reellwertige Fuanktion verstaden, weleche im Intervsll [0,2#] definiert
ist und dann auf Grund der Periodizitét erklirt wird fiir alle ¢ im Intervall
(—o0, co)..

Der Eintachheit halber sei fiir alle in [0,2x] Lebesgue-integrierbaren f

1 2n
fty = ~-ff(t)dt =0
= 0

vorausgesetzt. Diese Festlegung bewirks, wie leicht zu erkennen sein
wird, keine Einschrinkung der Allgemeingiiltigkeit unserer Aussagen.
Es werden Transformationen zwischen folgenden Riumen hetrcahtet:

Ly, A<p<oo), L, 0, Lpy (1< p < o0), Loy, Ox, welche wie folgt
definiert sind:

1. L, (1 < p < oo) ist der Raum der f, fiir die das Lebesgue-Integral
Jisrat
0
existiert. Die Norm fiir f ely (1 <p < co) g

il = [ 1)

Speziell sei (fll, = |fll, tiw p=1

2. L, ist der Raum der f, welche im Intervall [0,27] wesentlich
beschrinkt sind. Die Norm fiir feL,, sei

@1,
wobei die untere Grenze genommen wird von allen Mengen ¢ vom Mag

Null, die im Intervall [0,27] gelegen sind.

) 3. L, ist der Raum der f, welche dem von Zaanen modifizierten
Oxjhcz-li‘.zg.um angehoren. Wegen der genauen Definition dieser Rénme
Sel verwiesen auf [8] oder [10]. Die Norm fiir fe L, sei

Iflw = W. 0. Gr.|f(t)| = inf sup
0<E2n e i

6[0,27] —¢

27 b2
ifle =suwp [ Ifglas  tar [ w(gpar <1,
7 0 B

d. b dieznobere Grenze wird genommen bezfiglich aller Funktionen 9
fiir die nf Y(lgl)dt < 1 ist. Dabei wird mit ¥, wie iblich, die zu ® kom-
plementire Young-Funktion bezeichnet.

icm
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4. Ly ist der spezielle Raum Ls bei dem ¢ die sogenannte
Ay-Bedingung erfills. Diese besagt: Hs existiert eine Konstante M ~ 0
derart, daf fir alle w 2wy > 0 gilt: ®(2u) < MO (u).

5. C ist der Raum der f, welche stetig sind in [0,2%] und welche auch
in # =0 noch linksseitig und in ¢ = 2» noch rechtseitig stetig sind. Die
Norm fiir feC sei

iffle = Max|f(t)] .
oi<2n

6. P ist der Raum der trigonometrischen Polynome. Die Norm sei
dieselbe wie im Raum C.

7. Fir B =1L, (1 <p<oo) sei B*=L,, mit 1/p+1/p’ =1 fir
1<p<oound p’ =1 fiir p = oo, p’ = co fiir p =1 und umgekehrt.

Fir B = L, sei B* = L, wobei wieder ¥ die zu & komplementire
Young-Funktion ist.

Fir B = C sei B* = L.

8. Ist B einer der in 1 bis 5 erklirten Riume, so ist By C B folgen-
dermafen definiert. By ist der Raum der feB, fir die

Eﬁll-‘?n(f)—ﬂfg =0

ist, wobei
o
f~ 2 (a; cosjt+ bysin jt)
j=1
und

n
sn(f) = D (aycosjt+ bysingt)
i=1

ist. By ist also der Unterraum der Funktionen fe E, deren Fourierreihen
stark gegen die erzeugende Funktion konvergieren. Speziell ist Oy der
Raum der Funktionen, welche gleichmifig konvergente Fourierreihen
erzeugen.

Mit den angegebenen Normen sind die Réume I, (1 <p < oo,
Ly und € Banachrdume — fiir I, (1 < p < oo) und Ly, siehe [10], 8. 100 ££,
und fiir ¢ [3], 8. 11. Die Réume Hy sind mit der gleichen Norm wie in. B
im allgemeinen keine vollstindigen Riume. Offensichtlich ist Ly = Oy
und bekanntlich L, = Lyy fir 1 <p < oo ([11], 8. 153, 7.3 (i)).

Sind F und E, irgendwelche Unterriume des Raumes I, so bedeute
Te(B, B,): Die Multiplikatoren {4} (j = 1, 2, ...) fiilhren die Fourierreihe
jeder Funktion feF iiber in die Fourierreihe einer Funktion Tfe H, und
definieren damit eine Transformation 7, welche der Klasse von Trans-
formationen oder der Multiplikatorenklasse (B, #,) angehdrt.
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2. Funktionalanalytische Grundlagen. Die in § 1 definierten Riume
E sind Unterrdume des Raumes L. Fir P =1, (1 <p < oco)und ¢
ist das wohlbekannt und auch im Fall # = L, 148t sich dies leicht zeigen
([9], 8. 64, Lemma 1 oder [10], S. 82).

Das trigonometrische Orthogonalsystem {cosjt, sinjt} (j = 0, 1,2,...)
ist vollstindig in I, also auch in allen definierten Réumen Z. Sind B
und %, irgendwelche der oben definierten Riume und ist F vollstindig,
feB und Te(H, B,), so folgt daraus mit dem bekannten closed graph
theorem ([3], S.41, théoréme 7, oder [10], 8. 165, theorem 8), wie
Kaczmarz gazaigh haﬁ [5] oder [0], . 222, daB ’I’f eine lineare und stetige
Operation ist. Speziell ist 7',f mit

n

Z As{aycosgt-+ b, singt)

F=1

Tof =Ty

fiir jedes feF eine lineare und stetige Operation T,e(¥, P
fir jeden Raum F,, auch wenn T¢(H, E,).

Die beiden folgenden Hilfsséitze machen einfache Aussagen iiber
die Norm der Operation T',f, wenn T, als Operation T¢(E, B,;) betrachtet

wird. Dabei sei mit K,(¢) der transformierende Xern

13
#) = D) )cosit
=1

C (B, k)

bezeichnet.
Hiwpssarz 1. Ist I irgendeiner der Riume L, (1 < p << 00), Ly, O

=z

und wird T, als Operation T,e(B, C) betrachtet, so ist die Norm der Ope-
ration. Tyf mit fe B

M
Tl = | B ()3

mit M =1 fir B =1L, (1 <p < o0), 0 und mit 3 < M < 1 fiir B = L,

Beweis. Ist B einer der obigen Riume, so gibt es zu jedem feE
einen 1,-Wert ¢ = #,¢[0,27] sodaB ||T,(f; )y = IT,(f; T} ist. Also ist
unter den angegebenen Voraussetzungen

WTall = sup [Tw(f; o = sup |Tu(f5 i) = || sup L0 (f; Olllo
IHE =1 WIE =1 Wig =1

(vgl. auch Gelfand [4], S. 267, Satz 1, wo die allgemeine Form linearer
und stetiger Operationen ¢ (%, () fur beliebige lineare Riume H samt
der Norm dieser Operationen angegeben ist).
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Nun ist aber wegen der Periodizitit der auftretenden Funktionen

sup |Tuf| = sup —Iff (@+ 1)K, (a')dm‘

sup %{ f f (@) Ko (@) o
B <1 E <1

ME<1 7
M

=— | Ea(®)llze
f1

mit M =1 firx B =1L, (1<p <o) ([10], 8. 71,72 th. 2) und B =C
(131, 8. 60) und } < M < 1 fiir B = L, ([10], 8. 140 und 142, Remark 2)
(beachte dabei, daB K, (f)eP C Ly).

Somit ist

T = | N0 o = - I
L 3 7T
und damit ist Hilfssatz 1 bewiesen.
Hrurssatz 2. Ist By irgendeiner der Riume Ly (1 <p < o0), Lgy C
und wird T, als Operation Tne(L, E,) betrachtet, so ist die Norm der Ope-
ration T,f mit feL

.AM
ITall = — 1 Ea Iz,

mit M =1 fiir By =L, (L <p<oo)y Cund } <M L2 fiir By = Lg,.
Beweis. Wir verwenden die schon im letzten Beweis gebra,uchte
Beziehung

27
125 Dz, = sup 3| [ g Talt; it
= 0
B}

mit My =1fir B, =L, (1<p <oo)und ¢ und mit 1 < M, <2 fiir
By, = Ly, und beachten, daB [[Tw(f; D)lw = [ITn(f; D)o ish. Da fiir

o0
g ()~ 2 ; cosjt+ d;singt) ,
7=1

2n

f g Ta(f; Yt = —f t)j:‘f VK (5 —t)daodt = nZl, a; 0+ byd;

0

igt, kann in dem Doppelintegral die Iﬁtegmtionsreihenfolge vertauscht
werden.
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By ist so tir Lne(L, ),

wenn f, irgendeiner der Riume L,
(1 <p <K o0)y, Ly oder O ist

1Tll = Mslu? (T (f5 Dz, = sup sup —- f gt R, <a~t)am(zz
i<
L

=t |w||<1 7
%[ ro oo
b

= Sup ,sup
i1 Hausl 4

—1) dt(h'}

< sup sup —'“HfHL“ f gt

n(@—1) dt”
nf||I<1 nau<1 44

= sup B
st 7
o

MM,

(x—1 dt”

H-Kn HIa'l

mit M =1fir B, =L, (1 <p <oo)und 0, } <
Dabei folgt die letzte Gleichung aus Hilfssatz 1, denn

fq(t

ist die Norm der Operation T,e(E*, ¢). Somit ist

< 1thr B = Ly,

—t)dt”c

ﬂﬂll 1 7

M.

IToll < K (0)lm,
23

mit My =1 fiir B, = L, (1

<2 fir By, = L,,.
Umgekehrt ist wieder nach Hilfssatz 1.

<p < oc)und € und mit § < My My, = M,

M, M, M,

K (W), = ——* su
x " ! .7 lwué)l
; B

|foro-sa,
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mit M, M, =1 fiv B, =L, 1<p <

co) und € und mit § < M; M,
= M; < 4 fir B; = Ly . Also ish ’

M, M, i

= (O, = 25w | [ () Enle—0)dt)

n : oty e
1

27 2
M, ;
=2 sup sup‘f f(m)f g() Ky (z—t)didy;
T llﬂl}igs‘lllfﬂfl H e
¥ L

N

1, - |

=% sup sup gl | f (@) Enlw—t) s |

T <t <1 iy
B L

= ~7;—l;ﬂ;;1<1 [ff a:~t)da:]
| = M| T.)
und
M
Ao Ol < Il < Lo 1Ol
also

\ M
1Tl = — 1K ()llm,
JT
mit M =1 fir B .—Lp(l <p<KLoo) und ¢ und mit < M
B, = Ly,
Da.mlt ist Hilfssatz 2 bewiesen.

<4 fir

3. Hinreichende und notwendige Bedingungen fiiv Te(E, Fiy).
Mit dem Satz von Banach und Steinhaus ([3], S. 80, th. 5), dem Grund-
mengenprinzip ([3], S.79, th.3) und den Hilfssiitzen von §2 ergeben
gich nun leicht die beiden folgenden Sitze:

Satz 1. Ist B irgendeiner der Riume Ly (1 <P
30 4st damn und nur dann Te(H, Cy), wenn

< oo), L% oder C,

M (#)lle = O(1)

fir m—>oo.

SaTz 2. Ist B, irgendeiner der Rdume Ly, (1
so ist dann und nuwr dann Te(L, By), wenn

< p < o0), Ly, oder C,

1 —> 00,

VK (llm, = OQ1)  fiir

Studia Mathematica XVII ) 20
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Beweige. 1, Sei I einer der Riume L, (1 < p < oo), L4, ¢ und
Te(B, Cy). Dann folgt fiir jedes fe B _aus lim ||T,f—fllg = 0,
N—00

fir »-— o0

ITnflle = 0(1)

und daraus mit dem Satz von Banach und Steinhaus die Beschrinktheit
der Normen der Folge {T,f}, d.h. es ist mit Hilfssatz 1
| - y
I1Tll = o IEn (@)lze’ = O(1)  tiir

\ N~ 0o

Imit § < M <"1, also [[Ku(f)lles = O(1) fiir 7> oco.

Umgekehrt folgt ‘aus |Kyu(t)gs = O(1) fiir = — oo, 'also 1T
= 0(1) fir n - co, wegen Te(P,Cy) mit dem Grundmengenprinzip
(3], 8. 79, th.3) auch T<(#, Cy), denn P bildet in den vorausgesetzten
Raumen F eine Grundmenge (= dichte Menge). Fiir B — Ly (1 < p < o)
siehe ([1], 8. 37), fiir B = O ([1], 8. 32) und fiir ¥ = L3 ([10], S. 128,8)
denn P ist dicht in O und ¢ ist nach Zaanen dicht in L.

Damit ist Satz 1 bewiesen.

¥

2. Die SchluBweise beim Beweis des Satzes 2 ist genau 8o, wie bei’

Satz 1, nur hat man jetzt die in Hilfssatz 2 angegebene Normdarstellung
zu verwenden. ) .

Bemerkungen. 1. Zu jedem » mit 1 < P < oo gibt es eine Young-
-funktion @ soda8 L, = L, ist ([10], S. 78 und 82); speziell ist fiir diese
Young-funktion L, = L3 =L, im Fall 1< P < oo. B geniigt also
Satz 1 fiir B = L3 anstelle von B = L, (1 <p < oo) auszusprechen.
Entsprechend gentigt in Sutz 2 die Betrachtung von B) = L, anstelle
vor By =L, (1 <p < oo).

2. Da nach den beiden letzten Sitzen die Beschrdnktheit der Nor- -

menfolge {||7,]]} notwendig und hinreichend ist fiir 7 «(B, Byy) bei den
jeweils betrachteten Raumkombinationen F und By, und da fiir 4; =1
(j=1,2,...) wnd F =5,

[Tl == suplisn (Pllz
<1
B
ist, so ist nur derjenige der Riume B = Ly (1 < p < o0), I4, ¢ ein Raum
vom. Typus Hy, bei dem

supliga (Al =0(1) fir 75> co.
"ﬂh{l - B

Speziell ergebfn sich go die bekannten Tatsachen, daB I s Ly und
C s Oy wegen ]ljZ‘cosy‘t[]L # 0(1) fiir 2 — oco.
=1
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4. Identische Multiplikatorenklassen. Faft man die Gesamthei_ﬁ
aller Multiptikatoren {4} (j =1,2,...) mit Te(H, B;) zu der Multipli-
katorenklasse (E, E,) zusammen, so 148t sich aus den Aussagen des §3
leicht die Identitdt gewisser Multiplikatorenklassen folgern.

8arz 3. 1. Fiir B =L, (1 <p < o0), L}, O ist (B, Cy) = (L, Ex)-

2. Fiir 1 <p < oo ist (Ly, Cn) = (Lp, C) = (Lpy Ly).

Beweis. 1. Diese Aussage folgt aus [Kn(b)lge = [[Kn(t)lls, fur
B, = E* und aus den Sitzen 1 und 2.

2. Diese Aussage folgt daraus, daB die fir Te(Lp, Ca) (1 < p < o)
nach Satz 1 hinreichende und notwendige Bedingung

”Kn (t)“p' = 0(1) fur

n > 0o,

bekanntlich auch notwendig ist fiir Te{Ly, L) (1 <pr< o). Die Not-
wendigkeit dieser Bedingung fiir T'e(L,, L,) ergibt sich so: Isf; T e{(Ly, L)
{1 <p < o0), also TfeL, fir jedes fe L, (1 < p < o0), 80 ist

o

e
!i} ntl—j
E‘Z n+1 4
dj:l

([11], 8. 79) fiiv jedes feL, (1 < p < oo), 2also ist nach dem .Satz von
Banach und Steinhaus die Folge der Normen dieser Operationenfolge
an(Tf; t) mit

cosjt—f—b,—siny’t)” = 0f{1) fir n->oc0

13

1—j X .
on(Tf; 1) = Z %1—1 4;(azeosfé-+bysinjt)
I=1

beschrinkt, und nach Hilfsatz 1, der offensientlich a,uch_ tir B, = L,
anstelle von B, = C, also auch im Fall T, <(H, L) gilt, ist

HZ%‘? j’icosjt“p, =0(1) fir =-oco.
I =1 i i
Also ist

D heosjimge Ly (1<p <oo) ([11], 8.84).
F==1

Wegen L = Ly, (1<p<oo) ([11], 8.153, 7.3 (i)) folgt daraus
anf Grund der Bemerkung 2 nach Satz 2, auch

I ﬁ‘ Kyeosjt]ly = Ko ()l = O(1)  fiir
7=1
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Somit ist die fiir L'e(Ly,, () (1 < p < co) hinreichende Bedingung
sogar notwendig fiir T'e(L,, L,) (1 <p < oo). Hieraus folgt die Be-
hauptung.

SchluSbemerkung. Unsere Aussage in Satz 1 im Fall B = ¢ ist
dquivalent der eingangs genannten Aussage von Herrn Karamata.

Herr Aljandié ([2], Satz 1) bewies einen entsprechenden Satz wie
Herr Karamata fiir ein allgemeines orthonormiertes System, das in Bezug
auf den Raum C abgeschlossen ist. .

Unsere Sitze wurden fiir das trigonometrische Orthogonalsystem
ausgesprochen und bewiesen, doch lassen sie sich leicht auf allgemeinere
Orthogonalsysteme mit gewissen Rigenschaften, wie Abgeschlossenheit
und Vollsténdigkeit tibertragen.
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Multiplikatoren fiir starke Konvergenz von Fourierreihen II

von

G. GOES (Ludwigsburg)

Nach Abschluf meiner Note [1] wurde ich durch eine Arbeit von
Herrn Karamata [3] darauf aufmerksam gemacht, da§ schon M. Katay-
ama [4] die in [1] angegebene Bedingung fiir T'¢(Ly, On) (1.< P < o)
gefunden hat — wir verwenden die in [1] eingefiibrten Bezel.chm{ngen.
M. Katayama verwendet in Ihren Beweisen jedoch nicht wie wir das
Grundmengenprinzip (vgl. [1]), sondern im wesentlichen die gleichen
Beweisgedanken wie J. Karamata [2]. ) )

Note [4] enthilt eine genaue Bedingung fiir Te(S, Cn), WOb"EI N 'der
Raum der Fourier-Stieltjes-Reihen sei. Der folgende Satz enthilt dxes-e
Aussage von Katayama ([4], 8. 122, Satz 4} als Spezialfall 'und im Beweis
wird die in [1], Hilfssatz 2, angegebene Norm der Operation Tpe(L, Ey)
verwendet: ‘

Sawz. Ist B, irgendeiner der Riume L, (1 <p < 00), Ly, C, so ist
dann und nur dann T (8, Eiy), wenn

(1) 2 Aucoskt ~ K (t)eByn -

k=

-

Beweis. B, sei irgendeiner der Riume L, (1 < p < oo), Ly oder C.
Ist Te(8, Biy), so ist (1) erfillt wegen k;; cosktesS.

Ist umgekehrt (1) erfiillt, so gilt fir jede mit 2z periodische und
schwankungsbeschrinkte Funktion f(z) mit

Iy = [1af!

und

ho=df ~ 3 (azcosji+ b;singt) e

F=1
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