icm®

STUDIA MATHEMATICA, T. XVII. (1958)

Sur la fixation des variables dans une distribution
par
5. LOJASTEWICZ (Krakow)

Dans un article antérieur [5] j’ai étudié les notions de valeur et de
limite en un point pour les distributions d’une variable. Le présent ar-
ticle a pour but I’étude du cas de plusieures variables et surtout I'étude
de la notion de fixation des variables (les définitions ont étés signalées
dans [4]).

Nous avons montré (dans [5]) comment la notion de valeur se Ta-
mene dans le cas d’une variable & celle de différentielle d’ordre supérieur
au sens de Denjoy (cf. [1]). Nous établissons ici des théorémes analogues
dans le cas de plusieures variables et pour la notion de fixation (§4); toute-
fois, les démonstrations sont plus difficiles. Elles sont basées sur certains
lemmes sur le prolongement des fonctions continues ayant une dérivée
d’ordre supérieur nulle (§2); on prouve ces lemmes en g’appuyant sur
un théoréme de H. Kénig (cf. [2]) relatif aux fonctions en question.

Les théorémes sur les distributions admettant une valeur partout
(la propriété d’étre déterminée par ses valeurs, 'identification & une fone-
tion) s’étendent au cas de la fixation des variables (§ 5), o1 les distribu-
tions qui sont des fonctions par rapport & un certain ensemble de variables
(selon une idée de L. Schwartz [8]) jouent le réle de fonctions localement
sommables.

Dans la définition de la valeur (ou de la fixation des variables) on
peut remplacer la limite
(1) lim 7 (2, +A2)

A0+
par la limite
(2) Hm T (x,+ Ax+8),

ol la matrice A et le vecteur s tendent vers zéro de facon que [A[" =
O(det A) et |s| = O(]A4[)!). En général on obtient des conditions plus fortes
que celle de l'existence de la valeur et variant selon la maniére dont A

1) I1 est & noter que’le.théordme de Z. Zielezny sur la constance de la limite
(1) dans le cas d'une variable (cf. [9]) est faux pour la limite (1) dans le cas de plusieures
variables, tandis qu'il reste vrai pour la limite (2).
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et s convergent vers zéro (§6). Dans un cas (ol la matrice A reste diago-
nale) on obtient la notion de valeur directionnelle, pour laquelle on établit
des théorémes plus forts sur la relation entre lexistence de la valeur
et la possibilité de fixer des variables (§ 7).

On a enfin un théoréme sur la régularité de la fixation des variables
(§8) donnant une condition nécessaire’ et suffisante qui consiste en
une représentation de la distribution sous forme d'une somme de dé-
rivées des mesures (cf. [7], tome I, p. 91, théoréme 27); la démonstra-
tion est basée sur un lemme spéeial sur le prolongement dun systéme
de mesures.
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§1. Introduction

Nous nous oceuperons des distributions de plusieurs variables. Pour
les définitions et les théorémes fondamentaux nous renvoyons au livre
de L. Schwartz [7]. Les distributions seront considérées localement;
nous distinguerons souvent dans une dlstrlbutmn T(x,;y) les deux en-
sembles de variables & = (i, ..., %) @ = Y1y eoey Yn)-

Notations et terminologie. 1.1. Soit ¢ la droite numérique et ™
un espace vectoriel de dimension m. Nous désignerons les points de &™
(vecteurs) par des minuscules grasses, leurs coordonées — par des mi-
nuscules ordinaires munies d’indices: @ = (@y,...,%,); Dous poserons
|| = Vai+...+ak; Vinégalité x < signifiera @ <%y, ..., By < Tny -
Un intervalle (ouvert, fermé) de €™ est le produit cartésien @’intervalles
bornés (ouverts, fermés) de €; un intervalle au sens large est le produit
cartésien d’intervalles bornés ou non. |I| désignera hypervolume d’un
intervalle I. Nous dirons quw'une suite d'intervalles I, comverge réguliére-
ment vers un point x,, si ®yel, et si les longueurs des arétes tendent
vers zéro, leurs rapports mutuels restant bornés.

Les matrices seront désignées par des majuscules grasses: A = [a;];
nous poserons |A| = mmax|ay|; detA = deta; désignera le détermi-
nant de la matrice 4, Ax — le produit par un vecteur a.

Soit Z I'ensemble des entiers et 9, celui des entiers non négatifs.
Aingi 975" est Pensemble des systémes p = (pq, ..., Pm) Qentiers > 0.
Nous poserons 1 = (1,...,1), Ip| = 914 .+Pm, P! = D11...0n!,

p P Pm
s 0 R -
et pa = P+t P, TP = aPl...ofn, si 2eC™ (on admet 0° = 1);
p < p signifiera p; < Pyy .oy P < D DP sera le symbole de dériva-
tion partielle:
8711+-..+271)7,
DP=DP =,
T 9. dabm

On a alors la formule de Newton

(a+b)? = Z (E)a‘b"“,

s<p

DP(aT) = 2 (1:) DPaDP*T

8<p
(o T est une distribution, a une fonetion suffisamment réguliére).

et celle de Leibniz
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1.2. Nous appellerons D {ou (D)) Vensemble des fonctions ¢ ()
de classe € (indéfiniment dérivables) sur ¢™ et & support compact.
Solent B C E™, ke, pNy; nous désignerons respectivement par ok
PP, D, (D, DB) les ensembles: des fonctions de classe 0" sur €™ et & sup-
port compact; des fonctions ¢ & support compact ayant des dérivées
Dy, s < p, continues dans ¢"; des fonctions de O (vesp. de aF, resp.
de Q@P) et & support contenu dans F.

Posons

llgll = maxsup|DPp]  pour g,
pl<k

Si F est un ensemble compact de ¢™, alors Df est un espace do
Banach avec la norme | [, dans lequel l'ensemble [iplly.., < 1 est pré-
compact. Dg est alors un espace B, de Mazur-Orlicz, espace vectoriel
métrique complet avec la distance invariante

o0
olp, ») = 2_1_ __Ilfp——,?/)”’f .
’ 2F 1l —vli’

Ie=s0

.

dans cet espace les ensembles ||, << 1/y (k,v =1,2,..
systéme fondamental de voisinages de zéro.

Une distribution T définie dans un ouvert G C ¢™ est une fonetion-
nelle linéaire dans Dy, continue dans Dy pour chaque A compact contenu
dans @. La valeur de cette forme pour un ¢eQg, ¢'est-d-dire le produit
scalaire de T par ¢, sera désignée par (T,¢) ou (T (), p(%))y,.

Nous dirons qu’une distribution T est dordre <k dans un ensemble
E, i elle est continue dans Dy selon la norme || ||; alors (7', ¢) peut étre
prolongée d*une fagon continue sur D%. Soit P un sous-ensemble fini de
N5 nous dirons que T est @ordre C P dans B, si (T, p) reste bornée pourvu
que peDy et |DPp| < 1 pour peP?); T sera dite dordre C P localement
dans un ouwvert @, si elle est dordre C P dans tout compact H contenu
dans @. Soit & un ouvert et & un compact contenu dans G; chaque distri-
bution définie dans @ est d’ordre fini dans ¥; si une suite 7', (on un filtre
4 base dénombrable) de distributions converge dans @ (il s’agit de la
convergence simple de (T,, ¢) dans D) alors il existe une distribution
T et un ke, tels que (T,, ¢) > (T, ¢) dans Dg, la convergence Gtant
uniforme pour ¢ «Dg, gl < 1; enfin, si {7}, est une famille de distribu-
tions bornée dans G (c’est-d-dire (7', ¢) est bornde par rapport i ¢ pour
chaque ¢ g), alors il existe un k ), et une constante M tels que | (T, ¢)| =
< M pour vel, 9D, gl < 1.

) forment un

W

%) 8i P est ensemble |p| <k, ceci signifie que T' est d’ordre = k.
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1.3. 81 une distribution est une mesure u, on a (u, p) = [pdu. Nous
désignerons par u(E) la valeur de u pour un ensemble borélien E et par
|| la variation totale de . La densité de u en un point a, est la limite du
quotient u(I)/|I] lorsque I — x, réguliérement; elle existe presque partout.
Si une mesure u est absolument continue, on Dlidentifie & une fonction
localement sommable qui est égale presque partout & la densité de w.
On dit qu’une suite {y.u} (ou un filtre & base dénombrable) de mesures
converge faiblement dans @, si (u,, ) converge pour tout geDy; alors la
limite est une mesure dans @. Dans le cas des mesures > 0 la conver-
gence au sens des distributions entraine la convergence faible.

Dans une distribution 7 on peut faire une substitution réguliére®)

® == a(w); on a alors

0,

(@), p (@) = (T(ww)), ol (w) detrz,. )u,
ou;

(T(:L‘(u)), 1/J(u))u = (T(w): w(u(m)) det’a%f ) .

Une substitution linéaire x = Ax-+¢ conduit d’une mesure x & une
mesure g telle que p(E) = |det A |u(H). Une substitution réguliére con-
serve lordre d'une distribution ainsgi que la convergence d’une suite
(ou dun filtre) et la propriété d'une famille de distributions d’étre bornée.
Une substitution est associative: si & = x(u), u = u(z) sont deux sub-
stitutions régulidres et si 8(u) = T(x(u)), ®(2) = x(u(?)), alors S(u(2)) =
= Tlx(z)).

Nous désignerons souvent par 7' () S (y) le produit tensoriel T'(x)x 8(y)
et nous écrirons S(y) au leu de (1),xS8(y).

Soit T'(x,y) une distribution définie dans un ouvert GC (¢™*"),,
et soit ge(D),. Nous désignerons par (T(wx,y),p(x)), la distribution
S(y) définie par la formule

(S(y), w), = (T(x,y), p(@)pHY);

cette distribution est définie dans Iensemble des y pour lesquels {support
de (p} X {y} C @. Dans le cas d’une fonction f(a,y) on obtient une fonc-
tion

ay) = (fe,y), p@))e = [7(2, y)g(x)da,

3) biunivoque, de classe O® (ou de classe % pourvu que T soit d’ordre <C k)
dont lo jacobien ne s’annule en aucun point.
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et dans le cas d'une mesure x — une mesure o(y) = (/L(w,y),qo(m))m
pour laquelle

o(B)= [ op@adu(x,y),
(('L'm)me

lorsque {support de ¢} x B C G

1.4. Distributions qui sont fonctions de a*). Soit I un ensemble
(mesurable) de (&™), et supposons qu’d tout @< B (sauf sur un ensemble
de mesure nulle) il corresponde une distribution S, définie dans un ouvert
Q C (€, Nous dirons que la fonction digtributionnelle S, est sommable
dans Hx L, lorsque

1° (8, y) est une fonction mesurable (de @) pour tout v e(Dy),,

2° il existe un %e9, et une fonction g(a) sommable dans X tels
qu'on ait .

(141) (8, W <g(@)

‘pour  xell, peDy et |yl < 1.

Soit G un ouvert quelconque de (E™*"), ; désignons par 2, Vensemble
des y pour lesquels (x,y)<G. Supposons qu’d chaque « (pour lequel
£, # 0) il corresponde une distribution §, définie dans 2,. Nous dirons

que la fonction distributionnelle 8, est continue au point a,, si lim 8, == -
[ ]

(au sens des distributions) dans tout £ borné et telle que oc Qwo; la

fonction distributionnelle S, (donnée presque partout) sera dite Ilocale-

ment sommable dams G lorsquelle est sommable dans PxQ, pour chaque

couple d’intervalles ouverts P, @ tels que PxQ C G.

Une fonction distributionnelle continue (en tout point a) est loca-
lement sommable. Si 8, est une fonction distributionnelle localement
sommable, il en est de méme de S, g(x) pourva que la fonction g(x) soit
localement bornée (et mesurable). L’intégrale étendue ) un ensemble
mesurable et borné I,

8= fSwdac,
n

donnée par la formule (8, y) = E[ (8%, w),da, est définie dans Uensemble
ouvert des y tels que Ex{y} CGs).

¢) Selon une idée de L. Schwartz (cf. [8]).
%) Dans tous les deux cas au lieu des conditions (1.4.1) il suffit do supposoer
(82, v) sommable pour tout ypeDg (on le montre en considérant la fonctionnelle
Ay) = f |(Sx> w)|dx qui est finie et semi-continue inférieurement)
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Chaque fonction distributionnelle §, localement sommable dans @
définit une distribution T'(x, y) dans G au moyen de la formule

(14.2) (T, 0(®, Yoy = [ (8er ¢ (2, y), d .

Nous écrivons alors T'(a,y) = S,(y) et nous disons que la distribu-
tion T est une fonction de . La représentation (1.4.2) est d’ailleurs uni-
que: i 7' =0, alors 8, = 0 pour presque tous les ax.

Considérons le cas ot S, == g, est une mesure; pour que la fonction
distributionnelle §, soit localement sommable il suffit que |o,|(@) soit
une fonction sommable dans P, pour chaque couple d’intervalles P, @
tels que PX@Q C @ (cette condition est aussi nécessaire dans le cas ol
0, = 0). Alors o = L[ o.dx est une mesure et on a

o(F) = [on(F)dex,
B

pourvu que F, F' soient bornés et EX F C G; pareillement u(x,y) = = (Y)
est une megure et on a (pourvu que A soit borné et 4 C @)

w(d) = [ o,(4,)dw

ol 4, est I'ensemble des y tels que (z, y)eA.

Si f(x,y) est une fonction localement sommable dans G et si
8, = f{z,y) (presque partout en ), alors S, est une fonetion distri-
butionnelle localement sommable dans G qui définit la distribution
T(x,y) = S,(y) égale & f(a,y) dans G.

§ 2. Théoréme de H.Koénig et lemmes sur le prolongement

2.1. Théoréme de H. Konig. Nous dirons qu'une fonction f(x) est
du type K, dans un ensemble B C E™, 5i elle est continue dans K et si
DPf = 0 (au sens des distributions) & l'intérieur de F.

THBoRBME. Chacune des conditions suivanies est nécessaire et suffi-
sante pour quune fonction f(x) continue dans wn intervalle aw sens large
PCE™ soit du type K, dans P:

1° On @

(2.11)  Api@) = D (=17~ (‘;) F @18k, oo Tmt-Smhn) = 0,
8P
lorsque xe P et (By—+Pihay v vy Opd-Dalim) € P-
2° La fonction f(a) est de la forme
m

flw) = )

il o<y

(2.1.2) Oy (g vvy Wi1y Bigryerey mm)“‘i
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dans P, ot a;, sont continues dans P (on admet que la somme sur Uensemble
vide (D)) est égale & zéro).

0r<0

Ce théoréme a &6 démontré par H. Kénig dans [2] (pour f et a,
sommables; dans le cas ci-dessus la démonstration est analogue, elle est
méme un peu plus simple).

2.2. Un théoreme sur les distributions pour lesquelles .D?*T == (.
Il existe un développement analogue 4 (2.1.2) pour chaque distribution 7'
telle que DPT = 0. Notons que les a; ne sont pas déterminés univoque-
ment, ce qui rend 'usage de ce développement incommode. Nous allons
démontrer un théoréme qui montre comment on peut faive dépendre los
a; de T,

THEOREME. S0t Py = (ay, b)X ... X (@, by) o pe. Pour chaque
redly, 0<r << 19) désignons par P, Vensemble des s« Wy tels que s; = 0
st vy =06 08 <Py 88 15 =15 s0it 4y < ... <y la suile complile
des 1 pour lesquels v; = 1. Il existe un systéme de fonctions de classe (°

U iy ooy @i, )y 0B 0 < <1, 56D,

support de a, 4 C{ay, bh)X---x(“i],.u bﬁrl)’ tel que chague distribution

T, pour laguelle DT = 0 dans un intervalle au sens large P D P, soit de
la forme

—~

(2.2‘1) T = E 21 Tr;-,tﬁ”":
0zrxl s,,-»,!;r

ol

(2.2.2) Tos = (L5 ) gy

ne dépend pas de @, ..., By« Ainsi on peut prendre dans le développe-
ment (2.1.2): '

(2.2.3) T, i, gm

aw - sy ey

fpe=..=t;_1=0
Fy=18p=p
Démonstration. Soit (e, b) un intervalle ot P un entier positif.
On peut choisir des fonctions ay, ..., ap_1€ Dy de telle facon quion ait

(224) (L"’ all<t)) = m(su‘l' (:ui v = 07 7 79—"1)

(out 6,, =0 pour » 5 u et §, = 1). En effet, il existe des fonctions f,,
<--3 By1¢ Dy telles que det (¢, B,)+ 0 (on pose p. ex. f; (1) == 2" o((t—71) [A),
ou ¢ est une fonction de D pour laquelle [odt 0, a < v, <

®) 0 < r signifie 0 < r et 0 5 r.
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<o < Tpog < b, et 1 est suffisamment petit). Il existe alors des nom-
bres y,, tels que

=1

2 (" Bo)You = L

ol0

done on & (¥',a,) = —6,, et a,eDyy pour

p—1
4,(8) = — > y,,6,(0).

ojl

Si maintenant geDygq, ot (a,d) C (¢, d), alors la fonction

n—1
9(t) = p(0)+ D (*, 9, (1)

ule

est la p-idme dérivée d’une fonction de Die,gy- BEn effet, on a

A% . _ t(t—r)”“1
v ==L, o () —_{-@—:1—)7 p()dr

est égale, pour ¢ > d—¢ (¢ suffisamment petit), a un polynéme de degré
< p dont les coefficients s'annulent, car d’aprés (2.2.4),

p—-1
(@) = £, )= D) (t*, ¢)6,, = 0;
uio
on a done yeiDeg-
On peut ainsi choisir des fonctions a;, < Dyg, ;) de fagon que pour cha-
que ¢ (¢ =1, ..., m) la fonction '

e+ D () p)au®)
Oy
soit la p;-idme dérivée d’une fonction de ‘Digq Powrvu que geDigq et
(@i, b;) C (¢, d). Supposons que P,CP = (¢, dy)X...X(Cn, dy) et que
Pie D ay (8 =1,...,m). La fonction

(2.2.5)

P(Byy ey ) = n I(p,-,(.'l:‘,:)%*

1 03

/Y‘ (o}, 4 (.’1«‘1:))%(11'1:(97’&)]
v

eyt la p-idme dérivée d’une fonetion de 1), et, par conséquent, (7', ) = 0.
Drautre part, en posant a, (@, ..., wf|r|) = (wil)“'aﬂrl*’h-l (msm) on a,
Qapres (2.2.5), en vertu de (2.2.2),

(Ty9) = (T7 (Ijl(wl)"-%n(mm))'— E 2 (Tr,sws;‘pl(ml)n'(Pm(mm));

RO W 25N
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nous avons donc

(T, 02(@) @) = (D) D Ta®s pr(@1)..gm (@)

o<r<t 8%,

d’ot résulte ’égalité (2.2.1) dans P

Le théoréme montre que si T est une mesure, resp. une fonction (lo-
calement sommable), resp. une fonction continue etec., il en est de méme
de ay,; en particulier, il contient le théoréme de . Konig. On peut aussi en
déduire les lemames 1 et 2 du N°2.4.

2.3, Une opération de prolongement. Soit p un entier positit et 4
un intervalle ferms, fini ou infini. Appelons I = L7, Popération (linéaire)
qui fait correspondre & chaque fonction f(¢) définie dans 4 son prolonge-
ment 7 = L(f) défini dans & par les formules

f(?) pour ted,

0=\ ST

1|0 yit

pour te—4,

v

ol tg < ... < By, b ¥, resp. t,_, doit dtre Vextrémité gauche resy. droite
de 4, pourvu qu’elle soit finie. On vérifie que cette opération posséde les
propriétés suivantes:

1’. Si f est continue dans 4, il en est de méme de 7 dans ¢; sl g(t, ¥)
est continue dans 4 x 2, ot 2 C (&™), il en est de méme do F(¢, y) = Lyg)
dany Ex Q.

2', Si f(t) est égale d un polyndéme w(t) de degré < p dans 4, on a
F(t) = w(t) dans &.

3’. 1l existe une constante K = K (p, 4) telle que si [f(3)| <
dans 4, alors |f(t)] < KM (14[t"~") dans &.

Soit maintenant peF,p>=1 et P = 4,X...
au sens large, fermé. Alors opération (linéaire)

M (14[tT)

X 4,, un intervalle

(2.3.2) L=1I2p=1I0,. . Im,
qui fait eorrespondre 4 chaque fonction f(a) définie dans P gon prolonge-
ment f = L(f) sur €™, posséde les propriétés suivantes:

1° Bi f est continue dans P, il en est de méme de 7 dans ¢™; si g (%, y)
est continue dans Px Q, ou 2 C (€™, il en esti de méme de F(wx,y) =
= L,(g) dans (é‘m)wa.

2° i f est du type K, dans P, il en est de méme de f dans ¢™; si
g(x, y) est du type K, , dans P xQ, ol Q C (€™, est un intervalle au sens
large, il en est de méme de F(x, y) = L,(g) dans (™), %xQ.
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3° Il existe une constante K = K (p, P) telle que si |f(x)] < MN,(
dans P, alors |f()| < KEMN,(x) dans ¢™, on

m

[] @+ <2
4|1

Les propriétés 1° et 3° étant évidentes, nous n’établirons que L’agser-
tion 2°. Il suffit de vérifier que I’opération Lfi(i=1,...,m) congerve le ty-
D6 K, 4, Ol DOUS pouvons admettre i = 1, sans restremdre la généralité.
Supposons done qu'une fonction g(x, y) soxt du type °K,, dans P xQ
et soit ¢, (2, y) = L7 (g). Selon le théoréme de H. Konig du N® 2.1 nous

x)

(2.3.3) N, (x) =

» "1,

avons
np—1 m Pi—1
g(x,y) =Z @1 (Tay vy Ty y)wH-Z Z Ay (eny Doy Digy ooy Y) TG+
0 i2 w0
+ Zbiv(w; oy YicaYigrs ) Ui
iw
On a done, d’aprés la propriété 27,
p1-1 m D=l )
gl(m) y) = 2 alv(wz’ coey Ty y)w11,+ 2 2 E’iv("" Bi1y Ligry oovy y)ﬂ‘"
[0 72 W0

+25iv(m!

en se rappelant que 7! est linéaire, ot d’aprés la propriété 1,d;, = L% (@)
by = L% %(by,) sont contmues Il en résulte que g, est du type UK,

oy Yiory yi+11---)y;

2.4. Lemmes sur le prolongement des fonctions du type C)Cp,q. Dé-
signons par P, le cube |z < A (4 = 1,..., m), et par P, le pavé |z;| < 4,
byl <w (G=1,...,m;j=1,...,%).

LemmME 1. I ewiste une constante K = K (p,q) telle gue chagque fonc-
tion g(x,y) du type K, , dans (P,—P,)XQ, oh pu < ¥4 et Q est un inter-
valle de (C),,, posséde un prolongement j(x, y) du type K, , dans (—P,) %@
que samsjazt & Dinégalité
(2.4.1) (2, y)| < KeN, (3;-) dans  (—P,)%Q
pourvw que |g(, y)| < e dans (P,—P,) XQ.

Démonstration. Le cas général se raméne par homothétie au cas
A =1, o il suffit d’admettre u = }. Soit P® Dlintervalle au sens large

e (Cm) défini par [mp.| <1, ..., |4 <1; on a done PO =P,, P =
= (€™),. On prolonge ¢(x, y) successwement de (PU- l)—Pl,2 xQ sur
(P“’~—1’1,2 XQ (i=1,...,m), ol l'on effectue chacun de ces prolonge-
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ments en faisant deux prolongements an moyen de I'opération L du N°
précédent:

1) de lintervalle —1 <&, < 3, @] <1, .0y 20| <
tervalle —oo < @; < 4, |@,| < 1 o lEm] < 1 yeQ,

2) de l'intervalle } < a; < 1, [$i+1| <1, .00 o) <
tervalle 3 <o < oo, |z| <1y -0y [l _< 1, yeQ.

Ainsi on obtient finalement un prolongement j(a, y) sur (—Pyp) X @
qui est du type K, , et remplit la condition (2.4.1), en vertu des proprié-
tés 2° et 3° de l'opération L. .

Les propriétés 2° et 3° de l'opération L,
T'homothétie a’

LemMME 2. 11 existe une constante K = K (p, q) telle que chaque fonc-
tion g(x,y) du type K, , dans 1_3,1,” posseéde un prolongement j(x,y) du

P9

1, yeQ;sur Pin-

1, ye), sur lin-

o impliquent (il faut faire
= Az, Y = uy) le lemme suivant:

type Npq dans E™" tel que

(2.4.2) 1§, ) < Kszq( Q) dans  E™T
uw

pourvi que |g(x, y)| <& dans PM

Nous avons enfin le

LEMNE 3. IU existe une constante K = K (p, q) telle que chaque fonc-
tion g(x,y) du type X, , dans P,, posséde un prolongement §(x,y) du
type Kpq dans E™ tel que

(2.4.3) g(m,y)éKsla:l“"Nq(%) dans €

pourvy, que |g(x, y)| < cle|® dans P, ,.

Démonstration. Comme dans les cas précédents, il suffit d’ad-
mettre 4 = 1. Soit g(x, y) une fonction du type Kp,q € telle que |g(x, y)|
< elz|? dans P,,. Alors le prolongement §(x,y) = L%(7) sur P, X (E™),
satisfait, selon la propriété 3°, & linégalité
(2.44) jg(@,y)| < E,elo/PV,(y) < wPPEeN,(y) dans P, x(c"),
olt K; ne dépend que de ¢. Faisons encore une fois le prolongement j(x, y)
= IB(g) sur é’")lx((“")y D’aprés (2.4.4), en vertu de la pro-
priété 3° on a |F(x, y)| < K.eN,(2)N,(y) dans €™, ou K, ne dépend
que de p et q; d’autre part, d’&pres (9 4. 4), on alj(x, y) < K¢ |w|""N (y)
dans P, x(&" )y, d’ot, en vertu de (2.3.3), |j(x,y) <Ka|w|‘”‘N (y)
dans £™™, ol K ne dépend que de p et q.

icm
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2.5. Un lemme sur le prolongement d’un systdme de mesures.
Posons

0 pour te0,
hy(t) ={ 1

(—U__—i—)i pour t>0 (0‘=1,2,4..),

hy(t) = 6(t) (distribub%on de Dirac) et H,(x) = by, (3y) X
on a alors

(2.5.1) D°H,(x) = 6(x).

X Iz,,m ()3

Soit 7' une distribution définie dans un ouvert 2 C €™ et soit aeD,.
Convenons de considérer le produit multiplicatif Ta comme défini dans
€™ (égal & zéro en dehors du support de «); en s'appuyant sur les formules
de Leibniz et de Newton (cf. N°1.1) on vérifie que

o 1y (P) pe-s (s .

aDPT Z( 1) ( )1) (TD%a) dans  ¢™.
S<p

En tenant compte de (2.5.1) nous obtenons done le

LeMME 1. On a aDPT = DPT dans ¢™, on

(2.5.2) 7= Z

s<p

'5'( )H *(TD%) dans ¢™;

si T est une mesure, il en est de méme de T.

Lemuw 2. Soient ITC(E™™),. e @ C (), des intervalles ouverts.
Il existe une constante K = K(p,q, I, Q) telle que chaque mesure u dé-
finie dans I1, telle que |u] (II) << co et DP9y = 0 dans II, posséde un prolon-
gement g sur E™" pour lequel DP9y = 0 dans E"F et

B(PxQ)

Démonstration. Selon le théoréme du N°2.2, on a pour u dans
ITle développement (2.2.1), ot T, , est une mesure y, , définie dans Dinter-
valle IT, , (qui est une projection de /7). De la maniére dont les p,., = T,
ont été formées il résulte qu’il existe une constante K, = K,(p, ¢, II)
telle que .

(2.5.4) |t ol (1T ) < Ky |pl(2)

Soit g, , le prolongement de u,, donné par g, (B) = p, (B~ 11, );
en remplagant u,, par f,, dans le développement (2.2.1) nous obtenons
un prolongement g de u pour lequel D, .z = 0 dans ¢™*". En s’appuyant

< Ep{ITy(14t[P).
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sur Pinégalité (2.5.4) nous obtenons pour u linégalité (2.5.3), ol K ne.

dépend que de p,q, I et Q.

LeMue 3. Soient P,, P des intervalles ouverts de (C™), et Qo, @ des
intervalles owverts de (C™), tels que P,CP et QCQ. Soit o une fonction
de Dpyq telle que o =1 dans PyXQ,. Il existe wune constante
K =EK(p,q,Py, P, Q Q, a) telle que V'on puisse faire correspondre & cha-
que mesure p définie dans P xQ une mesure p définie dans E™™ telle que
DPAg = oDy dans €%, u = p dans PyXQ, et

|2l (Pyx Q) < K |ul(P XQ)(1+47).

Démonstration. Soit

(2.5.5)

g o— __1\lri+Isl p) (q) 2,8 m4n
i= D' (-1 (T DE, s D75 dans e,

TP, S<q

conformément & (2.5.2). D’aprés le lemme 1, on a alors DP2y = a DP9y,
dans €™, @on DP(p—pu) = 0 dans Py XQ,. Selon le lemme 2 la mesure
u—u posséde un prolongement ¢ de PyxQ, sur ™" tel que DPYg = 0
dans &M et

(2.5.6)  |ol(PyxQ) < K |p—ul (Pyx Qo) (1-+1P)

< E(|ul(PXQ)+17l (P xQ)) (1-+7!).

Silon pose z = p+o dans ¢"™" on trouve DPYg = oD%y dans ¢™"
et g = u dans PyXQ,. En vertu de'(2.5.6), il suffit donc de démontrer
que || (P;xQ) < K, |u|(PxQ)(1+tP)) (ot K, ne dépend que de p,q,
a, P, Q). Boit peDp,xQ, l¢| <1; il suffit de prouver que

(2.5.7) (s )] < Ky [pl(PXQ) (117!,
Nous avons

(2.5.8) (Hyo*uD™ay 9) = (H,s (2, Y), 90, Y)),

oU (2, y) = [D"*a(&, n)g(@-+&, y+n)du(é, 7).

Soient K, et I des constantes telles que |D"%¢| < K, pour r < P,
s < g efi que P X soit dans le cube |, <1, |y < I Ona alors |y (e, y)]
< Ko |ul(PxQ) et support de Yre C Py X @1, o0l Q; est le cube |y, < 21
Nous avons done |(H,,, v, < -+ (21K, |u] (PxQ) selon la dé-
finition de H, , et, d’aprés (2.5.5) et (2.5.8), nous obtenons Tinéga-
lité (2.5.7) avec une constante K, = K,(p, q, a, P,Q), ce qui termine la
démonstration.

LevvE 4. Soit Sun ensemble fini de W™ et soient Qo, Q des intervalles
owverts de (C"), tels que Qq C Q. Il existe une constante K — K (S,0,,9)

icm
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telle que chaque systéme de mesures g,,, (P,q) S, définies dans Py;xQ,
satisfaisant & Végalité Y DPYg, . = 0 dans P,; XQ, posséde un prolongement

Op.ar (P, 9) S, de Py x Qg sur ™™ pour lequel 3 DP%g, . = 0 dans Em g
€

'

!@p,ql (PtXQ) < Kiep,ql (Pm XQ) (1_!_%3

ipl
) pour 1> 0.

Démonstration. Comme dans les démonstrations du N°2.4, il
suffit d’admettre A = 1. Formons pour chaque mesure 0p,q SOD prolon-
gement g, , de Py X @, sur ™", selon le lemme 3. On a alors g, 4! (P X Q)
< Klopql (PyxQ)(1+27), ot K ne dépend que de 7, @, @, o6 3 DP%0,0

= )aDP%, , =0 dans ™",
©

§ 3. Détinitions

La définition -de la valeur en un point dans le cas de plusieurs
variables reste la méme que dans le cas d'une variable (cf. [4]). On dit
qwune distribution T, définie dans un voisinage dun point x,eE™, posséde
la valeur C au point x,: T(xy) = C, si la limite
(8.1) Hm T (x2y+Ax) = C

A0+
existe dans un voisinage de @,’) et si elle est constante®).

Soit @ un ouvert de ("), et T'(x,y) une distribution définie dans
un ouvert de (E™*"),, qui contient I'ensemble {x,)x Q. Nous disons
que dans la distribution T{x,y) on peut fizer x = x, sur Q, si la limite
(3.2) }i!ﬁ’—”(wﬁ-lw, y) = 8(y)
existe et ne dépend que de y dans un ouvert conterant {x,} % 2°). La
distribution §(y) définie dans Q s’appelle la section de T pour & = a,
et ye. On écrit -

S(y) = T(xy, ¥)-

Soit T(a, y) une distribution définie dans G—{a,} x O, ot 2 est un
ouvert de (&), et @ un ouvert de (™), contenant {xo} x Q. On dit )
que la distribution T posséde umne limite sur Q2 pour & — 2

S(y) =limT(x,y) dans £,

230

7) Alors il en est de méme dans toubt ouvert borné.

8) La limite (3.1) peut exister sans &tre eonstante (cf. N* 6.1).

) Alors il en est de méme dans tout ouvert borné de la forme AX £, ol
4C (M), 2o C 2.
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si la limite (3.2) existe et ne dépend que de y dans un ouvert de la forme
Gy —{m,} X 210) ol @, est un ouvert contenant {a,}x Q.

Dans le cas de la limite en un point (n = 0) on exige, comme dans
le cas d’une variable (cf. [5]) que la limite (3.1) existe et soit constante
dans un voisinage de x, pour x #* x,.

On définit encore la limite suivant wn cone ouvert I' << (€™),, de sommet

®,, lim T(x,y) = 8(y), en exigeant que la limite (3.2) existe et ne dé-
a—acq,6l
pende "que de y dans Pensemble de la forme (I'x 2) ~ @, oll @ est un ou-

vert contenant {wo} X . En particulier (m = 1), nous avons les défini-

tions des limites unilatérales lim T'(x,y) et lim T'(x, y).
a—>xy+ a—>ag—
On voit que dans le cas d’une fonetion continue, resp. ayant une

limite (uniforme) les notions ainsi définies coincident avec les notions
usuelles (voir N 4.6 et 4.7 pour le cas d’une fonction localement sommable).
Elles ont un caractére local; p. ex. si Ty (%,y) = T;(x, y) dans un ouvert
contenant {x,} X 2, alors les sections T, (x,, y) et Ty, y) sur £ n’exis-
tent qu'en méme temps et on a T, (x,, y) = T»(#,, y) dans 2; si les sec-
tions d'une distribution pour & = x, sur 2, et sur Q, exigtent, elles coin-
cident dans @, ~ Q,. On véritie que la section d'une somme est égale
4 la somme des sections et il en est de méme de la valeur, de la limite
et dans le cas du produit par une fonction indéfiniment dérivable.

On montre enfin que ces notions sont invariantes pour les substi-
tutions régulidres, ce qui permet de définir une substitution réguliére dans
une distribution z; = oy (Uy, ooy ),y oen, T = Do (U, «ony Ug), dams le cas
ot k < m.

§ 4. Conditions nécessaires et suffisantes

Nous allons étendre maintenant les théorémes de [6] (§2) qui ont
ramené les notions de valeur et de limite d’une distribution d’une variable
& celle du 7™ quotient différentiel au sens de Denjoy.

. Conditions nécessaires et suffisantes avec primitive. 4.1. Soit {4,)
une suite décroissante telle que
A0 e

A
(4.1.1) liminf )—“ >0,

P00 oy
On peut done choisir une constante 9 de sorte que 0 < ¥ <1 et
Ay4a1/2, > ¢ powr » = N. Définissons par récurrence une suite extraite
{4} de fagon que o, = N et que a,.; soit Pindice le plus petit possible

%) Alors il en est de méme dans tout ouvert borné de la forme (4—{wo}) x 2,
ol 4 C (M) £2,C Q.

icm®
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pour lequel a, <a,,, et /1%“/1% < ¢. On a alors }.a”“_l [4,, > et, comme
Aayi1lte, -1 = B, on obtient Aa, 114, = 9. Nous avons done

Y.
(4.1.2) 0<d <2 cp <.

ey

Désignons par P, le cube |z;) < 1 (4 = 1,...,m). Soit P =P, et
soit @ un intervalle ouvert de (€™),. Nous avons

PR.OPOSITION_I. Soit 1: une distribution définie dans un ouvert conte-
nant Pensemble (P—{0})X @ et supposons qu'on ait dans cet ouvert

(4.1.3) T(d2,y) >0 pouwr » > oco.
11 existe alors un (p, q) <MWy +™ et une fonction F(x,y) continue dans

PxQ tels que

(141) T — DEDSF  dans (P—{0})xQ et Hm%: 0
. -0 ’

uniformément dans Q.
Démonstration. Sans restreindre la généralité nous pouvons
admettre P =P,, 1, =1 et (en tenant compte de (4.1.2))
2 lr*l
0< ¥ <T<z9<1 (r=1,2,..).

v

(4.1.5)

L’ensemble (P— Pg,) X § étant contenu dans le domaine de conver-
gence de (4.1.3), il existe un (p, q) <7+, ot p >1, et une suite {g.(x,y)}
de fonctions continues convergeant uniformément vers 0 dans (F—Pozﬂ) x@,
telle que T(,2,y)= Dg,(z,y) dans (P—Pyp)xQ, ot D = DEDI.
On a done |g,(x, y)| <, dans (P—Ppp)x g, ot 6,0 en décroissant.
En posant F,(x,y) = AP'g,(x/4,; y), on obtient

(4.1.6) T = DF, :
et
(4.1.7) [F (2, y)| < 2P,

dans D’engemble
R, = (Pz,,_Pz,.‘s?/z)XQ »=1,2,...).

D’aprés (4.1.6) la fonction ¢, = F,.,—F, est du type Kp,q dans
RA~R,, = (FZWI-P,_J,,z,g)xQ, selon (4.1.5) on a }4,9°<3}4,,,, dome
le lemme 1 du N° 2.4 est applicable. I1 en résulte que la fonction q, possede
Studia Mathematica T. XVII . 2
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un prolongement 7, du type K, sur Padhérence de ’ensemble

(4.1.8) 8, = (P—Pyyn) XQ,
qui satisfait & P'inégalité
m4-1

2 K m -1
2| <G el (A )

(419) 1g(o, 9)| < 2EeAPN, (x

v+1
dans 8,, en vertu de (4.1.7), (4.1.5) et (2.3.3). Nous allons définir des
fonctions F, par récurrence comme il suit. Posons F, = F, dans 8; = R,.
Admettons que F, soit définie dans S, et que F, = F, dans R,; comme
on a alors F,., = F,+g, dans R,~R,,=8~R,,, on peut définir’
F,,, dans 8,,, = R,,+8, par les formules

_ B, dans R,
(4-1.10) Frra = ‘ F,+g, dans &8,. H
Nous avons ainsi défini la suite [F,} de fonections continues et telles
que .
(4.1.11) T =DF, dans 8, (»r=1,2,..))

(en vertu de (4.1.6)). De la seconde formule (4.1.10) on tive F,,,—F,
= §,+...+F,4s_1 dans S, et, par suite, I'inégaliteé (4.1.9) donne la majo-
ration

\F,,,—F,| < e (AP~"+[|®=™)  dans 8,

ot K est une constante indépendante de » et de @, car, d’aprés (4.1.5),

on a
m

m m v
Evlu+l+"'+6v+a)‘v+u+l < sv}”‘m 1—?9"“ .

On en conclut que la suite {F,} converge uniformément dans chacun des
ensembles §,; sa limite ¥ est done continue et satisfait & linégalité

(4.1.12) |F—F, | < Ee, A(AP""+|2|®=™) dans &,.

oo
Dlaprés (4.1.11) on a, de plus, T =DF dans (P—{0})xQ =&,
1

(cf. (4.1.8)). Finalement les inégalités (4.1.7) et (4.1.12) donnent (en te-
nant compte de (4.1.10)) |F|<<(1+2K)e, AP dans R, (v=1,2,...),
ce qui montre que

. Fle,y)

20 ]wllpl

uniformément dans @. La proposition est ainsi démontrée.
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Soit > 0 et s0it w un ensemble ouvert sur la sphére || =1. Dé-
signons par I'(w, 6) le cone défini par x/|®|cw, 0 < |2| < 4.

PROPOSITION 2. FEtant donmée wune distribution T définie  dans
['(w, 8)X £, ot 8 > 0, soit © un ouvert sur la sphére 2] =1 et Q celui de
(€7, et supposons que

(4.1.13) T2, y) >0 pour »->oco dans I'(w, )X Q;

o 2} satisfait & la condition (4.1.1). 8i ,C w, By C Q (wy, Qo dant des
ouverts bornés) et 0 < 8, << 8, alors il existe un (p,q) Wot™ et une fonction
F continue dans I'(wy, 0,) X Q, tels que

T = DEDYF dans I'(wg, 8) X 24,

Pz, y)
lelpl

(4.1.14)

et = 0 uniformément dans Q,.

x
x>0, — € w,

Démonstra.g_ion. Soient w, et £, des ouverts bornées tels que
@ Cwp, 0 Co, Q,CQ,O, CQ ef s0it 6, < §; < d; il existe alors
des fonctions a(u), p(z), y(y) de classe 0% telles que

1 dans w,, 1 pour 7 < 6y,

1 dans Q,,
B(z) ={ y(Yy) =

a(u) = =
0 pour t > 4, 0 dans —Q,.

0 dans —w,,

Par conséquent la distribution

o Z)Bllel)y () T (@, y) dams I(w, )X 2,
Sz, y) =
0 dans  —(I'(wy, 6,) X 2y),
est bien définie dans (E™*"),, et on a 7
(4.1.15) S =T dans I'(w,, 8) X2,

et 8(A,x,y) >0 pour v— oo (dans chaque ouvert borné de (E™™),.).
En vertu de (4.1.15) il suffit done d’appliquer la proposition 1.

Remarque. Dans les propositions 1 et 2 on peut exiger que I’on
ait p = Poy 9 = 9o (Po; qo €tant données).

Voici une proposition d’un caractére réciproque:

PROPOSITION 3. Soit G un ouvert borné de la forme

(4.1.16) G=4x82, od soit 0ed soit A=1I(w,?)

(AC(E™)py RC(E™,). 8i T = DEDEF dans @, ot F est une fonction con-
tinue dans G et telle que
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(4.1.17) Lim @y _ uniformément dans Q,

20, Ted ]w||11|

alors lim T (Jx, y) = 0 dans G.
04

En effet, la relation (4.1.17) donne

. 1
]-Hgl 7l F(x,y) =0
-0+

uniformément dans @, d’o Pon obtient la conclusion en effectuant la
différentiation D = DEDj.

COROLLAIRE. Soit {l} wne suite déeroissamie qui satisfait & (4 1.1)
et G un ouvert borné de la forme (4.1.16). Les conditions

(4.1.18) imT(,2,y) =0 e LmT(lx,y) =0

2—04
dans G sont équivalentes.
Dans les cas oll

2
Hm =2 — 0

. oo Ay

(et 2, - 0 en décroissant) la premiére des conditions (4.1.18) n’entraine
pas la seconde. En effet, posons £, = l/l,,/lv 41, il vient

(4.1.19) gja, >0 et & /A > oo.
On peut donc choisir ¢; > 0 (¢ =1,2,...) de sorte que -

- (4'120) Hy = ﬂZVICi -0 et 0y = 'ng “
A T

Considérons la distribution T = Y ¢;0(x—¢&;). La distribution

i

C; +
N d s
il
est une mesure positive; en vertu de (4.1.19) la valeur de cette mesure
pour Dintervalle (—1,1) est u, pourvu que » goit suffisament grand,
done, d’aprés (4.1.20), T(A.x) - 0 dans (—1,1). D'autre part T est une
mesure positive dont la densité, si elle existe, est lim g,; par conséquent,

P00

d’aprés (4.1.20), cette mesure ne peut avoir une densité finie en 0, ce
qui montre (cf. [4], corrollaire 1 du N°3.3 et théoréme du N°4.3) que

la limite im T (ix) n’existe dans aucun voisinage de 0 (pour # == 0).
A0+
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4.2, Les propositions du N° précédent donnent des conditions né-
cessaires et suffisantes pour la possibilité de fixer des variables et pour
Pexistence de la valeur ou de la limite d’une distribution. En effet,
si Yon pose Ty(x,y) = T(x,+=x,y)—8(y), la condition T(xy+ix,y)
- 8(y) équivaut & la condition T'y(ix,y) - 0 (o i — 0). Remarquons,
de plus, que 8 = Dg (dans un ouvert arbitraire d’adhérence compacte
et contenue dans le domaine de définition de S) pour un geJ(; et une
fonetion continue g(y); par sunite

(z—ax)?

§ = Doy

9(y)-

Nous avons done les théorémes suivants:

THEOREME 1. Soit Q un ouvert de (™), et @ C(E™F"),, un owvert
contenant Pensemble {a,} x Q. Supposons qu'une distribution T soit définie
dans G (resp. dans G—{a,} X 3). Pour qu'on puisse fixer ® = ®, sur Q
(resp. qu'il existe une limite pour & — X, sur Q) il faut et il suffit que pour
tout ouvert borné Q, tel que D, C Q il ewiste un (p, q)NG™", un voist-

nage A de x,, une fonction F(x,y) continue dans AX L, (resp. dans
(A—{2,)) x Qo) et une fonction g(y) continue dans Q,, pour lesquels

(X —x0)P

(4.21) T = D2DIF o F(x,y) = o

g(y)-+o(jz—x,)'*)

dans AX Q, (resp. dans (A—{uxg}) X Q). §i 8(y)
= lim T (x, y)) dans Q,, on a alors
x—xp

= T{xo,y) (resp. S(y) =

(4.2.2) S =D% dans Q,.

Remarque 1. Dans le théordme 1 on peut exiger que la fonction
¢ soit donnée (dans Q,), pourvu gu’elle soit continue et satisfasse & (4.2.2).
Dans le eas de la valeur (ou de la limite en un point) on a 1’énoncé
suivant (qui coincide avee celui de [5], § 2, dans le cas d’une variable):
TEEOREME 1'. Soit T(x) une distribution définie dans un voisinage
de x, (resp. dans wn voisinage de x, pour X # Xy). Pour que la valeur
T(x,) = C (resp. la limite lim T (%) = ) existe, il faut et il suffit qu'il

X+
existe un p Ny et une fonction continue F tels que

(B—x0)? |

T=DPF e Flx)=0C
p!

o(ja—a,|™)

dans un voisinage de x, (resp. dans wn voisinage de ®, pour X F# &,).
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On a naturellement des théorémes analogues dans le cas de la limite
suivant un céne.
Remarque 2, Dans les théorémes 1 et 1’ on peut exiger que 1'on
aib p 2 Po, 4 2 o (Po, o étant donnés).
Finalement, le corollaire du N° précédent conduit au théoréme sui-
vant: ;
THEOREME 2. Soit 2, une suite décroissamie qui satisfait ¢ (4.1.1).
On peut remplacer dans les définitions du §3 la condition
lim T'(x,+12,y) = S(y) (resp. lim T(x,+ix) = O)
A0t A0+
par
lim T(x,+A,2,y) = S(y) (resp. Lm T(a,+ix) = C).

4.3. Fixation dans la primitive et dans la dérivée. Le théoréme 1
du N° précédent permet de tirer des conclusions sur la possibilité de
fixer des variables dans la primitive et dans la dérivée.

. THAORBME. Supposons que dans ume distribution T(x,y) on puisse
fimer @ = @, sur un ouvert Q de (C"),, et soit Q, un owvert borné tel que
Q,C Q. Alors il en est de méme sur 0,

) 1° pour une primitive Ty par rapport & m;, ot Ty(a,, y) peut élre une
distribution arbitraire (sur Q);

2° pour toute primitive T, par rapport & x, dans le cas ow m = 1;

) ?”. pour une primitive Ty par rapport & y;, ot Ty (x,, y) peut dire une
primitive arbitraire de T (2, y) (sur 2, par rapport & y;);

Yi i
Démonstration. Soient p,q,7,8,F,g comme dans le théoréme 1
du N° 4.2

. F’?sons P=D..,0i—1,..., Dm)y aloxrs T, = DngF est une
pz:umtlve de T par rapport & x;; d’aprés (4.2.1), on a Flx,y) = 0([:0-—:1:0["7'),
d’otr To(:‘v(,, y) = 0 dans Qg; 8,(y) étant une distribution arbitraire sur
2,, la dlsmpu‘clon T.(®,y) = Ty(x, y)+8,(y) est aussi une primitive
gar 1::1.})1)0115 aimi et on a T (@, y) = 8,(y). Sim =1 et si T, est une
mmitive quelconque de T' par rapport & @, on a T,—T, = § done

T.(@oy)= S,(y) dans 2. TR Ay
. ‘Posons a= (%, .., 4—1,..., q,), alors T; = D®D2F est une pri-
mltive de T par rappgrt & ¥:; d’aprés (4.2.1) et (4.2.2), on a Ty(ay, y)
jg(%) darlls Q,, o S(y) = Dyg(y); si 08,/dy; = 8, alors 8(8,—F)/dy;
=0, donc la dlStl"lbutl(?n Tz, y) = Ty, Y)+8:(y)—S8(y) est aussi une
primitive par rappert & y; et on a To(wy, y) = 8,(y)

L. 0 .or 0
4° pour la dérivée TT’ o% ?y“(-’ﬂm Yy) = @T(T(mo, ).
7
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D’aprés la définition de la fixation des variables, nous avons
T(xy+ix,y) -~ S(y) pour i -—+0+. En différentiant par rapport
& y;, on obtient

0 (zo+2 )—>6S
E o 'Y a;

d’ou il résulte que

(y) pour i-04,

or o8

a—%(wo,y) sz,T(y)'

Le théoréme est ainsi complétement démontré.
On a un théoréme analogue pour la limite.

4.4. Relation entre Pexistence de la limite et la possibilité de
fixer des variables. Considérons une distribution X(x,y) de support
contenu dans hyperplan = 0. D’aprés un théoréme de L. Schwartz
([7], tome I, p.100 et p. 113) elle est localement de la forme X(x,y)
= 3 DB&(x) X Up,(y) (la somme étant finie). On a alors

P
. 1
Z(a,y) = ) <prem DB (@) X Tp(y)-
»p

1l en rvésulte que si lim /"X (A, y) = 0, on a X = 0. Nous dirons qu'une

>0+
distribution ne posséde pas de masse sur Uhyperplan & = &, 81
(4.1.1) Tim 2™ Ty (s +Ax, y) = 0.

0.

Nous avons donc le

LemME. Chaque distribution T (2, y) ne peut éire représenté que d’une
seule maniére sous la forme
(4.4.2) T=T+2,

oy Ty ne posséde pas de masse sur & = x, et Z(x,y) = 0 pour & F X,
Remarque. Une distribution 7', ne posséde pas de masse Sur & = o,
gi lon peut fixer ® =, dans Ty; plus généralement, si Tq(x, Y)
= DET, (i, y), ol |p| <m et T, est une distribution dans laquelle on
peut fixer & = &,).
Soit @ un ouvert de (€™™),,. Désignons par 2 Iensemble des y tels
que (&y, Y) €G-

d .
1) On voit &4 lexemple de la distribution 7' = —(I—z—(lnlln]xi]) que cette condi-

tion n’est pas mécessaire dans le cas m = L Cependant on montre quelle est néce-
ssaire dans le cas oft m > 1.
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COROLLATRE 1. Supposons gue Ty, T, soient deww distributions dé-
jinies dans G, dans lesquelles on puisse fiver & = @y sur Q. 8i Iy =T,
dans @ pour x # x,, alors T; =T, dans G.

Le théoréme d\l N¢ 4.2 conduit & la proposition suivante:

ProposrrronN 1. Soit T une distribution définie dans 6—({ae} x Q).
Si la lmite hmT x,y) existe dans Q alors il existe une et une seule

distribution TD défﬂim'e dans G dans laquelle on peut fizer x = x, sur Q,

telle que T = T dans G—{{m,} X Q). Alors im T (x, y) = Ty(x,, y) dans Q
a—xg

et on a la décomposition (4.4.2).

En effet, griace au corollaire 1, on peut définir 7'y localement (cf. [6],
tome I, p.26) dans un ouvert contenant {.r,,}xQ par Ty = D"D r,
ot F est la méme que dans le théoréme 1 du N°4.2.

Dans le cas de la valeur (n = 0) nous avons 1’énoncé (cf. [4], N°3.3)
suivant:

ProposITION 1'. Si la limite im T'(x) ewiste, alors il existe une et

XT->I()
une seule distribution T, possédant une valeur
T =T, pour x # x,.

Soit T une distribution définie dans G. En combinant la proposition 1

et le lemme on obtient facilement les corollaires suivants:

COROLLATRE 2. §i T = DET, dans G—({m,}x2), on |p|<m et
la limite Um T, (2, y) existe sur 2, alors il existe une et seule décompo-

au point x, et telle que

&>
sition (4.4.2). . .
COROLLARE 3. Si T ne posséde pas de masse sur x = x, et si la
limite hm T(m y) existe sur Q, on peut fizer x = x, dans T sur Q2 et on

a T(mo:y) = hm T(x, y).

On obtient enﬁn par la méme voie une proposition sur le recollement
analogue a celle de [5], N¢3.3:

PROPOSITION 2. Admettons n =1 et soient Ty, T, des distributions
définies dans G pour x < xq resp. pour x> x,. 8§ Ty = 88,0z (i =1, 2),
oi 8; sont des distributions pour lesquelles les limites lim 8, et lim 8, ewistent

T—a)— LT+

sur Q, alors il existe une et une seule distribution T définie dans G, telle
que T Ty pour 3 <oy, T =T, pour x>z, 6 telle que T = E)S/dx,
o, S est une distribution dans laguelle on peut fixer z — Ty Sur £212),

*2) On montre que cette derniére condition (sur T) équivant 3 celle de l'existence
du produit multiplicatif (cf. [4]) TH(x—u,), o0 H désigne la fonction d’Heaviside.

icm
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4.5. Autre forme de la définition de la fixation. Traduisons
maintenant les définitions du § 3 en nous servant de Dégalité

\ 1 r—x
T(mo-:lw,y)’Z(m:y)) =(T1‘ATLZ( 2 u1y))~
Nous obtenons ainsi les énoncés que voici.

Pour que la section T(x,,y) =8 (y) sar Q (resp.
lim T'(x, y) = S(y)) existe, il faut et il suffi qu’on ait
T—Tpy

. 1 r—ax, |
Al_l)roli (T1 WZ (_TEE )) = (Syfx(m1 y)d‘n)y
{-!‘o})x&’)

pPOUr tout ye-Diem o (TeSP. zeD
Pour que la valeur T'(x,) = €' (resp. la limite lim T () =
il faut et il suffit quon ait *=m

(1,2 o[£55) - 0

P A

la limite

(4.5.1)

(') existe,

(4.5.2)

pour tout ge-D (resp. ¢eN_gay) tel que [gde =1.
Or i suffit que la condition (4.5.1) soit remplie pour les fonctions
2(x,y) de la forme ¢(x)p(y). Nous avons, en effet:
THEOREME. Pour que la section T(xy, y) _S(y) sur Q
Q est un ouvert de (E™),) 1 faut et il suffit quon ait

1 vy
hm(T (T )w(y)) — (8,7

pour e Dy et ge D, tel que [pdr = 1.

Autrement dit, pour que l'on puisse fizer ® = &y sur Q dans la distri-
bution T' il faut et il suffit que pour tout peD, la distribution U, (x) =
= (T(x,y),v(y) )y (cf. N°1.3) posséde une valeur au point x,. On a alors

(1 (o, ), ‘»"(y)) = U,(%).

existe (oi

(4.5.3)

(4.5.4)

Nous démontrerons que 1a condition (4.5.3) est suffisante (sa nécessité
étant évidente) dans le N°8.2. En ce qui concerne le passage du premier
énoncé au second, il suffit d’observel que si pour tout yeD, la distri-
bution (S(x ,y),zp( ))y est constante, alors la distribution S§(a,y) ne
dépend pas de x pour Yel

On sait (cf. N°1.2) que la convergence dans (3. 2) enfraine la con-
vergence uniforme de ( (®o+A2, y), (2, y)) dans D’ensemble [DPg| <1,
geDg, ot p=p(F) et est un compact arbitraire contenu dans le do—
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maine de convergence dans (3.2). Ainsi nous obtenons facilement les
énoncés suivants. .
Désignons par P, (%) le, cube |m—@y| <4 (E=1,... m).
PROPOSITION 1. §i Uon peut fizer des mriabl@: T(xg, y) =8 (ﬂ)b
sur Q, alors pour tout ouvert borné Q, tel que 3, C Q il ewiste un (p, @) <N
tel que pour chaque peDG on @
(4.5.5) (Ta 2(, y)) - (S; "/’(y))
lorsque ‘
(4.5.6) £ DB Tag)xay: [Dey(z, y)da - Dy (y) uniformément (par rapport

pour A >0+,

& y) et sup|DEDYy| =0 )
En particulier on a pour tout ye DB,
(T, p@)p@) (S, »(®)
lorsque | N

1
DB ey f gl =1 et sup|Dig| = O(Tmm)-

pour A =0+

(4.5.7)

(4.5.8)

PROPOSITION 1. Si T(x) = C, alors il existe un Pty tel que
(T, @) = Crpour 4 -0+ lorsque ¢ satisfait & (4.5.8).

On a naturellement des théorémes analogues dans le cas de la limite.
Nous démontrerons des théorémes plus précis dans le §8.

4.6. Cas d’une mesure et d’'une fonction., Soit 4 une mesure définie
dans un voisinage de 0 dans ¢™. On sait que

(4.6.1) F(z) = signatu ([0, #1) X... X [0, @)

(on pose [0, ) = [z, 0), si &< 0). Il en résulie que si u({0}) =0, on
a limf(a) = O et (d’aprés la remarque du N°4.4) une posséde pas de masse

u=D', ol

a;—);)(:)int‘ #,. Selon le corollaire 2 du N°4.4 nous avons donc la

PROPOSITION 1. Si u est une mesure (dans um voisinage de ®,) alors
il existe une et une seule décomposition (4.4.2) et elle prend la forme
i o= poted{@—ay), o ¢ = u({w,)). Pour quune mesure p ne posséde
pas de masse en x, il faut et il suffit que u({a,}) = 0.

Daprés ce qui précéde, le corollaire 3 du N°4.4 entraine la

PROPOSITION 2. Dans le cas d'une fonction sommable dans un voisi-
nage de x, la notion de limite au point ®, coincide avec celle de valeur aw
point &,.

Supposons maintenant qu'une mesure pu posséde la densité 0 au
point 0. On vérifie que f(®) = o(j[™) pour la fonction f(a) définie par

icm
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1]
~1

la formule (4.6.1)3). Si I’on prend

xy Ty,
Fa)= [ .| f®)dn,...de,,
[ 0
on trouve
a‘lm

et F(x) = o(j2[™), d’olt il résulte, selon le théoréme 1’ du N°4.2, que
£#(0) = 0. Nous avons done la
PrOPOSITION 3. St une mesure posséde une densité au point x,, elle
posséde aussi une valeur au point x, égale & la densité en ce point.
COROLLAIRE 1. Une fonction localement sommable f(a) posséde une
valeur (aw sens des distributions) en chaque point %, pour lequel la limite

1
.6.2 im —— dx
(4.62) tia 77 | 1@
existe lorsque I->xy régulicrement (cf. N° 1.1); la valeur est alors égale
& cette limite.

COROLLATRE 2. Une mesure posséde une valeur presque parfout. Il
en est de méme d'une fonction localement sommable et la valeur au sens des
distributions est égale presque partout & celle au sens usuel.

THEOREME. Dans le cas dune mesure = 0 la notion de valeur (en un
point) coincide avec celle de densité.

Démonstration. En vertu de la proposition 3 il reste & montrer
que existence de la valeur entraine celle de la densité. Supposons qu’une
mesure x4 >0 posséde la valeur w(0) = C. Désignons par @, ..., ()
Pintervalle [a;—2;/2, 2,4+2,/2]1X ... X [Zn—2m[2, Tn+An/2]. Soit &> 0
et choisissons deux fonctions ¢, pe(D), telles que 0 < ¢ <1, support
de ¢ C 0y 1(0), y 20,9 =1 dans Q,_,(0) et

(4.6.3)

On a alors

(4.6.4) (,u, P

Ao

1-e<fqv(1.'l‘<1<fzpdw<1+s.

1 ¢ (xl"‘al vy L — O, )) < /"(Qh...,zm(a))
YN Y- Aeiidm

1 T, —a;

i Np—
<lu ey .
("’al...zm”’( n T a4, ))

13) On représente l'intervalle [0, ;) X...X [0, ) par des intervalles pour les-
quels les rapports mutuels des longueurs des arftes sont <C 2, en utilisant la formule
[0, @) = ([—é&signa;. 25)w [0, Esignag))—[—§, &), ol & = maxry.
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Supposons maintenant gue 04, ey A > 0—]—' .de :fagon oqug
0cQ, , (a)et que Z;[; restent bornés. Selon la proposition 1’ du %\T 4:;)
les membres extrémes de (4.6.4) tendent vers Ofpde et Cfydx. D'aprés
(4.6.3) (¢ étant arbitraire) il en résulte que

M(Qzl,..,zm(ﬂ -0,
Y SO
c. q. f. d.

COROLLATRE 3. Pour qu'ume fonction sommable et bornéde inférieure-
ment o supérieurement posséde une valeur (an sens des distributions) aw
point @, il faut et il suffit que la limite (4.6.2) existe.

En général on peut s’attendre & ce quon ait la formule (cf. [5], N° 2.9)

Tm

! 21
j0) = tim D BN £ gy @ —uppan,
0 0 ’

mp+

(4.6.5)

lorsque & — 0 de fagon que |&;fz;] restent borné,

pour un p. En effet, on vérifie (en ’appuyant sur 1e théoréme 1’ du N¢ 4.2)
que VYexistence de la limite (4.6.5) (olt |z;/z;| < 2, cf. renvoil®), p.27)
entraine celle de la valeur et alors la formule (4.6.5) a lieu. Par contre
Passertion réciproque est fausse. Pour en donner un exemple, posons

‘ _ OF(@,y)
]‘(JZ’, ]]) - alv26y ?
ol
pour y =0, [ 0  pour [>1,
; = t = 3
F(z,y) {wya(w/ya) pour g #0, a(2) la—2)* pour |¢f <1.

On a donc pour y #* 0:

oF_ w, PE 2, 5,

- =1 3 oy = R -

PPk yza A T ysa ’
*F 4, 1z, 35"
oy~ 7t Ty

on vérifie sans peine (en utilisant un théoréme de [7], tome I, p. 58) que
les dérivations usuelles coincident avec celles au sens des distributions
et que f(z,y) est une fonction localement sommable (dans ¢?). Comme

on a F(z,y) = 0% (o » = Va24y2), f posséde la valeur 0 au point

(0,0). D’auntre part, du fait que lim 0

or
lim o = 0 (pour @ % 0), (0, 9) = ¥

icm
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P

(pour y = 0) et f(0,y) =0, on tire

[ [#(&, n)(2—&)dgdn = F (e, y)—ay.
00

Il en résulte que pour p =1, ¢'>>0 on a

x v '
" (a— &Py —n)* 7 @ty
, — —d&dy = F(x,y)—— =,
ofJ f&m (p—1)}g—1)! el ) pl(g+1)!

ol F(x,y) = o(r®T7?), ce qui montre que la limite (4.6.5) n’existe pour
aueun couple (p, q) <.
Passons maintenant au cas de la fixation des variables. Soit G un
ouvert de (€™*™),, et désignons par 2, Pensemble des y tels que (x, y)<G.
Les propositions 1 et 2 admettent des analogues. En effet, il suffit
de montrer qu'une mesure x(x, y) définie dans @ ne posséde pas de masse
sur & = x, pourvu que u(E) = 0 pour E C {a}xQ,. Or, on a alors
|ul(B) = 0 pour B C {a,} x 2, et, par suite,
m r—x, |
(v, ote i < (1 0 (52 1)) o

lorsque 4 — 0+ (pour ge'Dgmy, X 2 ), d’ol il résulte que

lim A u(ie, y) = 0.
2504
On voit done que la condition que la mesure u ne posséde pas de masse sur
x = ®, équivaut & celle que |,u{({a:°} X 2,) = 0; aucune fonction ne possede
de masse sur un hyperplan™).
Remarquons ensuite que la section d’une mesure > 0 est aussi une
mesure > 0.
En vertu du théoréme du N°®4.5, la proposition 3 et le théoreme
de ce N° donnent
PRrOPOSITION 4. Soit u(x,y) une mesure dans G. Pour que dans p
on puisse fizer ¥ = g sur 2, il suffit que pour tout ye Dy, la mesure o, =
= (#(w, Y), w(y))? posséde une densité au point x,, cest-a-dire que la li-

14) On vérifie qu'une distribution T(x. y) qui est une fonction de = (cf. N° 1.4)
ne posséde de masse sur aucun hyperplan x = x,; cn effet, d’aprés (1.4.1), on a alors

A (T (x4 2, ), @) << 1™ [(Saprzzs @ (20 y))ydal < HI™[g(xo+iz)ds 0
P

ol P est un intervalle tel que q:st)',X(Cﬂ) .
y
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mite (4.6.6) existe. Dans le cas ol p 3= O cette condition est ausst nécessaire.
On a, de plus,

1 ,
(4.6.6) (ﬂ(mo,y),w(y))zhmm fw(y)dﬂ(w,y)

Ix(EMmy

lorsque I — a, réguliérement.

PROPOSITION 5. Soit u(x, y) une mesure dans G. On peut fiwer & = x,
sur Q, et p(ay, Y} est une mesure dans Q,, pour tout %, tel que Q. #0
sauf sur un ensemble des x, de mesure nulle.

Démonstration. On peut supposer, sans restreindre la généralité,
que § =PxQ, ot PC(E™)y, @C (€™, sont des intervalles et que
[ul(PXQ) < oo. S8i I est un infervalle contenu dans P, la relation

1
(6.1 (o, v) = 7 [ v @)@, 9)
IxQ

désinit évidemment une mesure gy dans @ telle que |u|7(@) < oco. En vertu
de la proposition 4 il suffit de prouver que u; converge faiblement (cf.
N° 1.3) vers une mesure dans @ lorsque I -, réguliérement, pour
presque tous les & eP. Les formules

(4.6.8) o (B) = [w(ydulx,y)
ExQ

et

(4.6.9) o(B) = [ul(Ex¢)

donnent des mesures sur P telles que |o,|(P) < co ef o(P) < co. En rap-
prochant (4.6.7), (4.6.8) et (4.6.9) on obtient

.

1
(4.6.10) (a1, ) = il a,(1)
et
1
(4.6.11) (@) < ] o(I).

Soit {y,} une suite dense dans . Sauf sur un ensemble des %@
de mesure nulle les limites limo, (I)/(I) (» =1,2,...) et limo(I)/|I|
exigtent lorsque I — @, réguliérement. Prenons un tel «, et supposons
que I — x, réguliérement; or, en vertu de (4.6.10), (u;, %,) converge pour
v=1,2,... et, d’aprés (4.6.11), |u7](@) reste borné, d’ou il résulte que
pr converge faiblement vers une mesure dans @, c. q. f. d.
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4.7. Cas d’une distribution qui est une fonction de . Nous allons
envisager les distributions de la forme

(4.7.1) T(x,y) = S,(y)

dans un ouvert ¢, ot S, est une fonetion distributionnelle localement som-

mable (cf. N©1.4). Cette classe de distributions contient les fonections

localement sommables. Désignons par 2, Pensemble des y tels que (2, y) G-
Revenons au théoréme du N°®4.5. D’aprés (4.7.1) on &

(U, p@) = (T (@, ), 9@ ¢ W))ey = [ (S v())yo () dex,
d’ott il résulte que

(4.7.2) U, (@) = (8 w(®)y
est une fonction localement sommable (dans Iouvert des x donné par
la condition {m]x(supporb de »)C@&). Par conséquent la proposition 2
du N° 4.6 donne la
PROPOSITION 1. Dans le cas d'une distribution de la forme (4.7.1),
la notion de limite pour & — &, sur Q # 0 coincide avec celle de section
pour @ = x, sur Q. Il en est de méme dans le cas dune fonction sommable.
Pareillement, en vertu de (4.7.2), le corollaire 1 du N°4.6 entraine
ProPOSITION 2. Si la limite

hml%lfs,dw

existe dans Q, lorsque I - x, régulibrement, alors on peut fixzer x = x,
sur Q,, et la section T'(%,,Yy) est égale & cetle limite dans Q.

Le théoreme du N°4.5 donne dans le cas de la limite (en vertu de
(4.7.2)): A

ProPOSTTION 3. Si la limite ImS, eviste dans Q alors la limite
Wm7T(x, y) existe sur 2 et on a ]jTT(m, y) = lim8S, dans Q.

x—x x>0 x—>xy

CoROLLAIRE 1. La section T(x,,y) existe et est égale & Sy (y) pour
tout point x, o la fonction distributionelle S, est continue.

Considérons maintenant le cas m = 1. Nous avons démontré dans
[4], N°2.9, que dans le cas d’une fonction sommable d’une variable
Pexistence de la limite (4.6.3) pour un p est une condition nécessaire et
suffisante pour existence de la valeur au point 0; la limite (4.6.5) existe,
si la valeur est d’ordre < p. 11 résulte de la proposition 1 du N°4.5 que
si la section T(x,,y) existe sur un ouvert 2, alors pour tout ouvert
borné 2, tel que G, C 2 il existe un p tel que pour weDg, la valeur
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de U, au point z, est d’ordre < p. En vertu de (4.7.2) nous avons
done la condition nécessaire et suffisante que voici:

PROPOSITION 4. Supposons m = 1. Pour que la section T(x,,y)
= 8(y) existe sur un ouvert QC(E™),, il faut et il suffit que pour tout
ouvert borné Q, tel que Q, C Q il existe un pe, tel que

. pHl
S{y) = lim
(y) oz ‘(;E—(Eo)p

(4.7.3) fS z—u)ldu  dans Q.

Supposons maintenant que S, = u, soit nne mesure > 0. alorg

T = n = g (y) est une mesure >0 et on a (c¢f. N°1.4)

[ v@idu@,y) = f(f'w(y ) ) do -(f/zmdw,ww)
I\((Lc-n)
La proposition 4 du N° 4.6 nous fournit donc Pénoncé guivant:

PROPOSITION 5. Pour qu'on puisse fimer x = x, sur Q, dans p il
faut et il suffit que la limite faible (4.7.4) (cf. N©1.3) existe dans _Q,_.o

On a alors
.1
(4.7.4) i, y) = lim f ppde
I
dans Qg lorsque I —x, régulitrement.

COROLLAIRE 2. Pour qu’on puisse fixer x = a, sur un ouvert Q dans
une fonction f(x,y) sommable et bornée inférieurement ou supériewrement
il faut et il suffit que la limite ( faible au sens des mesures)

lim — i ff x, y)dr

existe dans £ lors 9que I —m, réguliérement; la section (qui est toujours une
mesure) est égale & cetie limite.

ProPOSITION 6. 87 T' est une distribution de la forme (4.7.1) dans @,
alors on peut fizer © = x, et on a

(4.7.5) T(®y, y) = 8, (y)  dans 2,

pour presque tous les x, tels que Q, o = 0.

Démonstration. Soient P C (C"‘ )es @ C(C™), des intervalles ou-
verts tels que Px J C @. Il suffit de prouver (4.7.8) dans @ pour presque
tous les &, P. 11 existe (ef. N°1.4) un %9, et une fonction ¢(y) sommable
dans P tels que

(£.7.6) |(Sz, v(y),| < g(x) dans P, lorsque peDg et [yl <
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Il existe un ensemble Z, de mesure nulle tel que pour egeP—7,

la quantité
1
il zf g(x)de

reste bornée lorsque I— g réguli¢rement. Soit {y,] une suite dense
dans ’espace de Banach fDQ ( s ¥, ( J))y étant sommable (par rapport
4 ) dans P, il existe un ensemble Z, de mesure nulle tel que pour 2y P—2Z,
ona r
(4.7.7)

1
(Segs w0y = tim - f (Sus 0, (W) e

lorsque I->x, régulitrement (v =1,2,...). Soit x,eP—{) Z; et suppo-
0

sons que I->x, réguliérement. En vertu de (4.7.6) la norme

sup T% If {8ss v(y)yde

Iplip<1

reste bornée, done (4.7.7) entraine la convergence

lllf w2y du

lorsque I @, régulitrement pour tout we@g. 11 en résulte, d’aprés la
proposition 2, que T(x,,y) = 8z, (y) dans Q, c. q.f.d.

COROLLAIRE 3. Dans une fonction localement sommable f{z,y), pour
presque tous les x,, on peut fixer x = x, et la seclion coincide avec la fone-
tion (2, y).

Exempres. 1. Montrons que chague distribution peut étre (localement)
section d’une fonction sommable. En effet, étant donnée une distribution
T(y), soit @ un intervalle ouvert dont l'adhérence est contenue dans le
domaine d’existence de T et soit ge(D)y, fo(y)dy = 1. La fonction

1
(e, y) = T*;ﬁ‘P(‘Z")

est continue pour 0 < & << &), y<@ et on a z(e,y) - T'(y) dans @ pour
& - 0. Comme la fonction a(e) = [|7(¢, y)|dy est continue pour 0 < & < &,
Q

(S:to? "{’(y))y

on peut choisir une fonction &(z) continue et croissante pour # > 0, telle
que a(s(z)) <1 V& pour 0 < 2 < @. I en résulte que la fonction f(z, y)
= 7(e(w), y) est sommable dans {—m,, #,) XQ et on a f(z,y) - T dans @

Studia Mathematica T. XVIT 3
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lorsque & —> 0 (x étant considéré comme un paramétre), co qui montre,
d’aprés les propositions 1 et 3, que T est 1a section de f(z, y) pour o ==
sur .

9. Considérons les noyaux

1 1= § e
27 1+ —2rcosd Wit

des formules de Poisson pour la solution du probléme de l)ivich}ct, TeN].

du probléme de Cauchy pour I'équation de Ia chaleur. On ‘Véri‘i’}u quo le

premier de ces noyaux posséde une limite pour # -> 1— égale & §() et

que le second posséde une limite pour -0 égale b 6(w).
Pareillement le noyau

a2
6:1:/2L

> |,
0<t< |o

$ pour
u(t, z) =
0 pour
de la formule de Kirchhoff pour la solution d’un probléme de Cauchy
pour 1'équation
#u

0w
—r = am2 ?

ot
posséde la limite 0 pour ¢ -0, tandis que sa dérivée
Ou

u _ S@tt)+o(—1)
ot 2 ’

qui est une distribution de la forme (4.7.1), posséde une limite pour ¢ - 0-
égale & d(w).

§ 5. Détermination d’une distribution par ses valeurs

5.1. Un lemme. Soit ¢ () une fonction de ) telle que ¢ 2= 0 of fpde
= 1. Posons

1 x
@, (2) = i (E) pour A 0,

La démonstration du lemme qui suit est la méme que celle do [4],
N¢ 2.8, dans le cas d'une variable.

Lemme. Soit S(x) une distribution et a(x) une fonction non négative
de D dont le support fait partie du domaine @ existence de 8. Si (S, o) <0
alors pour tout A suffisamment petit il ewiste un point £,e support de o tel
que (8, g, (e—E)) < 0. ’
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5.2. Cas de la valeur. Les théorémes qui suivent sont ceux de [5],
§ 5, étendus au cas de plusieurs variables; les démonstrations restent les
mémes. )

Supposons que les distributions 7' et § possédent une valeur partout
dans un ouvert @ C (¢™),, ). Soit () une fonction localement sommable
dans G. :

THEOREME. 8t T'(£) = f(&) presque partout dans @, alors T = f dans
G (au sens des distributions) ™).

CoroLLATRE 1. 8% T'(&) = f(&) presque partout dans @, alors T = f
dans @. 8i la valeur T (&) existe partout dans G et si elle est localement som-
mable comme fonction de &, alors T coincide avec cette fonction dans G.

CoroLLARE 2. 8t T(£) >0 presque partout dans G, alors T =0
dans G; si T(&) < 8(&) presque partout dans @, alors T < 8 dans G.

CorROLLAIRE 3. 8i T(£) =0 presque partout dans @, alors T =0
dans G; si T(&) = S(&) presque partout dans G, alors T = 8 dans G. La
distribution qui posséde une valewr partout est complétement déterminée par
ses valeurs.

Remarque. II suffit de supposer dans ces théorémes que la valeur
existe partout sauf sur un ensemble au plus dénombrable et que la con-
dition (4.4.1) est satisfaite partout (c’est-a-dire qu’il n’y a de masse en
auncun point). L’exemple de la distribution & de Dirac montre qu’on ne
peut pas supprimer la seconde de ces conditions. Pareillement on ne peut
remplacer la premiére de ces conditions, méme pas par I’hypothése que
Pensemble exceptionnel soit de mesure linéaire nulle. En effet, soit f(¢)
une fonction continue et croissante (strictement) dont la dérivée s’annule
presque partout. La distribution '

a'lﬂ

—'—awm' [mln(f($1)7 sy f(wm))]

T =
ox;...

satisfait partout & la condition (4.4.1) (en vertu de la remarque du N°
4.4). Elle est une mesure (de support situé sur la droite =, = ... = ay,)
dont la densité s’annule partout sauf sur un ensemble de la droite
&) = ... = @, de mesure linéaire nulle, par conséquent (cf. la propriété 3
du N° 4.6) elle posséde une valeur égale & zéro partout sauf sur cet ensemble.

5.3. Cas de la fixation. Grace au théoréme du N° 4.5 les théorémes
précédents s’étendent au cas de la fixation.

1%5) La valeur T(£) comme fonction de & est alors de I elasse de Baire et elle
posséde la propriété suivante: pour tout a chacun des ensembles (£:7 (£)> a) eb
(£:T () < @) a un contingent complet en chacun de ses points.

16) La réciproque est évidente en vertu du corollaire 2 du N° 4.6.


GUEST


36 8. Lojasiewicz

Soit G un ouvert de (™), et désignons par 2, 'ensemble des y
tels que (, y) @ Supposons que dans les distributions T(x,y) et S(x,y)
on puisse fixer & = x, sur 2, pour tout x, (tel que £ ;é 0)- et Elé.signong
les sections par Ty, () resp. Sy, (y). Soit enfin X une distribution de la
forme Z(®,y) = Z,(y), ott Z,(y) est une fonctionnelle localement som-
mable dans G. Nous avons le :

TetorEME. §i T, > 2, dans 2, pour presque tous les a (lels que
0, #0) alors T > X dans G et vice versa.

Démonstration. Soient pe(D),, pe(<D), des fonctions non néga-
tives telles que le support de g (x)y (y) fasse partie de ¢ D’aprés le théordme
du N°4.5 la distribution U, posséde une valeur en tout point @ d'un
voisinage du support de ¢ et on a

(5.3.1) U, () = (T )y
La fonction
(5.3.2) fo(®) = (X2 v)y

est localement sommable dans un voisinage du support de ¢. D’aprés les
hypothéses, les égalités (5.3.1) et (5.3.2) donnent U, (®) = f,(®) presque
partout, d’out il résulte, selon le théoréme du N°5.2, que U, = f, dans
un voisinage du support de ¢. On a donc

(T, @ (@)Y Wy = (Tys Pl = (s ) = (2, 9(@) 9 W)y -

II en résulte que 7 < ) dans G.

Le théoréme réciproque résulte de la proposition 6 du N 4.7.

CoroLLAIRE 1. 8¢ T, = X, dans £, pour presque tous les @, alors
T = Z dans G (et vice versa). Sila section T, sur Q. existe pour chaque x
et si elle est ume fonciion distributionnelle localement sommable dans @,
alors T coincide avec la distribution définie par T, dans G.

CoroLLARE 2. 8 T, > 0 dans 2, pour presque tous les x, alors
T >0 dans @; si T, = 8, dans 2, pour presque tous les x, alors T = 8
dans G.

COROLLATRE 3. 8¢ T, = 0 dans £, powr presque lous les ®, alors
I = 0 dans G; si T, = 8, dans Q, pour presque tous les x, alors T = 8§
dans @. La distribution dams laquelle on peut fizer @ == x, pour foul @,
est complétement déterminée par ses sections.

§ 6. Autres espéces de convergence dans les définitions du §.2

Dans ce § nous nous occuperons de la limite

(6.0) IimT(x,+Ax+s,y) (detd = 0),

icm
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ot |[4] -0 et |s| - 0 d’une certaine maniére. Dang les N° 6.1 et 6.2. les
théorémes ne sont établis que pour la fixation et pour la valeur, car dans
le cas de la limite les raisonnements sont analogues.

6.1. La limite (6.0), ou |A|™ = O(detA) et |s| = O(JA|). Dans ce
cas nous montrerons que l'existence da la limite (6.0) équivaut & celle
de la section T'(xy, y).

TeEOREME 1. 8¢ T'(xy, y) = S(y) dans un ouwvert Q C ("), alors
(6.1.1) lmT(x,+Ax+s,y) = S(y) |A|+[s| -0,
de fagon que |A™ = O(detA) et |s| = O(JA]), dans un voisinage de
Pensemble {a,} X 2.

Démonstration. On peunt admettre a, =0 et S(y) = 0. Soit
26 Diem,xo 6 supposons que 1= |4| >0 de fagon que 1™ = O(detA)
et |s| = O(1). Comme on a

lorsque

lm—-l
,A—l — —
471 =0 (|detA|) ?
les quantités |AA~'| et |A~'s| restent bornées. Il en résulte que

Xu3

A
(T(wo’l'Am'i‘S;y)yx(wyy)x): (T(mo‘]_}“w;y):mZ(AA—Im—A_lsy y))'>0,

e gq.f. d.

Levme. 8i S(¢, ®) est une distribution dans un owvert G C (€)% (&™),
telle que t8(¢,y) =0 dans G et S(t,y) = S(—t,y) dans un voisinage de
tout point (0, y)e@, alors 8§ =0 dans G.

Démonstration. Soit V un voisinage symétrique d’un point
(0,y)e@ dans lequel S(¢,y)+S(—%,y) =0 et soit peDy. Il suffit de
prouver que (S,¢) = 0. Or 'on a :

o(t, y)+o (=1,
9

1 ’ ~
plt,y) = Yt y) on pedy,

ce qui donne
(8,9) = (80, y)+8(—t, y), oL, ¥))+ (8, y), w(t, y)) = 0.
THEOREME 2 (Z. Zielezny)). Si la limite
(6.1.2) im7 (2,+Ax, y)

existe lorsque |A| =0 de fagon que |A|™ = O(det A), alors elle ne dépend
pas de y.

) Cf. [9] pour le cas d’une variable (m = 1, n=0).
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Démonstration. On peut admettre a, =:0. Désignons par T (x, y)
la limite en question. 8i ¢; %0 (1 =1,..., m), on a en particulier

T(ﬂl,,_,,gﬁﬂ,y > Ty(,y) pour A->0,
C1 Cm

Aol T(ABy, +eny Ay Y) > Ty (G181, ey Cm®my Y)- I en résulte que
T5(C10ry onny Conmy Y) = T By vy Tmy Y)-
En dérivant par rapport & ¢,28) et en posant ¢;=1 (i = 1,...,m),
on obtient
o1,

&y —— (&1, .-

o, iimmyy)=0;

on a, de plus,

oT,

o2, -'lfmyy):-‘oi

T,

(@, .. 7wm1y)+"'£'(—ml7'--a
car T,,(—-o:'l, Doy oery By Y) = To(®y, Byy +..y T, Y), done, d’aprés le lemme,
0T, [0z, = 0. Pareillement 67,/0s; = 0 (i = 2,...,m), ce qui montre que
T, ne dépend pas de 2.

Les théorémes 1 et 2 entrainent le

COROLLATRE 1. Llewistence de la limite (6.1.2) est ume condition né-
cessaire et suffisante pour qu'on puisse fiver x = w, dans T.

Finalement le théoréme du N°¢4.5 donne:
COROLLAIRE 2. Pour que la section T (x,,¥y) existe sur un ouvert

QC (C" il faut et il suffit que la limite

(6.1.3) Lim( T (x,+Ax, y), ¢ () p(y) '

existe lorsque |A] — 0 de fagon que |A|™ = 0 (det A), pour peDgy et pe(D)y.

En effet, si l'on pose U, = (T, y),, on trouve (U,(®,+Ax),q),
(T(wo—}—Am, Y), o(@)p( y))” Par conséquent, en vertu du corollaire 1
(pour le cas n = 0), lexistence de la limite (6.1.3) entraine celle de la
valeur U,(x,), d’olt il résulte, selon le théoréme du N° 4.5, qu’on peut
fixer & = x, sur Q.

Remarque. L’hypothése sur 'existence de la limite lim 7' (w2, y)
Acp0o
n’entraine que I'homogénéité d’ordre 0 par rapport & a de cette limite

(c’est-a-dire, p. ex., que sil’on passe aus coordonnées sphériques 2 == 2(r, 9)
cette limite ne dépend pas de 7). Par contre, il suffit de supposer (da.ns le

) On peut prendre le produit scalaire.
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théoréme 2) que la limite

Bm T (#19+21 %15 -y Bmo+ Ay Y)

exigte lorsque 4, -0, ..., 4, = 0 de facon que 4;/4; << 1+ (pour un ¢ > 0).

6.2. Omission de la condition |s| = 0 (]4]). Soit ¢(x) une fonction
non négative de (D), telle que f pde =1. Du lemme du N°5.1
on tire le

LEMME. Soit T wume distribution dans un ouvert G C (E™),. Si
(T,%(w—-s)) > a (resp. < a) pour £e¢@ el pour A suffisamment petit
(0 <A< (), alors T = a (resp. T < a) dans G-

TaRorEME 1. S la limite

Iim 7'(x,+ix+s)
A-+0+,8—0
existe (dans un voisinage de x,), alors T est une fonction dtms un voisinage
de x,, continue au point x,') et wice versa.

Démonstration. Soient ¢ et @; comme dans le lemme. D’aprés

les hypothéses la limite
Lm (T(2,4J2+8), ) = lim

04,80 20+, E—a

(T7 97).(33’-‘5)) =

existe. Il en résulte qu’as tout &> 0 correspond un d(s) > 0 tel que
O—e < (T, g;(®—§)) < O+e lorsque 0 << A << 8(s) et [§—amy| < 6(e). Se-
lon le lemme on a done C—e < T << C+¢ pour [@—x,y| < d(e), ce qui
montre que 7' est une fonction dans |®—ax,| < §(1), continue an point x,.

THEOREME 2. Soit 2 un ouvert de (C"),. Si la limite
(6.2.1) im T(x,+ie+s,y)

7—>0+,8>0

existe dans un owvert qui contient I’ensemble {wo} X 2, alors la distribution
T est de la forme
(6.2.2) T(x,y) = S,(y)

dans un owvert qui contient Vensemble {x,) X 2, oir 8, est une fonction di-
stributionnelle continue au point x,. Réciproguement, si T est de la forme
(6.2.2), la limite (6.2.1) existe.

Démonstration. On vérifie que le théoréme réciproque est vrai:
8i tpst(ém) <0, alors

(T T+, ), ( 73/) = f (S:to—l—im—!-s?(P(w J) dx ”f (Smo’ o (%, y)

©#) Il suffit de supposer la convergence do (I'(x,+Aix+s),p) pour une seule
fonetion non négative peD qui ne s’annule pas identiquement.
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pour A >0, puisque (Sy . impsr ?(%, Y}y ~ (Sys p(, y)), uniformément
par rapport & .

Supposons maintenant que la limite (6.2.1) existe. Soit £, un ouvert
borné tel que 2,C 2; il suffit de prouver que T est de la forme (6.2.2)
dans 4 X 24, ol A est un voisinage de x,. Soient ¢ et @, comme dans le
lemme; done la limite

im (T, ¢, (xz—8)y(y))

l—)O—;-,E-—»mU
existe pour tout pel),. Posons

Sp= lim &, dang £

IO+, E~rang

8 e) = (T(x,y), pa(®—8)), et

(pour tout ouvert borné 0, tel que Q,C 2, 8, sont définies dang 02,
powrvu que 1 et [§—a,| solent suffisamment petits). Il existe un k<97,
tel que (8, ), est borné et (81¢, ), converge uniformément vers (S, v)
pour peDy, [yl < 1. Alors & chaque 0 < & < 1 correspond un d(s) > 0
tel que

(6.2.3) —M < (S, p)—e << (818, ¥) = (T, p(x—&)p () < (8y, p)+e < M
lorsque peDq, il < 1,0 < 4 < 8(e), |§—a,| < d(e)
ol M est une constante. 8i Pon pose 7, = (T'(x, y), »(y)),, on trouve

—M < (Tw,%(m—é)) < M; il en résulte, d’aprés le lemme, que T, est
une fonetion f,(x) bornée dans |e—ax,| < §(1) pour tout peda:

fw(m) = (T7 W(y))y'

D'autre part, d’aprés (6.2.3), (S1g, v) sont équicontinues par rapport
a p (dans Dy, avee la norme | |l;), done pour tout & tel que 0 < |&—a,]
< 6(1) il existe une suite 4, — 0 telle que (Slu,é’ p) converge dans CZ)QO;
la limite S = limS,lwé satisfait done & la condition

(6.2.4)

(8,, p)—e (SE: ) < (B, p)+e

pour peDg, vl <1, |§—ay < (), en vertu de (6.2.3). I1 en résulte
que si 'on pose .S, = 8, (dans ), la fonction distributionnelle 8, eat
continue au point x,.

Selon le corollaire 2 du N° 4.6 la fonetion fy(2) posséde une valear
(au sens des distributions) en & égale 3 1,(8) presque partout. En vertu
de (6.2.3) et (6.2.4) nous avons, pour un tel & (Sngy ¥y = (fyy @) > 1,(8)-
On a donc (selon la définition de 8g):

(6.2.5) (8g, w) =/,(&) presque partout pour |&—ax < §(1).
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La fonction distributionnelle 'S, est donc sommable. Soit mainte-
nant a(x) une fonction de (D), de support contenu dans |&—x,| < §(1)
et soit peDy,. On a, d’aprés (6.2.4) et (6.2.5),

(T, a@ ) = [f(@)a@de = [(8,, a(®)p(y),de.

I1 en résulte que T = S, (y) pour |x—my < 6(1) et ye,, ce qui
termine la démonstration.

6.3. Omission de la condition |A|" = O(det A), Dans ce cas on
obtient aussi une condition strictement plus forte, comme le montre
Pexemple d» la distribution T = 2246(y): on a

lm T (Az, 2y) = lim2x2S(y) = 0,
A0+ 20+
tandis que T'(iz, uy) = 2*p""2*8(y) ne converge pas pour A — 0, g — 0.

Luvve. Soit T(x,y) (on suppose n = 1)2°) wne distribution définie
dans Gx(0,7), ok > 0 et G soit un ouvert de (™). 8
(6.3.1) im T(&+x, uy) = 0,

0<A<p—>0
t6ety

ol @y est un owvert borné, G, C @ (1l Sagit de la limite suivant le filtre de base
U, =(A,p, 0 <i<u<lfy, e Go))2), alors la distribution T est de

v

la forme
(6.3.2) T(x,y) =8,(y)

dans un voisinage de G, x {0} pour y > 0, o S, est une fonction distribution-

nelle localement sommable et telle que LimS,(y) = 0 uniformément pour
>0
®eG (c'esi-a-dire, il ewiste un k tel que (Sy(Ay), v(y)) - 0 pour A -0 uni-

formément par rapport & x <Gy, pe Dy, Wl < 1), Le théoréme réciproque
est aussi vrai.

La démonstration est analogue 4 celle du théoréme 2 du N° 6.2.
On vérifie sans peine que le théoréme réciproque est vrai. Supposons
que (6.3.1) ait lieu. Soient ¢ et ¢, comme dans le lemme dx N° 6.2. Tl existe
donc un ke, tel que (T(§+2x, uy), p(x)p(y)) = 0 pour 0 < 4 < g — 0,

%) Le lemme reste vrai (et la démonstration est analogue) pour a > 1,
#) On voit & lexemple de la distribution

00

, 11 1
7= 3 g oo v 5)

w1

lim T(&+Az, puy) = 0 pour tout Ee@.
<A< >0

qu'il ne suffit pas de supposer qu’on ait
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uniformément par rapport & e, et weDyy, vl < 1. Alors & tout
&> 0 il correspond un d(e) > 0 tel que

g(slf;‘:—?"ﬂ(‘%’)) —(17‘771('7’ 5)“"‘/’(”)) <e

pour 0 < A < p < 6(e), Gy, peDpyy, vl < 1, 0
S1.e(y) = (T(2, ), @:(T—§))q-

(6.3.3)

Comme dans la démonstration du théoréme 2 du N° 6.2, on définit
les fonctions f,(x) = (T(®,¥), »(¥))y, les distributions Sg¢ = lim8y.¢,

Per O
oi1 /1, est une suite convergente vers 0 qui dépend de &, et on montre que
T est de la forme (6.3.2). Enfin P'inégalité (6.3.3) entraine

1 [y
—e |8, —y|—
" i

pour 0 << u < d(e), £y, peDygyy, Iyl <

A

£

1. Cela montre que th (y) =0
uniformément pour xe<G,.

THEOREME. Pour que la limite

(6.3.4) lim T (@, +Ax) = ¢

4]0

(detA 5 0)

existe dans un voisinage de &, pour & F* 2,, il faut et il suffit que la distri-

bution T soit de la forme

(6.3.5) (Ty9) = [ (So(r), 7" g)ydo =)

dans un voisinage de x, pour & # x, (Vintégrale btant élendue sur la sphére

r = |®—y| = 1), o So(r) est une fonction distributionmelle localement

sommable telle que lim 8,,(r) = C uniformément par rapport & o (c'est-d-dire
+

il exwiste un % tel que (Sm(l'r) -0, y:(r)) -0 pour A -0, uniformément par
rapport & o et peDyy, [l < 1). '

Démonstration. On peut admettre 2, = 0 ot ¢/ = (. On vérifie
que la condition est suffisante. Pour montrer qu'elle est nécessaire, il
suffit de prouver que (6.3.5) a lieu dans un voisinage de 0 pour @, > 0,
[#:)/om| < 2 (=1, ..., m—1); en effet, on peut ensuite faire un recol-
lement, en vertu de I'unicité de la représentation (6.3.3) (cf. N°1.4),

2) On peut dire que T est une fonction de .

icm®
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" Soit

0 oo A gy |
0 ... 0 g

Supposons que A -0+, 4 >0+ et |& < 3; on a alors 4 >0 et
det A # 0. Nous avons done, d’aprés I’hypothése (6.3.4),

T(Ax) = T (Auty+p& Tnyy <oy Aty + U 1Cmy 1Tm) —> 0
dans un voisinage de 0 pour x £ 0. Si Pon pose
(6.3.6) Sy, ...
pour 0 <<1<Cd et |ugl <3 (¢ =1,...
Sty ey By F AUy, p1t)
% T(Aput+ubit, ...,
Il en résulte, selon le lemme, que

6.3.7)  X(u,t) =8, pour 0<

s Um_yy 8) = Tty vy tlyp_y, T)

,m—1), on trouve
Al b4ty ut) —0.

<t << 8, et pour |u; < 2
(i=1,...,m—1),

ol im8S,,(¢) = 0 uniformément pour {uy) < 2 (i =1, ..., m—1). 8i (D),
0

“est une fonction de support contenu dans l'ensemble 0 < @, < d,,

|2 /2] < 2, alors d’aprés (6.3.6) et (6.3.7), on a

(7, 9) :(Zytm_llp(t'“’u-“y =f(§u(t);¢(i‘u'ly'“7

En passant aux coordonnées sphériques (r =tl/1+u§+...+ufn-1}
et en posant S,(r) = (L+ud+...+ud ) ™28, (t) nous obtenons (6.3.5).

Remarque 1. 8i la limite (6.3.4) existe dans un voisinage de x,
(ce qui entraine que la valeur 7'(x,) existe), on a

= J{] Satrire-

< .
ol intégrale [ doit étre entendue au sens de la définition de [5], § 6.
L]

1, 1)) Py, 1))l

(6.3.8) ‘ 1q9dr}dm,

=) On le montre en faisant la décomposition ¢ = p(l—a(r/e))+ga(r/e), ol
a6D(g9, ¢ = 1 dans [—1, 1], et en faisant ensuite & - 0.
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Remarque 2. On a un théoréme analogue dans le cas de la fixa-
tion des variables.

Remarque 3. L'existence de la limite (6.3.4) entraine que 7 ne
posséde de masse sur aucun rayon d’extrémité z, dans un voisinage de 2,
(cf. le renvoi) p. 30). En particulier, si 7' est une mesure (pour x 5 x,)
elle ne peut avoir de masse en aucun point # &, d’un voisinage de x,.

6.4. Valeur directionnelle. Nous verrons que la condition d’exis-

tence, de la limite lim T'(Ax, uy) indique essentiellemont les directions
. A,u—0

des hyperplans de z/ et+de y, tandis que Dexistence de cette limite pour
0 < 1 <<.p >0 n’indique que celle de .

Nous dirons qu'une distribution T(x,y) posséde wne valewr direction-
nelle par rapport & y en un point (x,, Y,), ¢ la limite lim T'(aey-|- Ao, y,~-uy)

0 A0

existe dans un voisinage de (a,, y,) et si elle est conétmwe. L définition
de la valeur directionnelle par rapport & la ,,direction” d*un hyperplan =
passant par (@,,y,) se rameéne au cas précédent par lintroduction de
coordonnées dans lequelles 'équation @ = x, est celle de =. On montre
que cette définition ne dépend pas du systéme de coordonnées. On dé-
finit pareillement la fixation des variables et la limite directionnelles.

Nous dirons qu'une distribution T'(x,y) est bornde pour & = x, sur
un ouvert Q C (C"), si T'(a,-+-Ae, y) reste bornde lorsque A ~» 0-}-, pour
le] <21 et yeQ, cest-a-dire

lim sup | (T (s, 442, y), ¢)| < o0
=04

pour chague ge(D),, de support contenu dans 'ensemble || < 1,ye0™).
On voit que si 7'(x, y) est bornée pour # — », sur 2, alors T ne possede
pas de masse sur & = x,, yeO (cf. (4.4.1)).

PR..OPOSITION 1. 8 lo valewr T(xy,y,) directionnelle par rapport
& y ewiste, alors T est bornée powr x = x, sur un voisinage de y,.

Démonstration. Par hypothése, il existe un M, un § > 0 et un
ke, tels que |(T (wy+A2, yot-uy), 1 (2, y))| < M, Tomsque 0 < 4 < p0 <
fge(‘D)w, llxll: < 1, le support de y étant contenu dans Pensemble loe] < 1,
Yyl < 1.

Soit maintenant ¢(x,y) une fonction do (1)), de support contenu
« 17 g - - & i 3 )
dag& l.ensemble lal < 1, ly—y,| < 6; la fonetion 2@, y) = ap(, Yool oY)
satisfait done aux conditions ci-dessty (¢ étant convenablement choisi),

20 i it i
) Pa‘rall.lemeu?; on dit gue T'(x) est bornde en x, si T (x4 4x) rosto Dornéo pour
4 >0+ dans un voisinage de #,.

icm®
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d’ou il résulte que
m m

6 o
|T(wo+1a:, Y), g(x, y)” = by |(T(93o+1m7 Yo1-9y), x(x, y)H < -ZII‘S-

pour 0 << 1 << 6. Ainsi T est bornée pour & = x, sur |y—y,| < 4.

Cette proposition montre qu'une distribution T'(x,y) qui posséde
en (@, y,) une valeur directionnelle par rapport 4 y, ne posséde pas de
masse sur € = &, dans un voisinage de y,. Par contre, elle peut &tre une
mesure dont le support est une droite arbitraire qui coupe l’hyperplan

@& = x, au point x,. On le voit (dans le cag n =m = 1) & I'exemple

de la mesure suivante, portée par la droite y = ax:
(6.4.1)

En effet, la valeur 7'(0, 0) directionnelle par rapport & ¥ existe, car
on a

(T(Zxr /‘y)y;P(m: Q/)) = f

T = 2*6(y—ax).

. 2
mz—l—qa(i, —ai)da' - mzqo(w, aim)dm -0,
Ape AT u I I3
lorsque 0 < A << u — 0.

Nous voyons donc que I’hyperplan z = x, est essentiellement distin-
gué et que la condition d’existence de la valeur directionnelle est stric-
tement plus forte que celle de la valeur et strictement plus faible que celle
de la limite (6.3.4) (dans un voisinage), car celles-ci sont invariantes pour
les rotations. Méme la condition d’existence d'une valeur directionnelle
pour chaque distribution qui résulte de 7' par une substitution réguliére
west pas suffisante & ce que la limite (3.6.4) existe®®). En effet, consi-
dérons la distribution (n =m =1, 2, = y, = 0)

31 1 1
T “Zﬁa(m A 2")'

¥l

(6.4.2)

D’aprés la remarque 3 du N° 6.3, la limite (6.3.4) n’existe pas. Faisons
dans T'(z,y) une substitution de classe C? (et de jacobien = 0),
u=u(x,y), v ="2o(z,y) telle que = (0,0) =0(0,0) =0; on obtient

aingi une distribution 7'(%, v). Montrons que T possede en (0, 0) une va-
leur directionnelle par rapport & y. On a

o0

~ J,

Py —1—(;1—_(5(u-—uy, v—1,),
1

25) I1 semble probable que dans le cas d’une mesure u il suffit -de supposer
l'existence d’une valeur directfonnelle pour toute mesure gui résulte de u par une
substitution de classe C*.
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ot J, est le jacobien pour # = 1/3,y = 1/2"et

1 1 A 1
'=(??) =?+§7+0(T)’

6.4.3) + 1 1 1
( ) Iv—@(3y,;),,)='_+“"+0(~4~)
AD—BC # 0.

Soit ¢ (D)s,; prenons un ! tel que le support de ¢ soit contienu dans
Pensemble |z| < 1. On a alors

~ =1 Tz Yy 1 x1J, U, 0,
(T(Zw,uy),qv(m,y)) = ([;'}:7‘7)(’2 7;)) = i Z 10 ’P( 2 /").

En vertu de (6.4.3) Pinégalité u, << Al entraine 1/3” < M4, ot M est
une constante (indépendante de 1), done
1 L L
(0, 19), 0@, v) < K— < 100 (o,

A'M r<logg M2 0 l A/l'

ot K, L sont des constantes (mdépenda.n’ces de 4 et de w). I1 en résulte
que ( (2%, py), @) >0 lorsque 0 < A < p -0, ¢, q. £ d.

On peut définir 1a valeur dlrectlonnelle par rapport & un systéme
Qhyperplans =; Dz, D... D my (passant par le point en question). Par
exemple dans le cas k = 2 on peut considérer la limite (constante)
(6.4.4) lim  T(Ae, py, oz)

0<A<u<o—0
(¥l S'agit de la valeur directionnelle par rapport aux hyperplans de (y, 2)
et de 2). I'existence de cette limite entraine celle de la valeur direction-

nelle par rapport & (y, 2) et aussi par rapport & 2, mais 1’assertion réeipro-
que est fausse, comme le montre exemple de lm distribution

X > 1 1 1 1
6.4.5 T = ——-/ S [ Y PO
(6.4.5) 25 t(.}, +w)h(4” m)é(y 3”)6(,, 2”),

ol %(2) est la fonction d’Heaviside.
Des exemples montrent que I'existence d’une valeur directionnelle
par rapport & (y, 2) n’entraine pas celle par rapport & 220) et que Pexistence

0

o= S 2o 1)
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d’une valeur directionnelle par rapport 4 toute direction paralléle a l’hy-
perplan (y, 2) n’entraine pas celle par rapport & (y, 2)%).

On peut établir des théorémes analogues & ceux du §4 et du N° 6.1
sur la valeur. Nous avons par exemple la

PROPOSITION 2. 86 la valewr T(xy, y,) = O directionnelle par rapport
@ y existe, on o HmT(x,+Ax+s, uy) = C lorsque p -0+, de fagon
que |s| = O(|4]), || = O(u) et |A|" = O(det A).

La démonstration est analogue & celle du théoréme 1 du N° 6.1.

6.5. Condition nécessaire et suffisante avec primitive pour la
valeur directionnelle. Nous avons le

TrEOREME. Pour que lo valewr T(x,,y,) directionnelle par rapport
&y ewiste, 4l faut et il suffit qu'il emiste un (p, q) e W™ ot une fonction F(ax,y)
continue dans un voisinage de (®y, y) lels que DEDPF = 1T (dans un voisi-
nage de (%, Yo)) et
(—2)? (Y —yo)*

plq!

Démonstration. On peut admettre ¢ = 0, 2, = 0, y, = 0.
1° La condition est suffisante. Supposons que 7 =: - DEDIF (x, y)

dans un voisinage de (0,0) et que F(x,y) = s(zx, y)iwi"" (m +ly)'e,
ou ¢(x,y) -0 pour & >0, y > 0. On a alors

(6.5.1) F(x,y)=0 +o (|2 — | P(lz—azo| -+ [y —yol)'?).

1
T(ix, py) = D5 DY (W P, M?]))
et
1 ! ¥ iql
vl F(dx, uy) = ¢(Ax, py)|x|?' | — |90]‘Hy| =0

uniformément (dans tout ouvert borné de (x, y)) lorsque 0 < A < -0,
ce qui donne T(iz, uy) -0 pour 0 < A< — 0.
2° La condition est nécessaire?2s). Soient

@, Vintervalle o] < 4,, |yl <4, @G =1,...,m;i=1,...,m),
A o=1/2.

(6.5.2) ‘

ao’)

a m 3 1 N l 1
o) T s 2'2?"(‘”"’ }—) 6(y~—27)6(z).
1

) Comme dans le NO 4.1 il suffit de supposer que

Bm T (xg+24%, yo+ugy) = C

P2O0—>00

pour un couple de suites {4,}, {s,} qui satisfont & la condition (4.1.1).


GUEST


48 8. Lojasiewicz

Comme on a T(i,x, A,y) = 0 lorsque » 2> o — co dans un voisinage

de (0,0) il existe un k,, un (p,q) < 9", p =1, ¢ >1, ¢t une suite 1/ P—

de fonctions continues dans Q,, telles que T(1,%,4,y) == DED}g,,(x,y)

= Dg,,(®, y) 'dans Qgy, pOUT ¥ =0 2k, €6 g, > 0 uniformément

dans Qg pom v >a oo, Il en résulte que |g,(%,y)| <& dans @
pour » = ¢ =k, olt

(6.5.3) g, =0 en décroissant.
x y . .
Si Pon pose G, (®,y) = AP'A%g, T dans @,,, on trouve
'y o

DG, =T dans @,,

G, y)| < AP, dans @, pour v > o = K.

(6.5.4)

Fixons maintenantun o >%,. D’aprés (6.5.4) lafonction ¢, = &, 11 ,—
—6,,,q 08t du type K, , et on a |g,(x, y)| < 228, 2%e, dans Rurrirg 1L
en résulte, d’aprés le lemme 2 du N° 2.4, que la fonetion ¢, posséde un
prolongement g, du type X, , sur ™" tel que

x 1
(6.5.5) 17, (&, y)| < 2K22, 29,1, (z - ,;1!—)
RN o

(ot & ne dépend pas de x,y,c,%). En posant G, = Goy-+Tot=e oo A-Foy
dans @, (v =1,2,...), od obtient, @’aprés (6.5.4),

(6.5.6) DG, =1T dans @, et |G (x,y) < m,,zﬁﬂs,, dans @y,
car, en vertu de la définition des 7, et q,, G, =@,,, dans @, ,. L’inégalité
(6.5.5) donne (en tenant compte de (6.5.2) et (2.3.3)) la majoration suivante

dans @, :

a
41

|G, — G, < 2Ke 0N, (—) )’ iy (i g )
o SIESY
#epeg—=1

<2Xe, izt 3] oW (2] g et )

Tymep

S B e A A (AT ],

ot K, ne dépend pas de x,y,, %,0. On en conclut que la suite {G,)
converge uniformément dans §,; sa limite 7, est done continue ef

(6.5.7) DF,=1T dans Q,.
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~ Bn vertu de (6.5.6) on a |F,(x,y) < (1-+2K,)e, 4222, dans
Qoror €8 qui donne facilement

(6.5.8) P, (2, y)] < Kye, A% dans @,

ol K, ne dépend pas de x,y, o.

Considérons la suite {F, } et procédons encore une fois comme pour
la suite {G,}. D’aprés (6.5.7) et (6.5.8) la fonction 7, = F —F, _
(6 =1,2,...) est du type U, , eb on a [r,| < 2K,e,_ l“"llw]“" dans (Z,,
done, selon le lemme 3 du N°2.4, elle posséde un prolongement 7, du
type Kpq sur E™H* tel que

(6.5.9) 17| < Eye, o A9, | PN, (;’)

oll K, ne dépend pas de &, ¥y, 0. En posant F, = I’k0+rkn+1+ .+7, dans
Qr, (0 > k), on obtient, d’a,prés (6.5.7) et (6.5.8),

(6.510) DF,=1T dans @, et |F,(x,y)| < K,e, A% |2[? dans @,.

L’inégalité (6.5.9) donne (en tenant compte de (6.5.2) et (2.3.3))
la majoration suivante dans @y,:

|F = F,| < Kye, || P A2 (A" 4 ]2,

ot K, ne dépend pas de &, y, x, o. I en résulte que la suite {F,} converge
uniformément dans @ ; sa limite F est continue et -on a (cf. (6.5.10))
DF =T dans @; d’aprés (6.5.10) nous avons de plus |F(m,y)| <

< (K,+2K,)e |m|'1"l"1' dans @,, ce qui donne facilement |F(x,y) <
<Kss (2, y) || (2| +-1y))'? dans Q,, ol K; ne dépend pas de x,y
et lim e(x,y) = 0. Le théoréme est ainsi démontré.

a—0,y—0
§ 7. Valeur, fixation et valeur de section )

7.1. Relation en un point. Supposons gu’on puisse fixer & = x, sur
un voisinage de y, dans une distribution T'(a, y) et soit S(y) = T(x,, y).
Llexistence de la valeur 7T'(x,, y,) n’entraine pas celle de S(y,), ainsi que
celle de §(y,) n’entraine pas celle de T'(x,, y,). Voici des exemples (dans
le cas m =n =1). Si T est la fonction caractéristique de Pensemble
2| < 9? y =0, S(y) est la fonction d’Heaviside; on a alors 7'(0, 0) = 0,
tandis que S(0 ) n’existe pas. Si 7' est la fonetion caractéristique de l’en-
semble |o| <C |y|, S(y) = 1; on a alors §(0) = 1, tandis que 7'(0,0) n’existe
pas. Il peut aussi arriver que toutes les deux valeurs existent et soient
différentes, En effet, si 7 est la fonction caractéristique de ’ensemble

) Tous les théordmes des §§ 7 et 8 ont lieu aussi dans le cas de la limite

Studia Mathematica T. XVIX 4
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l#] <y% on a S(y) =1, done §(0) =1, tandis que 7'(0, 0) = 0. Nous
avons pourtant le

THEOREME. Si la valeur T(xy, y,) directionnelle par rapport & y existe,
alors la valeur S(y,) existe et on a S(Y,) = T(x,, Y,).

Démonstration. En effet, Pexistence des limites

. 1 x—x\ 1 (y—y, 1 Y—Yo
tim (7, 5 g (T h(*__))z( (4=
/1—3;1( P ) A 5 ut ? W

. 1 r—x,\ 1 —
lim (T’W(p(‘ 0)./71/,(1*&)):11(%’%)

0<A<p—0 A u“

et

entraine celle de la limite itérée

8 (o) = lim (s,% w(ﬂiﬂ‘l))

po04 ®

Remarque. On a un théoréme analogue pour la valeur par rapport
& un systéme de directions.

7.2, Relation intégrale pour la valeur. Du fait que la section
S(y) = T'(x,, y) existe on ne peut tirer aucune conséquence sur ’existence
de la valeur de T aux points de I'hyperplan & = x,. Par exemple, la
distribution (n = m = 1)

> 1 1
T=Z«276(m-——§) cos 2’y -

»|1

(1.2.1)

ne possede de valeur en aucun des points (0, y) bien que T (0,y) =0.
En effet, pour tout ye(D), la mesure

U, = (T7 W(y))q/ = j—;—}d(m— ~—217)

»j1

possede la densité 0 en 0, car ¢, = Jv)eos2ydy -0 lorsque » - SH
il en résulte (selon la proposition 4 du N° 4.6) que T'( 0,y) = 0. Cependant,
quel que soit y,, la suite {T(2/2’, y,+/2")} ne converge vers aucune con-
stante, puisque TI'(#/2",y/2") = d(@w—1)cos(2"y,+y) dans la Dande
I<w<?

En revanche, si I'on suppose qu’une distribution T(x,y) posstde
une valeur en chaque point de I'hyperplan % = &y, on peut en tirer une
conclugion sur la possibilité de fixer & = @,. Nous avons en effet le

THEOREME. Supposons que la valeur T (%oy Yo) existe pour tout y,c@,
ol G est un owvert de (C™),. IT existe un ouvert @, dense dans @, tel que dans

icm
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T on puisse fizer x = 2, sur Gy, que la section S(y) = T (x,, y) soit une
fonction localement sommable et guw’on ait S(y,) = T(@,, Yo) pour presque
tous les Y, €Gy.

Démonstration. I1 suffit de prouver que toute boule contenue
dans @ contient une boule dans laquelle la conclusion du théoréme est
vrai. Considérons la fonctionnelle

(7.2.2) Iylm, (2, y)] = (T(mD’F}*ma n-+2y), (2, y))

1 r—2, Y—7
Z(T’I’"“"“Z( 7 >, 7 ))

et soit K une boule fermée contenue dans @. Désignons par @ Pensemble
le—ay <1, |9 < 1. I existe alors un entier positif & et un 1, > 0 tel.s
que §i 0 < 1 < 4, la fonctionnelle T, est continue dans I’espace métri-
que complet K X Df. D’aprés les hypothéses on a

(1.2.3)  lim T,[7, 7] = T(x, ) [zdedy powr =eK,z<Dg,
A0

d’olt il résulte que si 'on fixe 5 et g, alors T,(y, x) est borné pour
0 < A < 4, car elle est continue aussi par rapport & . Selon le théoréme
de Baire T,(%, x) est done uniformément bornée pour 0 < 1 < 2y dans une
boule de K x D, ou pour e K, et fg—zolls << 20, 01 K, est une boule ouverte
contenue dans K, x,¢D%, e, > 0. Puisque T, est linéaire par rapport
4 g, on en conclut quil existe une constante M telle que

(1.2.4) Ty, 21! < Mzl 0 < A< Aoy neKo, 16Dp.

Soit p D, €t ¢ €Dy pyr telle que [pda = 1. Soit feDyy ., telle que
[Bdy = 1. Bn vertu de (7.2.2), on &

1 —&y 1 X-—a&y 1 Yy—
(72.5) (Tﬁﬁ‘?’(a%ﬁ)"’(y)):l{f (2,57 (55 vl 8 (157
0

= [T;[n, (@) (n-+2y)B(y)]1dn,
Ky

lorsque

pourva que A soit suffisamment pebit. Si geK, et 1 — 0, on a,
Qaprés (7.2.3), Tylw, p(@)p(n)p(y)] > T(@o, n)p(n) et d’apl’,és (7.2.4),
T,0m, ¢(®) [w (v+iy)—v(0)B(y)] -0, Qo il résulte que Dexpression
T, [, ¢(®)p(n+Ay)f(y)] converge vers T(x,, %)y (). De plus, grace &
(7.2.4), cette expression reste uniformément bornée pour i — 0 et neK,.
En intégrant on obtient done (en tenant compte de (7 .2.5))

(7,550 (T2 piw) > [ 7o ytrran,
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ce qui fermine la démonstration (d’aprés le théoréme du N 4.5).
Les hypothéses du théoréme ne suffisent pas pour existence de la
section T'(x,,y) sur G tout entier. Considérons, par exemple, la distri-

bution (m =n =1)
o 1 1 1
7= 5olo—g) ol 3)

On vérifie que T(0,y,) = 0 pour tout y,, tandis qu’on ne peut pas
fixer # = 0 sur le voisinage de ¥ = 0. En tenant compte de cet exemple
on construit sans peine une mesure qui posséde la valeur 0 en chaque
point de I'axe y, pour laquelle tout ouvert de ¥, sur lequel on peut fixer
z = 0, fait partie d’un ouvert dense donné arbitrairement.

(7.2.6)

2.3, Relation'intégrale pour la valeur directionnelle. Si on suppose
dans le théoréme du N° 7.2 que les valeurs T'(x,, y,) sont directionnelles
par rapport & y, on obtient U'existence de la section 7'(w,, y) dans @ tout
entier. En effet, nous avons:

TaRoriME. Soit @y un ouvert contenu dans wn ouwvert G C (€™, -
Supposons que dans une distribution T(x,y) on puisse fizer a == x, sur
G, et que la valeur Ty, y,) directionnelle par rapport & y ewiste pour tout
Yoe G—Gy.. Alors on peut fizer x = x, sur G tout entier.

La démonstration sera basée sur le lemme suivant:

Lemue. Soient v, Be(D,) des fonctions = 0 telles que [wdy = [ pdy
=1 el posons / ‘

1
"/’u(y) =Y (ﬂ') .
14 K

Soit {y,} une suite de points telle que les supports des fonetions B,(y)
= B(y—y,) soient contenus dans un compact B, et soit {8,} une swite de
distributions, bornée dans un owvert contenant B. Si

(7.3.1)

8sB)>e>e>0 (v=1,2,..)

alors pour chague u suffisamment petit il ewiste des v, e support de B, lels
que (S,,, %(y*m)) >E(y = 1,2,...).

Démonstration du lemme. Il existe un ouvert ¢ D W, un ke,
et uwne constante M tels que |(S,,y) < M Izl powr yeDy. On en
conclut quil existe un u, > 0 tel que powr u << pg, v =1,2,..., on a
(8 Boxp,—B,) < e—z ce qui donne, d’aprés (7.3.1),

fﬁv(ﬂ) (Sv’ "Pu(y'—'q))ydﬂ = (Svy ﬁu*’l}lﬂ)>(ig,,; ﬁ,,)—-(s-—-§) >é = gfﬂ,l(y/)dy/‘

icm®
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Tl en résulte que (8,,y,(y—=))>e pour un xesupport de B,
(< gy, »=1,2,...) ‘ ‘

Démonstration du théoréme. On peut admettre a, = 0. Suppo-
sons, par I'impossible, qu'on ne puisse pas fixer & = x, sur @. Selon le
corollaire 2 du N°6.1, il existe donc une @e(D), et une gDy telles que
(T (Ax,y), p(x)p (y)) diverge lorsque | 4| - 0 de Tagon que |A[™ = O(det 4);
on peut méme exiger qu'on ait § >0 et [pdy = 1. Il en résulte qu’il
existe un &> 0 et des suites {4,}, {4} telles que 4, == max(|4,}, |4,]) -0,
|A4," = O(det 4,), |A,| = O(det d,) et

(7.3.2) (8, 9), > &0

ot 8, = (T(A,x,y)—T(A,x,y),¢(®). sont définies dans tout ouvert
borné 2 tel que 2 C @, pourvu que » soit suffisamment grand. Comme
la section T(0,y) existe sur Gy, on a, d’aprés le théoréme 1 du N°6.1,
8, >0 dans @ ~ Gy, et par suite

(133) (S z(y—&))y ~0, =i

Soit we@—G,; comme la valeur T'(x,, %) directionnelle par rapport
& y existe, on a, d’apreés la proposition 2 du N° 6.4, 8,(p--cy) - 0 pourvu
que 4, < o » 0. I1 existe done un I = I(x) tel que

(7.3.4) (8,(4)s z(w))y| < Me(o)
lorsque 4, <o, % e Dy picos 2l < M o™ 00 lime (6)= 0. Tl résulte de (7.3.3)
>0

ZE(DGD et & —0.

et (7.3.4) que la suite {§,} est bornée dans un voisinage de chaque point
de G, donec elle est bornée dans G.
Soit  une fonction >0 de Dy, telle que [pdy =1 et soit

(7.3.8)

Désignons par B, Pensemble des y tels que o(y, support de ¢) < p
et s0it wy > 0 tel que )

Eg > & > €9 > .o > 3eg > 0.

(7.3.6) B,CG.

Nous définirons par récurrence sur k les u; et {"]kp} tels que
(T8.7) (8, ¥ (¥—2m)) > &, support de v, (Y—m) C By 1
(7.3.8) < tpp—y (B=1,2,..),

(7.3.9) nk,e support de g, (Y—m-1,) (B=2,8,...).

D’aprés le lemme, il résulte de (7.3.2) qu’il existe un u, < }u, et une
suite {n,} tels que (S,,y,,(y—=ny,)) > & et n,ecsupport de ¢; alors le
support de y,, (y—mn,) fait partie de B, . Ayant détini u,, {n.,},..., s,
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{w) satisfaisant aux conditions (7.3.7)-(7.3.9), on déduib de. (7.3.7) )
et (7.3.5), selon le lemme, qu’il existe un u;,, << }ur €6 une suite {mc.u,v}
tels que (S,, ¥, (Y—"us1,)) > Eva €6 7epo e SUPPOXt de v, (y—m,); alors
d’aprés (7.3.7), le support de v, , (¥ —np,1,) fait partie de B, . ... ..

En vertu de (7.3.8) on a u;+...4ux < ty, done, d’aprés (7.3.7)
et (7.3.9),

(7.3.10) twel, (kv =1,2,..).

D’aprés le ,procedé diagonal‘‘ bien connu il existe une suite d’in-
dices {a,} telle que

(7.3.11) e, >, lOTSQUEe ¥ 00 (b =1,2,...);

on peut méme exiger qu'on ait

(7.8.12) kg, —2] < pir
et
(7.3.13) Ay, < iy

Grice & (7.3.9) on & [9gy1,—%k,l = py QOU [gr—mp < poe. I en
résulte, en tenant compte de (7.3.8), que »;, converge vers un » et qu'on a

(7.3.14) lor—7] < 2.

Montrons que neG—G,. D’aprés (7.3.10) et (7.3.6), ne@. On a
0 (my, —Go) < pg, sinon on aurait v, (Y—wn)eDg, et par suite, d'aprés
(7.8.11) et (7.3.3), (84, ¥ (¥—"ra)) >0 poOUr » — oo, contrairement
4 (7.8.7). 11 en résulte que ne—G,.

On tire de (7.3.7) et (7.3.3)

(7.3.15) (Sugs Y (Y—1)) > 3es >0 (B =1,2,...).

Cependant, d’aprés (7.3.12) et (7.3.14), on a 1oy —1| < Bpiz, comme
neG—G, il en résulte, selon (7.3.4) et en tenant compte de (7.3.13), que
[(Sus Yo U —200))| < Me(dpp) =0 ot M = 4™y|;, contrairement &
(7.3.15). Le théoréme est aingi démontré.

Les théorémes des N° 7.1 et 7.3 donnent

COROLLATRE. Si la valeur T(:,,Yy,) directionnelle existe par rapport
& y pour tout y, dun owvert G C(C"),, alors la section S(y) = Ty, y)
existe sur G et on a S(y,) = T (x,y, y,) pour tout y,eq.

?.4. Cas du produit tensoriel. Faisons encore quelques remarques
sur le produit T'(x)S(y). Le théoréme du N° 4.5 montre que lexistence

%) D’aprés (7.3.8) ot (7.3.6) on a Hyp 4 C B,y C G
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de la valeur T'(a,) est une condition nécessaire et suffisante pour qu’on
puisse fixer x = @, dans T(x)8(y); alors T(x,)8(y) est la section. Si
les valeurs T'(x,) et S(y,) existent, alors T'(x)8(y) posséde en (x,, y,)
une valeur directionnelle par rapport & = et par rapport & y et on a
(I'X8) (o, Yo) = T (2,)S(yo). 8i (T x8)(Xe, Yo) et T'(a,) # 0 existent,
alors S(y,) existe. Par contre, I’existence de la valeur (T'X8) (2, Yo)
n'entraine pas celle de T'(x,) et S(y,). On le vérifie & I'exemple suivant
(m=mn=1):

(7.4.1) T(@) = 8 () = ¢~sm@VI-IRl

Pourtant on a la

PROPOSITION. S% le produit T (x)S(y) posséde en (x,,y,) une valeur
# 0, directionnelle par rapport & y, alors les valeurs T (x,) 6t 8(y,) existent.

Démonstration. Admettons x, = 0, y, = 0. Soient p (D), pe(D),

telles que [pde = [ydy =1. Si «, = (T(),¢(®), B, = (S(uy), v(y)),
on trouve

(14.2) o8, >y = (T'x8)(0,0) lorsque 0 <i<<u-—>0.

Soient {4,}, {1} deux suites positives, convergentes vers 0, et posons

4, = max(4,, 4). On tire de (7.4.2) a3/a, -1 done a, converge vers

une limite a 50, pour 1->0. Il en résulte que la limite lim B, = y/a existe
0

et ne dépend pas de y ce qui montre que la valeur §(0) existe.

§ 8. Ordre de la fixation

Nous désignerons par P,(x,) le cube |@,—,| <1 (v=1,...,m).
Soit P un ensemble fini d’élements p,, ..., P <I5; nous désignerons
: k

par C(P) Pensemble des xeC™ tels que 0 <& < d4;p; (le signe d’inéga-
7l

lité ;,<<‘‘ se rapporte ici & toutes les coordonnées) pour une suite (dépen-
k

dant de x) de nombres A, ..., 4 >0 telle que Y4 = 1.
i

8

8.1. Une relation entre les bornes des dérivées. On sait que
Jla(®)Pdt < f[a’ ()]*dt pour aeD;_1y. On en tire aisément

(81.1)  [|DPpldx < [|DPpldx lorsque @eD_;ym et P < p.
Boit gcD_;ym et soit

(8.1.2) p(®) = D ae™ (dans (—a,2)")
ss ™
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le développement de Fourier de g. On a DPp(x) = Ya,(is)? Pe's® (en
admettant 0° = 1), d’ont

(8.1.3) [ 1P| da = Dla,Ps™.

Pour tout s = (8, -.., Sm)eZ™ posons 8 = (s5, o $m), O § =
= max (1, |s;]). On a alors |s?| < s* < s® lorsque p <p )
Considérons la série Was\z . Ona §%=s, ol p =(p1,..., Pn)

et p, = p,lorsques, # 0, p, = 0lorsque s, = 0; nous avons done s < 28,
relt

ot R est I’ensemble des r tels que r, = 0 ou #, = p,. D’aprés (8.1.1) et
(8.1.3) il en résulte que

(8.1.4) Z‘m,\?éﬂr <™ [ |DPgl*ds.
s
PropPoSITION 13%t). Soit P un ensemble fini de VWG et h > 0. Il ewiste

une constante K = K (P, 1) telle que 8i ¢ Dp,) €t [ |DPoPda < M* pour
peP, alors

(8.1.5) [|DPplde < EM*  pour peC(P)
et
(8.1.6) |DPg| < KM lorsque p+3le0(P).

Démonstration. On peut admettre 2, =0, h=1. Soit ge'D_;yym
et supposons que [|DPo|ds < M* pour peP. Conmdérons le développe-
ment (8.1.2). Soient p; P, 4; >0, Zlf =1. 8ip = Yhp;,ona §P < 3P
< 338%™ car la fonction §% = §1...§7m est croissante et convexe par rap-
port & z; il en résulte, d’apres ~(8.1.3) et (8.1.4), que

[

[1DPglPda < A,ZIa P& < 2’"2/1, [ 1Dviglan < 2m .

Si majntenant p+31 < 3 4;p;, alors

1 .
P+ :‘:s 1< 2 4P (pour un e > 0 suffisamoment petit),

done
|sP| < §TMps- (a2 33,80tz

1) C’est un théoréme du méme genre que ceux de Soholeff et de Nikolsky (of.
p. ex. [5] ot Uon peut trouver la bibliographie).
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En utilisant V'inégalité de Schwartz nous obtenons, d’aprés (8.1.4),

D%l < Dlalls?l < D'y PNAESGE
s 7 s
24 N 2 9 \ma
< 2 }‘i 2 [as]~s2pj2 §- e < omi2 1 (1+ 2 i ) )
7 s - '

COROLLAIRE 1. 8¢ une distribution est dordre CP dans un ensemble
E, clle est aussi dordre C Py dans B, powrvu que P+ C C(Py).-

PROPOSITION 2. Soit G un ouvert de (E™),, et soit B un compact, F C @;
sovent P, P, des ensembles finis de W tels que P -+3 C C(P,). IT emiste une
constante K = K (G, B, P, ‘D,,) telle que st T est une distribution définie
dans G et si

(BL7) T, (1) . pm (@)l < M, lorsque @r...@neDg et | DPoy...on| <

< 1 pour peP, s
alors

(8.1.8). (T,9) < KM, lorsque ¢eDg et |DPo| <1 pour peP,.

La condition (8.1.7) entraine que T est d’ordre C P, localement dans G.

Démonstration. Grice au lemme sur ,la partition de l'unité‘
(cf. [7], tome I, p. 23]) le cas général se rameéne au cas o G = (—2, 2)™,
E =[—1,1]". Supposons que lon ait (8.1.7). Fixons une fonction
yeD_sz telle que y(t) =1 dans [—1,1] et posons a(®) =y (@,)...y (@m)-
Il existe une constante K, = K (P) telle que

(8.1.9) |DP(ad'*®)| < K, |8P] pour seI™ et seP.
Si peP, on a
. 1+4e .
P+——1< Y hp, ob pePo, =0, D=1 et s> 0;
par conséquent
58] < §Tupi-(ran <2 Agpm @i < N gp-Granr
D’apres (8.1.7) et (8.1.9) il en résulte que

(81.10)  |(T,ae™™)| < K M D &#~C+12  lorsque  seZ™.
j 220
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Soit @ e _;yym et supposons que |DPp| < 1 pour peP,. Considérons

“le développement (8.1.2). On a d’aprés (8.1. 4)

pePs.

Comme a(x) =1 dans [—1, 1]”, on a @ = Za a(a)e™, la série
Z’a T, o(x)e™®). D’aprés (8.1.10),
(8.1.11) et (8.1.4), on obtient done, en utlhsant l'inégalité de Schwartz

(T, <K MZZIIZ |sp-Utal < | MZ]/EM Fae YT gttt

peBy 8 Pl
2 \mf2
< K, Mhk,2™ (1 + Z Ff—)
1

ot k, est le nombre d’éléments de P,. Ainsi nous avons établi (8.1.8).

COROLLAIRE 2. Soit G un owvert de (E™"),, et B un compact, B C G;
sotent P, P, C Ay, Q, Q,C WG des ensembles fzms tels que ‘D—i—a}lC C(Po),

(8.1.11) Dla 8 < 4™ pour

convergeant dans D_y gym, done (T'

Q—l—%lCO’ o). Il exwiste une constante K = K (G, B, P, Py, 2,9 telle

que si T est une distribution définie dans G et si

(8.1.12) [(T, p(®)w(y))| < M, lorsque pyeDg, | DPpl <1 pour peP et
D%y <1 pour qeL,

alors

(8.1.13) (T, x(=, y))| < KM, lorsque x<Dg et |DEDyl <1 pour

PPy, qfoo-?

La condition (8.1.12) entraine que T est dordre C Pyx L2, localoment
dams @.

Démonstration. On montre que O(P,y) X C(Q,) = C(Py xR, %)
Nous avons done (P xQ)+31CO(PyxQ,). I suffit done de prouver que
la condition (8.1.12) entraine la condition (8.1.7) (dans laquelle on a rem-
placé @ par (z, y) et P par P xQ). Supposons que T satisfasse & (8.1.12)
ot 8016 @1 (1) ... Qm(@m) 91 (Y1) - .- 90 (Yn) € Dy, | DEDY@, ... <1 pour pe P,
q<Q. En posant y, = sup|D2g;...pm/, Og = Sup [DEp,...9,/, on trouve
Yp 0y < 1pour peP, qef, done, d’aprés (8 1.12),

(T @reenpa)l < M(mgxyp)(mgxdq) <M, cgqfd

%) La démonstration est semblable & celle de la propriété analogue do l'enve-
loppe convexe.

icm

-'(8.2.1)
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8.2. Théorémes sur V’ordre. Soit P un ensemble fini de U™. Nous
divons que lo valeur T'(x,) est d'ordreC P si (T (m,+Ax), p()) converge
uniformément dans lensemble @eD_;ym%), |[DPp| <1 pour peP.

Soit S un ensemble fini de 93" et supposons qu’on puisse fixer z=a,
sur un ouvert QC ("), dans une distribution T(x,y). Soit EC Q.
Nous dirons que la ﬁmtion est dordre CS sur Q, si la convergence de
(T(2o+2®, y), x(2,y)) est uniforme dans Lensemble yeD_;ym, z,
DDy x| <1 pour (p,q)eS.

Sl P est ’ensemble |p| <
< k. .

Si © est I'ensemble [p| <k, |q| <
dordre < (k,1).

Evidemment la valeur est toujours d’ordre fini, et pour tout compact
FC Q il existe un couple (k, 1) tel que la fixation soit d’ordre < (%k,1)
sur H. .

La proposition 1 du N° 8.1 entraine la

PROPOSITION 1. 8¢ la wvaleur est dordre C P, elle est aussi d’ordre
C Do, powrvy que P+ICC(Py). Il en est de méme powr la fimation.

On voit qu’il n’y a aucune relation entre 1'ordre de la fixation et
celui de la section. Pourtant, si la fixation sur E et la distribution T
dang wn ouvert contenant {a,}xE sont d’ordre C S, alors la section
8(y) = T(%,,y) est d’ordre C L dans B, ol Q est I'ensemble des q tels
que (p,q)eS pour un p.

Supposons que la fixation soit d’ordre C & et que la section soit d’ordre
CQ sur E. Il en résulte que (T, x) - (8, ) lorsque

<k, nous dirons que la waleur est d’ordre

l, nous dirons que la fization est

1
A =0, XSCDExPl(moM sup [DED x| = (Wn) pour (p, q) <S;

fD"x(a:, y)dz - D¥%y(y) uniformément (par rapport & y),
pour qef.

En particulier, si la fixation est d’ordre C PxQ sur 2 alors

(T, a(@)v(@) - (8, vly)
1
(8.2.2) lorsque 4 —0, aeDp (), fad:c =1, sup|1?va| = O(W)
pour peP;
uniformément dans Pensemble: ye @y, [D¥y| < 1 pour geQ.

3%y 8i l'on remplace (--1,1)™ par un ouvert borné (et contenant 0) quel-
eonque, on obtient une condition équivalente.
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Réciproquement on a le

THEOREME. Si une distribution T satisfait & la condition (8.2.2), ok 2
est un ouvert de ("), et si P+ CO(P,), 2+H CORQ,), alors on peut
fizer x = @, sur Q et la fization est dordreC Pox Qg localement sur Q.

Démonstration. On peut admettre § ==0. Selon (8.2.2) nous
avons (T (a,-+Aa, y), (@) p(Y)) < &, Oﬂzﬁﬂe(l)zo’ lorsque @eD_yyn,

[DPg| <1 pour peP, peDy, Dy <1 pour qef, d’ol résulte la con-
cligion, ‘en vertu du corollaire 2 du N°8.1. - ’

Soit P Pensemble |p| < k et P, I'ensemble [p|<hy. On vérifie qu’on
a P+13C 0(P,), pourvu que &y > k-+m/2%). On a done le

COROLLAIRE. Si (T(w0+lm, y), q:(w)w(y)) -> (8, ) lorsque A - 04,
uniformément powr @eD_yym, Jode =1, peDa, lols <1, Il < 1,' et
86 kg > b+m[2, 1, > 1+n/2, alors on peut fizer & = ®, sur Q et la fiza-
tion est dordre < (ko, L) localement sur Q. i

Nous complétons maintenant la démonstration du théoréme du N° 4.5.

La condition (4.5.3) est suffisante. Soit E un compact contenu dans Q.
D'aprés le corollaire il sutfit de prowver que la convergence de (T, ¢ () (y))
ol T;(®,y) = T(x,+Ax, y) est uniforme dans un ensemblg de Ia forr_n.e
(pE(D[_l’l]m,zpech, ol < 1, |lpl; < 1. Considérons lefa fonctionnelles bili-
néairves B,(p, ) = (Ty, ¢(®)y(y)); elles sont définies pour 0 <A <4
dans lespace complet D;_,;mXDy et elles convergent simplement pour
A - 04, donc (théoréme de Baire) elles sont bornées uniformément dans
une boule. On en conclut Vexistence de &, !, M tels que |B,(p, y)| < M
pour lollz <1, |v|, < 1; par conséquent les B; sont équicontinues dans
le sous-espace Dp_, ym X Dy de l'espace fl)’f_l’um X (D% séparable, dans lequel
Pensemble |jllry: <1, 9l < 1 est relativement compact. Il en résulte
que la convergence de B, est uniforme dans cet ensernble, . q.f. d.35).

Soit 2 wn ouvert de (€"),.

PROPOSITION 2. 8i pour tout @e(D), tel que [pds =1 on a

x—x
tim (2,57 (257 wia0) = (5, w
204 )- /1

#) ¥ eftet, U(B,) est I'ensemble de x =0 tels que @,,..+am<lo; 8 peP, o0t
Pl<E on a (4B +...+ Pm+d) < k-+-dm < &y, done p-41 60 (Bo). )

%) Ce raisonnement et la proposition 2 du N° 8.1 donnent le théordme: wne suile

Ty (ou un filtre de base dénombrable) de distributions converge lorsque (Ty, @y (®1).. .qom(arm))
converge (stmplement) ; une famille {Tl} de distributions est bornde gi (T,,qal(a;l_)...qom(a:m))
est bornée (par rapport & i). Evidemment la suffisance de la condition (4.5.8) résulte
de ce théordme qui est une conséquence du théordme des noyaux de L. Schwartz [8]
et d'une généralisation du théoréme de Banach sur Popération inverse, due d G.
Kéthe [3]. Notons que résiproquement, le théoréme de L. Schwartz résulte facile-
ment de ce théordme. .
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uniformément dans Vensemble PeDg, lIvjly <1 et si]> I4+n/241, alors
on peut fizer & = xq sur Q et il exviste un k tel que la fization soit d’ordre

< (k, 1) localement sur Q.

Démonsgtration. On peut admettre S = 0. Posons Ty(x,y) -
= T(xy+Ax,y). On a lilon (T, @(x)p(y) =0 pour tous @e(D), unifor-
A0+

mément dans 1’ensemble of C P, des y tels que [yl < 1. OConsidérons
la famille des distributions U, = (T, ,); pour tout @eDp_11ym il existe
un A’ tel que (Usp @) <1 pour 0 < A< A et yped, done (théoréme de
Baire) il existe un 1, et une boule 93 de Di_y,ym tel que |(T, ,, p)| <1 pour
0 <A<y pesi,peB. On en conclut Dlexistence de k, M tels que
T2 o (@)p(y))] < M, lorsque ¢eD_y yym, pe Dy, gl < 1, ok <1. Soit B
un compact contenu dans 2 et soit 4 un ouvert borné tel que FC 4,
AC £; il en résulte, comme dans la démonstration précédente, que Ia
convergence (TA, q:(m)w(y)]—w est uniforme dans I’ensemble @Dy 1ym,
peD7, @l <L, [plhy <1, done, d’aprés le corollaire, la fixation est
Qordre < (kq,!) sur B, ol k, > k+4m/j241.

Un raisonnement exactement pareil donne la

PROPOSITION 3. 8% pour tout weD, la distribution U, =(T,v),
possede au point X, une valewr dordre <k (cest-a-dire (T, a(x)p(y) -
(8, y) lorsque -1 >0, aeDpy, fadw =1 et |||, = O(L/3*+™) et si
k> k+m/(2-4-1, alors on peut fiver & = 2, sur Q et il existe un 1 tel que
la fization soit dordre < (k,1) localement sur 9.

8.3. Condition nécessaire et suffisante avec primitive pour Pordre.
Nous avons le

TEEQREME 1. Pour que la section T(x,, Y) = 0 ewviste sur un ouvert
.Q:C (EY), et que la fization soit dordre C S localement sur 2, il faut et
il suffit que pour tout intervalle ouvert Q tel que @ C Q 4l existe un A >0
tel que dans P (20) X Q la distribution T soit de la forme '
(8.3.1) T= > D¢Dic,,,
(p,q)e®

o g, sont des mesures telles que [0p,q] (Pa{20) XQ) = o(a121+™),

Démonstration. On vérifie facilement que la condition est suffi-
sante. Nous allons démontrer qu’elle est nécessairess). On peut admettre
@y = 0. Soit @ un intervalle ouvert tel que @ C £2; il existe un intervalle

) Comme dans le N° 4.1 il suffit ici de supposer que (T(xp+22, 3), x(a, ¥) =0
uniformément dans Tensemble x6Dp, @y XQ, ID2D2y)| < 1 pour (p, @16, ou {4}
est une suite qui satisfait 4 la condition (4.1.1).
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ouvert @, tel que §C @, et §; C Q. Posons

(8.3.2) A =1/, P,=P(0) (=0,1,..)

o 2. a 6t6 choisi suffisament petit, on a | (7' (4,2, ¥y), 2(x, y)| <e lorsque
ZE(ODP (0)% Q1 et ?Dngxl < 1 pour (p, 9)e® (v =0,1, .ou); 0L
1

e, >0 en décroissant.

(8.3.3)

Nous procédons maintenant selon une idée de L. Schwartz ([7],

R N o
i SYStemes {Ypq) arees OU Vpg € DRy 001
tome I,p.91-92). Soit " espace des sys gl (0, U v, £
avee I;L’I;lorme max SuUp|y,,l; 80it 4 le sous-espace des systémes de la forme
®

. . Sfinie dans

= DPD%y, ol 1xeDp, qxo,- La fonctionnelle &, est. bien définie :
151”%31 ﬁogé{l;le Ev[{Dgll)(gx]] = (T(4®,y), 7, y)) et sa Iizr{ncrgﬁ)juée
passe pas &,; F’aprés le théoréme de Banach-Hahn elle peut & r(; pg étim;
sur I' de fagon que sa norme soit conservée. Le prolongemen ; , ,Rieqz)
une fonctionnelle linéaire dans I', est de la forme (‘ohéoré”me lgc(o)xé )
E|l¥pa) =2 [ Vg Wiipgs O fing SONS des mesures telles que ) |upgl (Py 1

Is
<e,. 1l eny résulte que T(A,x,y) = >DEDIu,, dans P,(0)XQy.

?
y . D’aprés
Posons maintenant oq(®,y) = AP e (@[3, y) dans P, X @, P
ce qui précéde, on a alors

v o]+

(8.3.4) T — S D2DYo,, dans P,xQy et  |opglP, X)) < &2

=]
(»=10,1,...5(p,q)e©).
POSODS @y = Opg—0py dans P,X@y; on a done
v \pl--m
S DEDEgy, =0 dans P,xQ; et |opol (P, X @)l < 26,2427
i

Selon le lemme 4 du N° 2.5 le systéme de mesureiﬁ;’,q poss?lde un”],g:mlozx;
gement g, de P,,; X@ sur E™™ tel que Y DEDI,, = 0 dans €
¥

(en tenant compte de (8.3.4))

1 \lpl
125 (P1(0) XQ) < 2Tz, , 217" (1+(~ ) )

(8.3.5) i
= Q4P AT (AR LgRT)
olt K ne dépend que de ©,Q,Q,. En posant &, =0}, -Opq - - -Tpq dans

PyxQy, on a done 8,, = o, dans P, X@Q et (d'aprés (8.3.4))
5 NV
(8.3.6) T = %‘ng;;a;,q dams PoxQy et [Tl (P X Q) < P
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L’inégalité (8.5.3) donne (en tenant compte de (8.3.2)) la majora-
tion suivante:

IO — gl (Pt(O)XQ) S Kie, (AP 44P)  lorsque ¢ < Aoy

ol K; ne dépend que de S,0,9,. Tl en résulte que pour tout (p, q)eS
la suite {a},} converge vers une mesure Opg dans Pyx@ (pour » — oo)
et on a, en vertu de (8.3.6),

T= S DEDgo,, dans PyXQ 66 oyl (P,yy Q) < (1-2K,) e 1P+m,
b4

On en conclut facilement que [0pgl (P2(0)X Q) = o(AP+"™) e qui
termine la démonstration. - :

Le théoréme 1 montre que pour que la fixation @ = a2, soit localement,
d’ordre C &, il faut et il suffit que la distribution soit (localement, dans
un voisinage de I’hyperplan x — x,) de la forme

(8.3.7) T(®,y) = S(y)+é’1}£1’30@,

ol 0, sont des mesures telles que lapql(PA(wu)xQ) = o (APIH™y,

Soit £ I'ensemble des ¢ tels que (p,q)eS pour un p et supposons
que la fixation soit localement d’ordre C S. On voit done que la condi-
tion que 7' soit d’ordre C S localement dans un voisinage de I’hyperplan
® = 2, équivaut & celle que § soit localement d’ordre C £. Selon un théo-
réme de L. Schwartz ([7], tome I, p. 91-92) on a alors un développement
(local) § = qu 0q) Ol g, sont des mesures, et par suite

(e —ax, )P
8 = ZpgﬂgT Ovas
k4

ol g, = 0q POUT Un p tel que (p,q)ey et 0pq = 0 pour les autres p. Nous
avons done I’énoncé suivant:

Pour que la distribution T et la fization & = x, dans T soient locale-
ment dordre CS, 4l faut et il suffit que T soit localement de la forme

(8.3.8) T(x,y) = D D2DIu,,,
ol !
(—a,)?
Hpg(®, Y) = 7“— v (Y)+0pg (2, Y),

I‘qu](Pz(%)XQ) = o (JPI+™) (Opqy Opq Gtant de mesures).
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Dans le cas de la valeur nous avons, en particulier:

THEOREME 2. Pour que la valewr T(x,) ewiste et soit dordre C P,
il faut et il suffit que dans une voisinage de @, la distribution T soit de la forme

+ X' Do, ot gyl (Py(@0) = oA
£y
(0, étant des mesures).
Finalement les théorémes 1 et 2 donnent les développements

(8, 20, y)da), -Q JPRDg 2 (@, y) oy,

ol Gyl (P (20) xQ) = o(APH™), pour yeDem, o; 8 S(Y) = T(w,7) eb si
la fixation est d’ordre C & sur un ouvert conmtenant g, et
(T(@), p(x)) =T (@) [p(@)dx+ D) [ DPoda,,
|opl (P2 (%)) = 0 (AP1F™),

si la valeur est d’ordre C °P.

(8.3.9) T = Tlw)+

(8.3.10) (T (m y), 2(®,y)) =

(8.3.11)
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On certain “weak” properties of vector-valued functions
by
A. ALEXIEWICZ (Poznah)

The starting point of this Note is the following theorem of B. J. Pettis
([6], p. 257%)): a vector-valued?) function from a measure space to a Ba-
nach space X iy (Bochner) measurable if and only if it is almost separably
valued®) and for every y belonging to a norming set of functionals the
function yx(f) is measurable. The subset I' of the space &, conjugate
to X, is called norming if there are two positive constants 4 and B such
that

sup{4 [y2|: y T, ly| < B} = (=]

for every z. In this Note we prove that the set I' in the above state-
ment may be replaced by any total subset of Z (the set I' is total if
yz = 0 for any yel', implies # = 0). Every norming set is necessarily
total; the converse, however, is not true, as is shown by the following
example of Mazurkiewicz [7]. Suppose that the set of all pairs (i, k)
of positive integers is arranged into a single sequence, and let »(4, k)
denote the place occupied there by (%, %). Then in the space ¢, of the

sequences # = {x,}, convergent to zero, consider the set of all the fune-
tionals

Ein(2) = — + -+ ZZE iy 0, 1y

where i,k =1,2,...
not norming.

; the linear span I' of this set is linear, total but

1. Let X be a separable (real or complex) Banach space, let & be the
conjugate space, and let I' be a linear subset of 5. It is well known
that the set I" is total if and only if T, its closure in the o(&, X) topo-

) Numbers in brackets refer to the bibliography at the end of this paper.

*) In the sequel all Banach-space-valued functions will be called simply wvector-
-valued. Numerically valued functions will be called functions.

3) 4. e., there exists a subset N of measure zero such that the set {y:y =ux(t),
tnone N} is separable.
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