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Zu linearen Limitierungsverfahren

‘von

W. TSCHOBANOW und G. PASKALEW (Sofia)

In der vorliegenden Mitteilung werden die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen dafiir angegeben, daf aus der 4-Summierbarkeit

o0 Lo
der Reihe Y'a, die A-Summierbarkeit der Reihe Y'a, folgt und umge-
»=0 : r=1

kehrt. Bs wird der Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten

Summen A— 3'a, und A - Y'a, festgestells. Dabei bedeutet 4 —

=0 . y=

eine normale Matrix, fiir die

. lle,l
der Grenzwert

1

existiert.

Bei den Betrachtungen wird wesentlich ein bemerkenswerter Satz
von Mazur verwendet, der in seiner Arbeit Uber lineare Limitierungs-
verfahren (Mathematische Zeitschrift 928 (1928), S. 599-611) bewiesen
worden ist.

Fiir jede normale Matrix 4 — lle,| besitzt das unendliche Glei-
chungssystem

"
. Al
lim 5 a,

100 1T

.
Vu= D0, (p=0,1,..)

v=90

eine einzige Losung. By sei

»

&=, fir y, =1 (pyv =0,1,...),
. 1 bei »=pg,
Gp=2a, (u,v=0,1,...) fir Y, = .
. ] 0 Dbei vs£u.

Wenn B = |lb,|| eine beliebige Matrix ist, und falls 4 und B die
Konvergenzfelder von 4 und B bedeuten, so gilt folgender

SATz 1 (von Magzur). Die notwendingen und hinreichenden Bedingungen
dafiir, dap A C B, sind:
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1. Es existiert B-im¢&, = ¢; ,
P00 .
9. es ewistieren BLmE,, = a, (u = 0,1,...);
P—>00

3. es existiert fir jedes p =0,1,... eine reelle Zahl K,, so daf

j ‘ Z’.‘ bm E”H < I(“

u=0 w=p
fiir jedes r = 0,1, st;
4, es existiert eine freelle Zahl K, so daf

DDA
p=0 w=p
iir jedes p = 0,1, . . .
/ Wenn die Bedingungen 1-4 erfilllt sind und s = 4-lims,, so ist

P=>00
o]
B-]ims,, = (18—|* 2 au [‘Aﬂ(s[” Sl! M ')_ S]’
»—>00 =
wobei  4,(s, sl 2 [

»={

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daf

B-lims, = A-lims, fiir jede A-limitierbare Folge {s,} gilt, sind 1-4 mib
P00 P—>00

¢=1nud =0 (p=0,1,...).

Zunichst beweisen wir .

Hrrssatz 1. Ist die Matriz B normal, so kénnen die Bedingungen 3
und 4 des Satzes 1 so zusammengefaft werden: ' .

Bs ewistiert cine reelle Zakl K derart, dap die Ungleichung

? P
() 2| Z by

fiir jedes p = 0,1, ... gill. - .
Beweis. Wegen b, =0 fir » >p, ist die Bedingung 4 mit (2)
dquivalent. Bs sel (2) erfiillt. Falls » > p ist, so wird die Bedingung 3 zu

Zp} me EM| < K.

p=0 v=pu

Falls r < p ist, so folgt aus

r »
i _}_: bm Ew—t - ‘ 2 bl’l’ 51’# <
v=p

y=r+41
daf
r T .

® BXNAES [ ISES B
”"

pre= w0 y=p

< K

(3)

»
3
| 2 b £

b)’h' 51 |t

=

=
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Bs gei

»

Z] 2 by &

=0 p=ril

4
K, = max
0<r<<p—1

Aus (3) und (4) folgt

2 | St

=0 v=p

<E+E, =K,

fiir jedes » = 0,1,...

Es sei nun 4 = llall eine beheblge (nicht unbedmgt normale)

Matrlx, die (1) geniigt, und es sei Z’a A-summierbar. Ist bei s, = Za

»=0

auch Zav A-summierbar, so existiert wegen (1) der Grenzwert
y=1

»=0

(5) lim )“ vy i1 -

M—>°°p~a

Also ist die Folge {s,} A’-limitierbar, wobei A’ — lay,)| die Matrix

~mit den Elementen

1 fiir u o=y = ()’
“;w = 0 fir uv =0, nty,
@,_y,-y Tr v 5£0.

bedeutet.
Folglich ist A C 4’ eine notwendige und hinreichende Bedingung

Lo
dafiir, dafl aus der A-Summierbarkeit der Reihe 2 o, die A-Summierbarkeit

»=0

der Rethe Za, folgt, und A’ C 4 dafiir, daB umgekehrt aus der 4-Sum-

mierbarkeit der Reihe Z'a die A-Summierbarkeéit der Reihe 2, a, folgt.
Falls A normal ist, bekommt man aus dem Satz 1 von Mazur, Wenn man
dort B = A’ setzt und den Hilfssatz 1 beriicksichtigt, den

HILrssATz 2. Bs sei A eine normale Matrix fir die (1) gilt. Die not-
wendigen und hmreu*hewden Bedingungen dafiir, daf aus der A-Summier-

barkeit der Reihe Z‘a,, die A-Summierbarkeit der Reihe Za,, folgt, sind:
v=1

1. Bs existiert im 5‘(1,

2 Fu-1, 1€, = a;
p#=>n0 p=0

2. es existieren lim Zahl,,,_lf,,m =, (m =0,1,...);

=00 v=0

3. es emistiert eine reelle Zahl K, derart dap

Ziy% 1Lu-15m

#=0 v=p

< K  fir jedes p=0,1,...
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gilt, wobei
W =
P R .
woh 0 fir p#0, '

[=1]
Gind 1-3 erfiillt und ist 4— Y@, =s, so gilt
=0

oo

“
a, = as— @, lim 2 @ (Z 8 )

p=00 370 = u w=0

lﬂz

0] A—

I

3

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB fiir

jede A-summierbare Reihe Za,, die Relation
r=0

(8) A— wa,,:A——Ea,,—an
y=1 v=0
gilt, sind 1-3 mib
9) a=1, a,=0 (u=0,1,...),
P
(10) im »a, =1.
#0020

Wenn £, und £, der Matrix A’ entsprechen, so hat man £ = £,
& = £y o1 M
1 fir v =0, )
I T o £,,=0 fir p>-—1.
Es gilt also
Hrrrssarz 2. Hs sei A eine normale Matriz fir die (1) gilt. Die not-
wendigen und hmrewhenden Bedingwngen dafir, daff aus der A-Sum-

mierbarkeit der Reihe Za, die A-Summierbarkeit der Reihe 2, a, folgt, sind:

1'. Bs existiert im Zam £y = u;

pr00 p=0

9'. es emistieren lim Z‘awf,,_l,m_l =ty (m=0,1,...)

p—ro0 y=0

3. es ewistiert eine reelle Zahl K, so daf

v‘zapy 1, 1 ,< K fir jedes p =0,1,

n=0 v=p

gilt.
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Sind 1'-8" erfillt und ist s’ = A— Y a,, so gilt unter (6)

v=1

(11) 4A-— Za = d (s +a0]1m2 ,‘,,)»]—2 ,‘(Za_“_ls ~S)

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daf fiir

jede A-summierbare Reihe }'a, die Relation

p=1
0 o
(12) A—Na =A4— Ea T a
=0 =t
gilt, sind 1’-3' mit (10) und .
(13) o =1, a;:O (e ==0,1,.%.).

Als einfache Folgerung erhélt man

HILrssATZ 3. Hs sei A eine normale Matriz, die (1) geniigt. Die Be-
dingungen 1-3 mit (9) des Hilfssatzes 2 bzw. 1'-3' mit (13) des Hilfssatzes 2
sind notwendig und hinreichend dafir, da,ﬁ

(14) lim Za @y =0

u-rc0

fiir jede A-summierbare Reihe Z’a,, baw. 2 L, gilt.

Beweis ist klar wegen

A— Za_hmZa, ,,H—aﬂ)_thZIa,ws-}—aﬂ,l )

p—>00 #0030

= A4— Za + lim Za,ﬂ,,a,ﬂ—aohm Za#,,

B0 5 [ Ynrs

SchluBfolgerung. Aus den Bedingungen 1'-3' mit (9) des Hilfs-
satzes 2 folgen die Bedingungen 1'-3' mit (13) des Hilfssatzes 2’ und
umgekehrt.

Bs folgt aus Hilfssatz 3 der 2

SATz 2. Bs gewiige die normale Matriz A der Bedingung (1) und 1-3
mit (9) des Hilfssatzes 2. Dann ist

v

“"
(15) ]imZalw Za,=0 (p=1,2,...)
H—>00 ;9 T=p+1
o0
fiir jede A-summierbare Reihe 3 a,. Die Bedingungen 1-3 mit (9) sind
»=0
notwendig dafiir, dap (15) fiir jede A-summierbare Reihe > a, gilt.
v=0
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Beweis. Nach Hilfssatz 3 ist die Behauptung fiir p = 1 richtig,
Wenn sie fiir p richtig ist, so ist nach Hilfssatz 3, angewandt auf die

(=}
Reihe Y'a,, die, nach Hilfssatz 2, A-summierbar ist,

p=p

“
(16) lim 3 a0 = 0.
=00 779

Man bestétigt also die Behauptung fiir p-4-1, indem man (15) und (16)
addiert.

Aus dem Satz 2 folgt die Notwendigkeit des Kriteriums von Cauchy
fiir die Konvergenz einer Reihe, wenn man statt 4 die Binheitsmatrix B
wihlt. Daher liegt die Vermutung nahe, daB (15) fiir die A-Summierbarkeit

von ) a, auch hinreichend ist, falls 4 die genannten Bedingungen erfiillt.
»=0

Die Frage nach der Richtigkeit dieser Vermutung igt noch offen.
Wenn die Matrix 4 regulir ist, und wenn

17 lim§, =1,

1—00 >0

limég,, =0

o (p=20,1,...)

gilt, so reduzieren sich die Bedingungen 1-3 bzw. 1'-3' der Hilfssétze 2

bzw. 2" auf 3 bzw. auf 3', und es sind dann (9) bzw. (13) erfiillt. In diesem

Tall folgt 3’ aus 3 und umgekehrt. So folgt anch (15) nur aus 3 und (17).
Als Anwendung betrachten wir die (C, k)-Methode. Mazur hat be-

wiesen, daf fiir sie (17) gilt. Die Bedingung 3 des Hilfssatzes 2 ist nun

N—ptl

L (et R\ (P T—p—
'(p;:i.)g(”,,, )2 (—1) (v) (7’ lc—-/{ v)

< K

a0

und ist wegen
]‘N_,_u-lvl

(_1)1-(76) (p—{—k—-/n—v) 0

i y k—1

v=0
.

erfilllt. Also ist (C, k)— Yo, = (0, k)— Y'a,+a,. Aus dem Satz 2 folgt
=0 p=1

gofort die bekannte Tatsache: fiir jede (C, k)-summierbare Reithe )a,
we=()
gilt (C, k)-lima, = 0.

»—>00

Die direkte Anwendung des Hilfssatzes 2 ist schwierig, da er not-
wendige Bedingungen enthilt. Es wire niitzlich einfache hinreichende
Bedingungen zu finden, die die Erfillung der Forderungen 1-3, oder
wenigstens einige von ihnen garantieren. Binen solchen Fall gibt

icm
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SATz 3. Wenn die normale Matriz A den Bedingungen

(18) ) . E;zm = P(m) E,,_]’p(m) ('lj, m = 0, 1, .- )
gendigt, wobet
(19) p(m) 2 m—1

eine natiirliche Zahl ist, so erfillt sie die Bedingung 2 des Hilfssatzes 2
mit @, =0 (m=0,1,...).
Beweis. Aug (18) und (19) folgt, daB

“ #
L
Oym = 2 @y, 1 b = P(m) 2 @y 1,121, 50m)
y="m

y="M
P
= P(m) @y1,0m1 €0, ppm)
p=p(m) +1
o P(m) fir p(m)=p-—1,
=Pm) D ¢rnbom =1 L
»=p(n) p(m) # pu—1,

da doch &, = 0 ist fiir 4 < v laut der Definition von £,,. Es ist also

ay, = limeg,, =0 (m=10,1,...).
H—>00

Es gilt auch folgender
SATz 4. Wenn A den Bedingungen des Saizes 3 geniigt und falls

(20) Pm) <P (m=0,1,...),

.

wobei die ganzzahlige Funktion p(m) die Higenschaft hat, daf fir jedes
r=0,1,... der Wert r—1 in der Folge
(21) , P(0), p(1), ..., p(r)
hochstens s-mal vorkommt (s ist unabhdingig von r), so gewiigt A auch der
Bedingung 3 des Hilfssatzes 2.

Beweis. Die Bedingung 3 ist jetzt

» -1 \
IP(H) Z Ap_1,0 50000 : <K
n=0 r=p—1
oder, wegen (19),
» -1 i
D PwW Yty b | <E.
=0 v=2(x)

Nach der Definition von £, ist

71{11 . . —‘1 fiir p(u) =p-—1,
v=;‘—;(/;LJ p—1,7 S, D(p) 0 fir  plu) £p—1.
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In der Folge (21), wobei p anstatt r gesetzt ist, kommt der Wert
p—1 hochstens s-mal vor. Nach (20) ist

» p-1
ZIP(/I) 2 ap-l’,,f,,,p(ﬂ)! < P-s.

n=0 =)

Es sei bemerkt, daB es ganzzahlige Funktionen gibt, die die Vor-
aussetzung fiir p(m) nicht erfiillen, obwohl (19) besteht. Betrachten wir
z. B. die Funktion f(n) = }(k+1)(k+2)—3, wobei k eindeutig aus den
Ungleichungen $k(k+1) <n+1 < }(k+1)(k+2) bestimmt wird. Es
sei s eine beliebige natiirliche Zahl. Dann kommt in der Folge (21) bei
7= }s+1)(s+2)—2 der Wert -1 = 3(s+1)(s-+2)—3 schon s+1-
-mal vor.

Als Anwendung der Satze 3 und 4 betrachten wir das (C, k)-Ver-
fahren. Nach Mazur (L. c.) hat man in diesem Falle

£,=1 und sz(-—l)”~ﬂ(k)(’u+k) fir = pu.

y— iz

Daraus folgt

(u+k) 1

i m—

a,=V_H¢fWM4, b Pim) =g, plm) =m—1,
p—1

womit die Bedingungen der Sitze 3 und 4 erfiillt sind.
Als eine andere Anwendung betrachten wir die allgemeinere, Nor-
lundsche (¥, p)-Summation. Man hat

P 10 0 o 0
ips P 1 0 o 0

-

£ — (_1)u—pP”‘ps P2 P

| Doepp Pomt Pompms Pympps oo Py

I3 »
fir v > p, &, =P, fir v = p und £, = 0 fir » < p, mit P, = 14+ 3'p,.
==l
Folglich ist

icm
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Die Bedingung (20) ergibt
(22) P /Pm| < P.

Unter der Bedingung (22) gelten die S#tze 3 und 4.

Die Bedingung (22) ist z. B. dann erfiillt, wenn die Folge Py /Pp_;
konvergiert. Indem man fiir (¥, p) beriicksichtigt, daB &, =1(»= 0,1, ...)

und auch, daB die Bedingung 1 des Hilfssatzes 2 erfilllt ist, schlieBt man,
daB unter (22) die Relationen

(N, p)— ) a,= (N, p)= D a,+ao,

»=0 r=1
N, p)— D a, = (N,p)— Y a,—a,
v=1 »=0

gelten, falls die rechte Seite einen Sinn hat.

Regu par la Rédaction le 27. 6. 1957
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