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Introduction. La tendance & généraliser qui caractérise les sciences
mathématiques contemporaines se manifeste, entre autres, par la créa-
tion de nombreuses théorieg non-catégorigues, telles que la théorie des
groupes, ’algébre de Boole, la théorie des treillis et beaucoup d’autres.

Chacune de ces théories générales, dont la plupart sont connues
depuis longtemps, posséde de nombreux modéles.

Etant donné un systéme d’axiomes d’une telle théorie générale, non-
-catégorique T, pour en obtenir le systéme d’axiomes d’une théorie
particuliére 7, (qui sera son modeéle), il fant ajouter & ce systéme quel-
ques axiomes nouveaux.

Ce sont les axiomes supplémentaires qui nous obligeront de rejeter
les autres modéles de la théorie générale 7, (c’est-A-dire ceux qui ne sont
pas les modeéles de la théorie 7).

Dans ce travail je vais considérer le probléme suivant:

PROBLEME 1. Trouver une théorie générale G, ayant pour modéles:
G, — la géomélrie projective, G, — la géométrie affine, Q — la géométrie
de Mobius, G, — la géoméirie de Laguerre et Q5 — la géoméirie de Lie M.

Evidemment on peut trouver de nombreuses et diverses solutions
de ce probléme. J’en donne ici une, celle qui me semble Ia plus simple el
la plus naturelle.

11 est clair que tous les théordmes de la théorie @, sont vérifiés dans
toutes les géométries G;. En outre, la théorie @, permet de comparer
toutes ces géométries et de trouver des rapports entre elles.

Aprés avoir résolu le probléme 1, on peut considérer

PROBLEME 2. Quels sont les axiomes qu'il faut ajouter au systéme &’axvio-
mes de la théorie (7, pour obtenir celui de la géométrie G; (0w =1, 2,3, 4, 5)9

Je ne donne ici la solution du probléme 2 que pour ¢ =1 et i = 2,
c’est-a-dire pour la géométrie projective et la géométrie affine.

* Les théses de ce travail ont été publides dans [11].
(*) Toutes cos géométries sont étudides dans [2]. . [
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La question de déeider si I'une des deux solutions du probléme 1
est meilleure que 1'autre est absolument relative, et on peut, dans ce but,
choisir différents critéres. J'essaye ici de construire une théorie @, qui
gerait 1o plus petite théorie contenant les géométries @,-G;, en ce sens
que les axiomes supplémentaires, distinguant les géométries particulidres,
soient les moins nombreux.

Il me semble que 'une des plus Delles solutions du probléme sera
une théorie G, — pareille gous quelque rapport i la géométrie atfine 3 »
dimensions. 11 #’agit d'un trait caractéristique de celle-ci, &4 savoir:

La géométrie affine & » dimensions est une théorie non-catégorique
T, dont les modeéles particuliers sont: 7, — la géométrie affine & une di-
mengion, 7, — la géométrie affine & deux dimensions, ete. Pour déduire
du systdme d’axiomes de la théorie 7, (géométrie affine & » dimensions)
celui de la théorie 7, (géométrie affine & une dimension) il est nécessaire
et suffisant d’ajouter un seul axiome disant que » = 1. Le systéme d’axio-
mes de la théorie 7, complété par cet axiome est déjh catégorique, c’est-
-a-dire quil n’a qu’un seul modéle: la géométrie atfine 4 une dimension.
Ce mode de procéder ne change pas dans le cas de la géométrie & deux
dimensions, & trois dimensions, et dans toutes les autres. ¥l suffit de rem-
placer ’axiome supplémentaire ,,» = 1" par Paxiome ,n = 2", ,n = 3”
ete. Done, on peut dire que la géométrie affine & n dimensions est une
théorie générale avec un parameétre n, théorie qui, pour chaque valeur
du paramétre, posséde un geul modéle.

J'al essayé de construire une théorie @, ayant des propriétés pareil-
les, c’est-b-dire une théorie avec des paramétres numériques, qu’il suffit
de fixer pour qu’elle devienne catégorique(?).

Dans ce cas tous les axiomes supplémentaires (dont on a parlé dans
le probléme 2) auront la forme suivante: m = 3, p = 2 ete.

Je n’y ai pas réussi complétement. La-théorie @, exposée dans ce tra-
vail est une théorie & trois parameétres m, p, ¢. Pour en déduire la théorie
G (ol 2 =1,2,3,4,5) il est nécegsaire de fixer les paramétres, mais
ceci ne suffit pas et il faut ajouter encore d’autres axiomes. Par exemple,
8l aux axiomes de la théorie @, on ajoute les axiomes: m =4, p =1,
¢ = 0, on ne peut démontrer que tous les axiomes d’incidence de la géo-
métrie affine & trois dimensions. Cependant pour obtenir tout lo systéme
d’axiomes (catégorique) de cette géométrie il faut encore a]outcr les
axiomes d’ordre, de continuité et de parallélisme.

(%) Chacune des théories obtenues en fixant les paramdtres ne doit dtre caté-
gorique que dans un certain sens du mot, notamment: deux modéles quelconques
ne doivent 8tre isomorphes que par rapport & certaines notions géométriques. Par
rapport auxquelles, on 'expliquera dans la suite de ce travail.
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Or, on peut encore poser une question:

ProBLEME 3. Peut-on rétrécir la théom Gy (fludide dans ce tmwml)
en ajoutant de nouveaux axiomes communs & toutes les géométries G;, de
maniére qu'il sott possible, en fizant respeetivemmt les paramétres, de dé-
monirer tous les axiomes de la géoméirie G; (pour ¢ =1,2,3,4,5)%

La solution de ce dernier probléme ne me semble point facile, mais
je crois qu’elle est possible.

Aingi modifiée, la théorie ¢, sera une géométrie universelle et elle
permettra non seulement de comparer toutes les géométries G, mais
aussi de créer de nouvelles géométries (pour différentes valeurs des pa-
rameétres).

La comparaison des géométries particulidres, en s’appuyant sur
la théorie @, est possible méme sans la modification proposée dans le
probléme 3. On peut, par exemple, aisément expliquer le fait qu’une
gerbe de plans en géométrie affine & trois’ dimensions satisfait & tous les
axiomes d’incidence de la géométrie projective & deux dimensions.

Dans le §6 nous établirons des théorémes concernant ce rapport
et beaucoup d’autres. :

-La théorie @, exposée dans ce travail est caractérisée par un petit
nombre d’axiomes et de notions primitives. Notamment: les notions pri-
mitives sont les deux ensembles X et Y et la relation ~, dont le domaine
est Pengemble X et lantidomaine — 1’ensemble Y. Le systéme d’axio-
mes ne contient que trois axiomes et les définitions nécessaires pour
définir les notions secondaires (employées dans 1’énoncé de ces axiomes).

Dans le § 1 de ce travail j'expose le systéme d’axiomes de la théorie
Golm, v, q), c’est-a-dire la théorie G, avec les paramétres m, p, ¢. Ensuite,
dans le § 2 j’indique les modeéles géométriques de la théorie G, correspon-
dant aux valeurs particuliéres des paramétres m,p,q. Dans les §§3
et 4 je développe la théorie Gy(m, p, ¢) en m’appuyant sur les axiomes
admis dans le §1 et j’y construis un treillis.

Dans le § 5, je déduis des axiomes de la théorie &,(n-1,0, 0)
presque (2) tous les axiomes d’incidence de la géométrie projective & n di-
mensions, et je montre que mes axiomes forment un systéme ipso-dual.
C’est d’ailleurs, un systéme pareil & celui de M. Esser (*).

On vérifie aussi aisément que tous les axiomes d’incidence de la
géométrie affine &4 n dimensions résultent de la théorie §,(n+1,1, 0).

(3) Cf. le renvoi (25).

(4) Cf. [8]. Il est & remarquer que le systéme d’axiomes donné ici résulte de celui
de M. Esser. Un de mes axiomes (Aj(n-1, 0, 0)) est méme démontré dans le travail
cité de M. Esser [6], comme théoréme V.
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Dans le §6 je m’occupe des rapports entre les modéles particuliers
de la théorie @,. Enfin, dans le § 7 je démontre I'indépendance des axio-
mes de cette théorie.

§ 1. Le systéme d’axiomes de la théorie @,. Soient deux ensembles
X et Y. Pour simplifier I’écriture nous emploicrons toujours la lettre »
pour désigner un élément de ’ensemble X, et y pour désigner un élément
de Pensemble ¥ (avec différents indices pour les distinguer). C’est pour-
quoi nous n’aurons pas besoin de signaler chaque fois I'appartenance de
Pélément consideré & Pun des ensembles X, Y. )

Les ensembles X et ¥ ne doivent pas &tre disjoints, ils peuvent
méme &tre coincidents (par exemple dans la géoméirie de Lie).

La troisiéme notion primitive est une relation binaire dont le domaine
est engemble X et Pantidomaine — Y. Nous désignerons cette relation
par le signe ~ et nous lappellerons relation d’incidence. L’expression
@~y signifie: ,,# est incident avee ¥ ou ,@ et y sont incidents’ (%).

Pour simplifier les notations, nous écrivons @~(yi, ¥z, ..., ¥x), au
lien d’écrire @~y;, B~Ys, ..., T~yr. D'une fagon analogue au lieu de
By~Y y By~ 5 .o vy By, NOUS berivons (wy, &y, ..., Bx)~y. Bnfin, au lien
de Bi~1y ooos Yoy o~ Way ooy Y0)y ooy B~ Yy ooy 42)y  DOUS  erivons
(@15 .00y Be)~ (Y15 -+, 4p). Sila condition z~y n’est pas remplie, on derit
LY.

DEFINITION 1.1a. Les éléments @, @,, ..., sont dits indépendants
lorsque pour chaque ¢ =1, 2,..., % il existie un y; tel que les conditions
(1) @y, : (2) X
sont remplies. Nous écrivons dans ce cas I(wy, ..., ).

Nous définissons d'une facon analogue lindépendance des éléments
Yay ooy Ynt

DiriverroN 1.1b. I(yy, ..., ¥x) signifie que pour chaque ¢ = 1,2, ..., k
il existe un élément z; tel que les econditions

Q) wmerys, (2)

ye~y;  pour

~Y;  powr § A
sont remplies.

On peut admettre que I’ensemble vide 0 satisfait aux couditions de
ces deux définitions, c’est-d-dire qu’on a 1(0).

S8i la condition I{(@,...,®) n'est pas remplie, nous disons que les
éléments w,, ..., 4, sont dépendants et nous éerivons D(y, ..., 4;). D'une

(%) Pour mieux comprendre nos considérations il sera trds utile de so servir
du modéle suivant: X = ensemble des points de l'espace & trois dimensions,
¥ = ensemble des plans, la relation @ ~ y désigne I'appartenance du point # au plan ¥.
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maniére analogue, D(yy, ..., ¥,) signifie que les éléments yq, ..., yx sont
dépendants, c'est-a-dive qu’ils ne sont pas indépendants.

DEFINITION 1.2. (@1, ..., %) S (¥y, ..., 4;) veub dire que les quatre
conditions suivantes sont remplies:
(1) I{wy, ..., @), (2) Iys, -5 1)
(4) pour % # 4, on a @y o Yy (°).

Nous disons dans ce cas que les ensembles @1y evey ) €6 Y1y -0ey Y1)
sont en relation s.

Avant de donner le systéme d’axiomes de la théorie @, il faut rappeler
que cefite théorie dépend des trois paramétres m, p, g. Les valeurs qu'ils
peuvent admettre sont toutes des nombres entiers remplissant les con-
ditions

(1) p=0, (2)

(3) (4, sy mk)"‘(yu s YD)y

g=0, (38) pt+qg<m.
Les axiomes de la théorie @y(m,p,q). Nous désignerons ces
axiomes par Aq(m, p, q), A, (m) et Ay(m, p, ¢), ou simplement: Ag, Ay, A,.
AXIOME Ay(m, p, g). Il existe des my, ..., %y, Yy, ..., Yq tels que
(@1, oy p) s (41, “ees Yg)

AXTOME A, (m). Soient k et | deur nombres entiers remplissant les con-
ditions
1) k=0, 2y 1>o0, 8) Ek+1=m.
Admettons que
(4) @1y @) 8 Uy -5 1), (B) @~ (91, -5 W),

Alors wy~yy,.

(6) (@1, -.) T)~Yo-

AXIOME Ay(m, p, q). Soient k et | deux nombres entiers remplissant
les conditions

1) k=p, 2y 1>=q, (3)  k+1< m.
Admettons que
(4) (1) ooy @) S W1y -0y 1)

Alors
1. il existe un ay,, tel que (@, ..., oy, Prg1) § (Y1, -0y Y1)
2. i existe un Yy tel que (@, ..., %) S (Y1, ..., Yis Yip1)
(%) La condition (4) n’est néeessaire que dans le cas ot les ensembles X et ¥

ont des éléments communs, c'est-d-dire ol il existe zie¥ (ou yieX), oar
les relations mi~xj et yi~y; n’ont de sens que dans ce cas.


GUEST


214 L. Dubikajtis

Ayant convenablement choisi les valeurs des paramétres m,p,q
on peut, en s’appuyant sur les axiomes A,, Ay, Ay, construire des frag-
ments assez considérables des géométries & n dimensions: projective,
affine, de Mobius, de Laguerre et de Lie.

§ 2. Les modgles de la théorie Gy(m, p, ¢). Nous allons maintenant
donner les voecabulaires d’interprétation pour les modéles particuliers
de la théorie G4(m, p, 9).

@, — la géométrie projective & n dimensions satisfait aux axiomes
de la théorie @,(n+1,0,0) ol
X = ensemble des points projectifs,

Y — engemble des hyperplans (c’est-d-dire des plans a »--1 dimensions)
projectifs,

z~y signifie que le point z est situé sur T’hyperplan y.

@, — la géométrie affine & n dimensions satisfait aux axiomes de la
théorie Gy(n+1,1,0) ot : :

X = ensemble des points,

Y = ensemble des hyperplans,

g~y signifie que le point @ est sibué sur Thyperplan. y.

@, — la géométrie de Mobius & »n dimensions. satisfait aux axiomes
de la théorie Go(n+2,2,0) ol
X — ensemble des points (dans Pespace de Mobius il existe outre les

points & distance finie, un point & Dinfini appartenant & toutes

les droites).

Y = ensemble contenant les hyperplans et les surfaces sphériques & n—1
dimensions.

@~y signifie que le point # est situé sur y.

@, — la, géométrie de Laguerre & n dimensions satisfait aux axiomes
de la théorie Gy(n+2,1,2) ol
X = engemble contenant leg points et les surfaces sphériques orientées (")

4 n—1 dimensions,

Y = ensemble des hyperplans orientés(”),

@~y signifie: (1) que 2 est un point situé swr Vhyperplan y, ou bien:
(2) que z est une surface sphérique tangente & Uhyperplan y et les
gens-de x et y sont les mémes.

Qs — la géométrie de Lie & n dimensions satisfait aux axiomes de la
théorie Go(n+3,2,2) ot

(") La notion de surface sphérique orientée et celle d’hyperplan orienté sont
les notions fondamentales de la géométrio de Lagucire; elles ont été définies par
W. Blaschke [2], p. 9-10.
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X = Y = ensemble contenant les points, les hyperplans orientés et les
surfaces sphériques orientées & n—1 dimensions (dans lespace de
Mébius).

o~y signifie: (1) que # est un point situé sur y, ou bien: (2) que x et y
sont tangentes et ont méme sens, ou enfin: (3) que x et ¥ sont des
hyperplans paralléles ayant méme sens.

Nous laissons au lecteur la vérification du fait que les axiomes A,,

A, et A, sont vérifids dans toutes ces géométries.

§ 3. Les théorémes généraux de la théorie G,(m, p, q). Dans ce
paragraphe nous développons la théorie G, en y introduisant la notion
d’ensembles & m éléments satisfaisant & certaines conditions, ensembles
appelés simplexes, et une relation du type d’une équivalence ayant lieu
entre les simplexes.

Ensuite nous allons considérer les classes d’abstraction des simplexes
par rapport & cette relation et dans le paragraphe suivant nous allons
démontrer qu’elles forment un treillis(®) & propriétés spécifiques.

DirFmNiTION 3.1a. Nous disons que @, dépend de (2, ..., %), si pour
chaque y la condition (@, ..., &)~y implique zy~y.

Nous définissons d’une maniére analogue la dépendance d'un élé-
ment y, de Pensemble (v, ..., ¥r):

DiFiniTIoN 8.1b. Nous disons que y, dépend de (v, ..., ¥x), si pour

ckague z 1 condition m~(yy, ..., yz) implique @~y ().

THEOREME 3.1a. 8i D(2y,...,), i existe une suile 4,%,...,%
extraite de la suite 1,2, ..., %, telle que

(1) I(mgyy @iy -y @) (2)  tout x; dépend de (@i, ..., Ty).

Démonstration. Des hypothéses du théoréme il résulte (d’apres
les définitions 1.1 et 3.1) qu'il existe parmi z,...,2; un élément z;
dépendant des autres. Aprés avoir rejeté cet élément nous aurons une suite
extraite @, ..., @y, Biyyy -0y @y, qui vérifie ou bien la conclusion
de notre théoréme, ou bien ses hypothéses. Dans le premier cas le théoréme
se trouve démontré, dans le second nous répétons le procédé précédent.
Chaque fois le nombre des éléments de cet ensemble diminue de un. Nous
devons obtenir ainsi un ensemble satisfaisant & la conclusion du théoréme
(cet ensemble peut méme &tre le (k+41)-iéme, c’est-a-dire ’ensemble vide).

(8) Dans cette note nous utiliserons la définition de treillis donnée par
G. Birkhoff [1], p. 16.

(%) En employant ces notions on pourrait simplifier la définition 1.1. En parti-
culier, I(ay, ..., xx) signifie qu'aucun des éléments x; ne dépend des autres.
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11 est clair qu’nn théoréme analogue sur les éléments de I’ensemble Y
est aussi vrai:

TetoREME 3.1b. 87 D(y1y ..., ¥s), il ewiste une swite iy, 4y, ...,7%
extratie de la suite 1,2, ..., k%, telle que

(1) I(fl/i17 Yigs + s y'iz)i (2)
Dirinirron 3.2. Nous appellerons simplexe tout ensemble & m élé-

ments Su= (@1, ..., Tr, Y1, ..., Y1) assujetti aux conditions suivantes:

W Ek>p, @) 1>q G htl=m, @) (@, .58 U, ..., 7).

Pour désigner les simplexes nous réserverons la lettre § avee différents
indices suserits (pour distinguer différents simplexes) et D’indice double
kl souscrit, désignant le nombre des éléments de ’ensemble X et ceux
de Pensemble Y contenus dans ce simplexe.
DEFINITION 3.3(”{)‘ Bi Sy =@y eees By Yyy oo 4 €6 8P Sho
= (Byy evey By Y1s -+, Y1), NOUS disons que
Sty < St
quand ils sont assujettis & la condition

tout y; dépend de (yq, ..., yy).

(%) (wlr"‘vwk)""(?/;’--'7?/;')-

De cefte définition résulte, en tenant compte de Ia définition 3.2,
le théoréme suivant:

THEOREME 3.2. Pour deuw simplewes quelconques Sy = (@ry vy 91)

7 7 ’ e . .
& Spp = (@1, ..., 4) lo condition Sy < S implique non seulement
la condition (x), mais aussi la condition
(#%)

(@1« oy @) 8 (Y15 +eey Y1)

DerINiTioN 3.4. Etant donnés deux simpléxes S et Szy nous disons
que

’
Su = S
_quanfi ils remplisgent en méme temps les deux conditions
’
Skl < Sk’l' et S]IMI < Slcl-

DiFvemoN 3.5, Pour indiquer que les deux simplexes Sy et S
re,,mphssent la condition 8 < Sk mais ne remplissent pag la condition
Sk < 8w, nous employons le symbole

S < S;c'l'-

(1) Pour mieux comprendre, il faut se rapporter & linterprétation donnée
dans le renvoi (5).
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Maintenant, nous allons établir des propriétés des notions introduites
par les définitions 3.3-3.5.
TREOREME 3.3. 8¢ Sy < Spry on 0 b < & (et par suite 1 =>1').

Démonstration. Supposons gque le théoréme ne soit pas vrai,
c'est-a-dire que Sy < Spp et en méme temps & > &'. Dans ce cas nous
pouvons écrire la condition (x) de la définition 3.3 sous la forme
(Z1y +evy Bary vy BR)~ Y1y -y Yp)- I est facile de voir que pour tout ¥,
incident avec (%, ..., ) les conditions de 1'axiome A, sont remplies:

1 k=0,
(4) @y, ooy ) 8 (?/;7 o

@) V=0,

(5) mk""(;’/; ’

(3) k"F“ll = m,

-;.’/l,')a ‘-'7.1/1")’ (6) (@1, ..., Tw)~Yo-

Done la condition (wy, ..., Zp)~y, implique zp~y, c'est-a-dire z;, dépend
de (@, ..., ), ce qui est incompatible avec ’hypothése de I'indépendance
des éléments (@y, ..., Bpey « 0y Tp)e

De ce théoréme on coneclut immédiatement

THHORAME 3.4. 8§ Sy~ 8pp on a b =% (done ousss 1 =1').

THEOREME 3.5. k dlant égal & %', la condition Sy << Spw implique
S == S;tl

Démonstration. Ayant posé Sy = (T1,..., %, Y1y.--» Y1) &b
Sy = (1, vy Bty Y1y -+, Yr) ON voit aisément que les conditions de
Paxiome A, sont remplies par chacun des éléments =, . .., @y et par chacun

des Y1y -5 Y12
1)y k=0, 2 U=o, (8) E+lU=k+1=m,
(4) @1, ..., @) S (Y1, ---,yp) (aprés le théoréme 3.2),

Y1), (6)

Alors, pour chaque a; et y nous avons wj~y;, Aol (2, ...,®w)
~(Y1y ey Y1) Cest-d-dire Spp < Sy Done Sy =~ i

THEOREME 3.6. 8 Sy < Spr, on o k<&

Démonstration. Supposons que le théoréme ne soit pas vrai, ¢’est-
-A-dire que Sy < Sy et en méme temps % > &'. Ceci implique, en vertu
du théoréme 3.3 que k = &', donc d’aprés le théoréme 3.5 on a Sy =~ Spr,
ce qui est incompatible avee hypothése de notre théoréme.

La relation < est transitive:

(6) @~ (Y1, - (15 oo s Br)~Ys

THEOREME 3.7. &t Sy < Spp et 86 Spa < Spoaery 00 a Sy < S
Démonstration. Nous avons par hypothése

1
) Yrr)-

(ry oiny B~ (Yry oo Yp) €6 (@1, .o, )~y -
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On voit que pour tout x; et pour tout y;’ les conditions de I'axiome A

sont remplies: '

1) ¥ >0, @)1 >0, B) ¥+ =m,

(4) (9917 veey wllc') 8 (yi: cavy ?/ll'): (5) mi""(yl'7 ceey ?/l”): (6) <w1’7 oy ]Ic')"’%”

Alors pour tout ; et pour tout y;' nous avons w;~y,;’ ¢

0y ey Uy BON By < e v one (@
THEOREME 3.8. La relation ~ est une relation @équivalence.
Démonstration. Il g’agit de démontrer que ~ est une relation

symétrique, réflexive et transitive. En effet, la symétrie et la réflexivité

régultent des définitions 3.4 et 3.3 et la transitivité est une conséquenc(:

directe de la transitivité de la relation <C. ' ’

En nous apl?uyant sur le théoréme 3.8, nous pouvons former des
classes d’abstraction de la relation ~. On les désignera par la lettre grec-
que a: .

DErvIrioN 3.6. Pour un simplexe Sy ‘nous désignerons par a(9,)
la classe de toms les simplexes Sy, remplissant la condition S, o~ Sher-

Si Sy = (B, -..s By Y1, .., ), DOUS POUVODS berire af(m, ..., 1)) au lieu
do a(Sy). '

‘ -Pour ab:.réger, nous écrivons, parfois oy ou méme a, avec différents
indices suserits, au lieu d’écrire a«(Sy).

On vérifie aisément que les relations < et < peuvent &tre définies
pour classes d’abstraction, car on peut démontrer le théoréme suivant:
_ TfoREME 3.9. 8i Suea(Sy) e Sprea(Sp), lo condition Sy < Spy
impligue Sy << By b o condition 8 < Sy implique Sy < Sh. )

Nous pouvons donc donner les définitions suivantes:

DEFINITION 3.7, a(8)) < a(8yy) signifie que S8y < Spyp.

DErmNITioN 3.8 a(Sy) < a(8yy) signifie que Sy < 8.

En g’appuyant sur ces définitions, on peut aisément étendre les
théorémes 3.2, 3.3 et 3.4 aux classes d’absiraction:

THEOREME 3.10.
1° La condition oy = oy, smplique k =&’ e [ = 1.
2° La condition oy <5 oy implique b <& el 121,
8° La condition ay < ayy tmplique k < &' ot 1> 1.

" jzliﬁnmm 311. Les conditions oy < opq ob k= K

TegoriME 8.12. 8 a << a' e o <o, on 0 o < o',

Maintenant, nous allons prouver

mpliquent
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THROREME 3.13. L’ensemble de toutes les classes d’absiraction o est
partiellement ordonné(*t) par la relation <.

Démonstration. Il s'agit de démontrer que < est une relation
réflexive, transitive et antisymétrique(*?). En effet:

1. La relation est réflexive, car pour chaque a(S);) on a (en vertu
des définitions 3.3 et 3.2) Sy < 8y, Aol suit a < a

9. La relation o < o est transitive en vertu du théoréme 3.12.

3. Les conditions a(8)) < a(Syy) eb a(Syy) < a(Sy) impliquent
8 < By et Spp < 8y. On en conclut que Sy = 84y, done a(Sy)
= a(8yy). Par conséquent la relation est antisymétrigue.

Afin  @illustrer les considérations précédentes nous examinerons
le réle des classes d’abstraction ay dans le moddle de la géométrie pro-
jective Go(n--1, 0, 0). IL est facile de voir qu’s chaque classe d’abstraction
am = a((Bry e Bry Y1y o oey yy)) correspond ici un plan & k—1 dimensions,
celui qui est déterminé par & points indépendants i, ..., e gitués sur
ce plan. Ce plan peut aussi &tre considéré comme déterminé par I hyper-
plans indépendants ¥y, ..., 2 Passant par ce plan. En particulier, & la
clagse d’abstraction ay, = a(@y, 41, -+-s y.n)) correspond un point (z)
ot & 1a classe d’abstraction oy = a((#1, ..., T, ¥:)) U0 plan & n—1 dimen-
sions (v,). La relation ay < o Signifie ici que le plan oy est situé sur
le plan ay;p-

Dans les autres modeles géométriques de la théorie &, nous aunrons
une interprétation des classes d’abstraction et de la relation < pareille
4 celle qui & été donnée plus haut. (’est la raison pour la-quelle nous intro-
duirons la notion de variété (définition 3.9) et celle d’inclusion des va-
riétés (définition 3.10).

DiprNTTIoN 3.9. 1. Si p = ¢ = 0, nous appelons variété toute classe
d'abstraction ay, en particulier la classe d’abstraction ayn est appelée
variété wulle, et ayy — variété universelle.

2. 8i p # 0,1 0’y a pas de classe d’abstraction ay,; dans ce cas nous
ajoutons & l'ensemble des variétés, outre les clesses d’abstraction, un
objet supplémentaire unique, désigné par ogm qui est supposé satisfaire
4 1o relation agm < azg pour tous les ap.

3. 8i g # 0, il 0’y a pas de classe d’abstraction a,; dans ce cas nous
ajoutons & Vensemble des variétés, outre les classes d’abstraction, un

(1) Nous avons adopté ici la notion densemble partiellement ordonné d’aprés
[8], p. 171, et aussi d’aprés [1], p-1 (partially ordered set). Dans [4] (p- 2-3) on
emploie dans ce sens le terme ensemble ordonnd.

(12) Le terme antisyméirique est employé iei au méme sens que dans [4], p- 2,
cest-a-dire la relation < est antisymétrigue si et seulement i les conditions a < o’
ot o' < a impliquent 1'égalité « = a’.
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objet supplémenta;ire unique, désigné par a,,, qui est supposé satisfaire
4 la relation gy << ayy pour tous les oy.

4. Dans tous ces cas nous désignerons ’ensemble de toutes les va-
riétés par V(m, p, q) ou simplement par V.

Remarque. 11 est facile de vérifier que, dans le cas ol leg classes
d’abstraction ay, oun a, existent, elles satisfont aussi aux conditiong
Agn < azg 6 gy < oy pour toute variété ay.

Done, en nous appuyant sur la définition 3.9 nous avons

THEOREME 3.14. Pour toute variélé wy on ¢ opy < gy << dimg.

Dirinirron 3.10. 8i les variétés o ot o’ sont en relation a < o/, nous
disons que o' contient a ou que la variété a est contenue dans o'.

THEOREME 3.15. Dans Pensemble de toutes les varidiés V il y a une
el une seule variété nulle ainsi qu'une et une seule variété universelle.

Démonstration. Nous n’établirons le théoréme que pour la va-
riété nulle, car la démonstration dans le second cas est analogue.

L’existence de la variété nulle egt assurée par la définition 3.9. Si
deux variétés nulles distinetes agy, 6t ag, existaient, elles devraient
(@aprés le théoréme 3.14) remplir la condition g, < aom ot en méme
temps la condition agp, < ayy. Done nous aurions Gom, == Gy -

On peut aisément vérifier que tous les théorémes: 3.10-3.13, concer-
nant les classes d’abstraction se rapportent & toutes les variétés (méme
a la variété nulle et universelle).

On peut done conclure des théorémes 3.10 et 3.14:

TuiorBME 3.16. Toute suite ascendante de variétés
<a' <.

. < a/ < all
est une suite finie qui ne contient pas plus de m--1 éléments (13).

§ 4. Le treillis des variétés. Dans ce paragraphe nous démontrerons
que Pengsemble de toutes les variétés avec la variété nulle et la variété
universelle forment un treillis; c¢’est pourquoi nous avons adjoint ces
deux variétés dans le cas ou elles n’existaient pas comme clagses d’ab-
straction. .

Dans toutes les considérations de ce paragraphe nows nous bornerons
& étudier la théorie @, assujettic aux conditions supplémentaires:

ConprmioN Cy. p <2 e ¢ < 2.

JONDITION C'y. Les ensembles X et Y sont disjoints (14).

(%) Le nombre d’éléments de cette snite dans V (m, P, ¢) N6 SUrpasse Pas noun
plus le nombre m— (p+ ¢)+ 8, car d’aprés les définitions 3.2, 3.6 ot 3. 9, los variétés

n'ont pour indices que les couples <0, my, p,m—pd>, <{p+l,m—p—1>,...,

{m—g, . <m, 0).
(1) C, permet de rejeter la condition (4) dans la définition 1.2.
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Ces deux conditions nous permettront de démontrer les théordmes
de ce paragraphe, maig d’autre part elles réduisent le nombre des modéles
de cette théorie, de sorte que le modéle @; (géométrie de Lie) est exclu.

Pour prouver que P’ensemble V' forme bien un treillis il faut démon-
trer

1° que l'engemble V est partiellement ordonné par la relation <,

2° que pour deux variétés quelconques ils existent dans V leur union
et leur intersection ef sont assujetties aux définitions suivantes:

DirrntaronN 4.1, Nous appelons union de o' et o' la plus petite va-
riété contenant les variétés o’ et o' et nous la désignons par o v’

Plus préeisément, o = o' v o'’ signifie que les trois conditions suivan-
tes sont remplies:

1) d<a
(3) sia <<a" et o’ Cayonaaga.

- DEFINITION 4.2. Nous appelons intersestion de o' et o’ la plus grande
variété contenue dans les variétés o' et o, et nous la désignons par
a' ~a’

Plus précisément, o = o' ~ o'’ gignifie que les trois conditions suivan-
tes sont remplies:

(1) a<d, (2) a<a
(8) sa”<a et <a'oma o <a.

La premiére condition pour que V forme un treillis est remplie en
vertu du théoréme 3.13. Pour prouver la deuxiéme — I’existence de I'union
et de Pintersection — nous prouverons d’abord un théoréme auxiliaire:

THEOREME 4.1a. (1, ..., @y Yry s U) € (B 5 eey By 1y oevy Ypo)
étant deux simplexes, tout ensemble (xy, ..., 2y) extrait en vertu du théoréme
3.1 de Uensemble (), ..., @, %1 5 ...y Toe) & @it m0ins p bléments (cest-
-g-dire k = p).

Démonstration. D’aprés O il
et p = 2.

1. p = 0. Le théoréme est vrai en vertu du théoréme 3.1.

2. p = 1. Sile théoréme était faux, les éléments (zj, ..., %) comme
dépendant de ensemble vide (k = 0) seraient incidents avec tous les
éléments y, ce qui est en contradiction avec leur indépendance.

3. p = 2. Supposons que le théoréme ne soit pas vrai. Dans ce cas
ou bien & = 0 (ce cas a été considéré au point 2), ou bien & = 1. Mais, dans
ce dernier cas, z; — lunique =, est Pun des 7 ou des ' et tous les

suffit d’étudier les cas p = 0, p ==
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autres dépendent de lui, ce qui est en contradiction avee lindépendance
des (o, ..., mr) ot des (@), ..., Zp).

Le théoréme dual est évidemment aussi vrai:

THEOREME 4.1b. (L5, «evy Ty Yoy ooy Yi) € (B 5 ooy By Y1 5 o ney Ypto)
dtant deus simplewes, tout ensemble (Y1, ..., yy) extrail en vertu du théoréme
3.1 de Densemble (4y, cony Ypy Y3 s -y Yp) @ au MmOINS g Eléments (cest-a-
-dire 1 = q).

Maintenant mnous prouverons l'existence de Iunion et de linter-
section de deux variétés quelconques, en indiquant en méme temps la
méthode qui permet de les obtenir.

THEOREME 4.2,
En particulier:

Dunion des deux varidtés o' el o' existe toujours.

1) Dans le cas o o = agy, on & o' v a' =o' (8i o' = apy, on a
avad =d.)

2) Dans le cas ol o = apy, 00 @& &' v a” = tpg. (81 o' = ayy N @
aussi a’ v a'’ = dyy.)

ans le cas ol ont différenis de zéro est-a-dire
3) D l W KB U sont différents de Yest-d-dl
’ ’ ’ ’ ’ ” "o ’7 14 " ol .
a = (@, ey By Yiy ey Y1) @ @ = a((@ o, By gy e, Y1) mOUS
formerons Uensemble (2, ..., o) extrait en vertu du théovéme 8.1 de Densemble
(Byy oeey Bpey By - vy T 68 mous distinguerons deux ocas possibles:

3.1) il ewiste un ensemble (Yi,...,y) tel que (yy .oy @) 8 (Y1, ..oy Y1)
etl=m—F = ¢; alors nous poserons a’ v '’ = al(#y, ..., B, Y1, -+, ¥1) ()
ou

3.2) il nexiste pas, alors o' v a'’ = oy,

Démonstration. Dang notre théoréme nous avons donné la régle
permettant de former I'union de deux variétés. L’existence de 'union
est agsurée ici par la régle méme, mais il faut encore démontrer que V’union
aingi déterminée remplit bien lex conditions de la définition 4.1. La véri-
fication de ce fait ne présente auvcune difficulté dans les deux premiers
cas.

Dang le cas 3.1) on voit aussitét que o < a et o’ K a, car on a
(@1 +ens Tu)~(Yay .-, ¥1) b tout a; et tout ;' dépend de (24, ..., %),
AOU (], vy By~ (Yryveny Y1) 86 (@1 5 ovey Taor)~(Ys, -o., ¥). D’autre part
les conditions o <a”' = a{(®]", ..., B, Y1y .oey Ypu)) o6 @ Lo
IPHQUEnt (21, «vey By By 5 ovey Boe)~o(Ys g ovey Uprr)  AOU (g, «ony B}

101

~ ey Y Cest-dedire o << af',

(*%) Lexistence du simplexe (21, ..., @k, Y1, --- ¥1) €5t assurée par les conditions
admises dans le cas 3.1) et par le théoréme 4.1, en vertu duquel % > p.
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Enfin, dans le cas 3.2) la seule difficulté consiste & démontrer que
toute variété contenant o' et o’ est égale & an,. En effet, si o'’ remplit
les conditions o <o et o' <o et differe de an,, c'est-a-dire
o =@y, B, gy Y) O I =g, on 8 (@,..., @k, 0L,
v @)~ Yy AOU (@)~ Yh) et daprés O,
(@, .., me) 8 (3" ..., yp). Done daprés laxiome A, on a k-+1"' < m.
En tenant compte des propriétés des ensembles (wy,...,a%) eb
(..., yr) on voit quils satisfont aux conditions de Paxiome A,:
1) k=9p (d’aprés le théoréme 4.1),

@V =q @) EFV<m(®), (4) @y @) 80 i)

On peut donc compléter I’ensemble (3", ..., #;) pour obtenir I’ensemble
oo G, Wiy 957) tel Qe 3y erny 0) 3oy 0i) et
l=m—k =g, ce qui est en contradiction avec Phypothése 3.2).

De facon analogue on peut démontrer

THEOREME 4.3. L'iniersection de deun varidtés o' et o'’ existe toujours.
BEn particulier:

1) Dans le cas ol o' = gy 0% 6 &' ~a'” = a”. (81 0" = ape, 0N a
ana =ad.)

2) Dans le cas ol o' = Qun, 0N @& o' N a"’ = ag,. (81 &' = aym, on @
ausst o’ ~a'' = agy.)

3) Dans le cas o k', k", U, 1" sont différents de zéro, c’est-o-dire
@ =@, ey Ty Yy oeey Y1) O @ = af(@ ey Ty Y1y ee ey Y2))y MOUS
formerons Vensemble (Y, ..., y;) extrait en veriu du théoréme 3.1 de Pensemble
(Yiy coos Yiy Y1 s -+-3 Y1v) € mous distinguerons deux cas possibles:

3.1) 4l existe un ensemble (®y, ..., %) tel que (1, ..., T) 8 (Yyy ---y Y1)
et k =m—1 = p; alors nous poserons o' ~na'’ = a((ml, ey By Yyg e eny yl)).

3.2) il nlexiste pas; alors o' ~a'' = agpy-

Nous avons donc démontré

THEOREME 4.4. Les variéiés forment wn treillis.

Etudions maintenant les propriétés de ce treillis.

DErFNITION 4.3. On appelle module de la variété o le nombre %.
Le module est désigné par mod ay.

Au moyen de cette notion on peut formuler le théoréme 3.10 de la
maniére suivante:

(%) Plus strictement: la condition (3) de’axiome A, dit que k-+1'’’ < m, mais
puisque nous voulons obtenir ici un ensemble (@1, ..., ak, 3;" ...,y;,',:, —syy
remplissant les conditions (%1, ..., @) s (3;"",...,y;"") et k-+1=m, nous Pobtiendrons
méme dans le cas ol k41"’ = m (évidemment sans qu’il soit nécessaire d'utiliser
Paxiome A,). :
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THEOREME 4.5.

1° La condition a = o' implique moda = moda'.

2° La condition o < o' impligue moda < moda'.

3° La condition a < o' impligue mode < moda’.

Nous démontrerons un théoréme important qui se rapporte aux
modules des variétés.

THEOREME 4.6. 8¢ mod(a’ ~a’') =

p et m—mod(a'va”) =gq, on a

(%) mod (e’ ~a')+mod(a’ v a') = moda'4 moda’.

Démonstration. En vertu des hypothtses du théoréme, on peut
admettre que a =o' ~na" et a” = a va’ ol

’

= a((m{,

~ of(a}”,

’ ’ ’
y By Y1y v evy yl‘)):
e e rre
vey ey Yy ...,yl,,,)).

mk;?/l’-uaf‘./l))’ a

17 1t r 21
oy Ty Yy g eees Y a

a = a((mh tees

-
s

En g’appuyant sur les propriétés des treillis, on voit que a < o/ < a
et o < o < o', Or, Qaprés le théoréme 3.10 et la définition 8.9, on a les

inégalités p <k <K <K, 2K <K, <V < l’ <1 et
g <V <V <1 Il est évident que les ensembles (2, ..., 501;) et (yl, e )
remplissent les conditions de I'axiome A,, c’est-d-dire qu'on a
1) k=p, 2 Vx=q,
(8) kU LSEHV =m("), () (@1 ey @) S (Y15 -0y Y1)

Nous pouvons done compléter ’ensemble (2,...,%;) de facon
& obtenir (@4, ..., %k, gy ..oy o) 8 (Y1, ..or i) (0N K U = m). On
peut facilement vérifier que o(wy, ..., oy, Z 1y eees Ty Y1 - 5 Yp)) = o’
De la méme fagon on peut obtenir a((ml, ooy By By oeey By 1y oy Y1)
= (1

Aﬁn de construire g — Punion des variétés o et o’/ — nous

devrons former en vertu du théoréme 4.2 un ensemble extr.it de I’ensemble
(B1y eeey By Brpgny ooy By Bhoyyy -+ o3 Ta). L6 mombre d’éléments de ceb
ensemble est égal & &'’ (car o’ < o' = agnys). Nous aurons done I’inégalité
B kA (B —k) - (B —E), cest-d-dire

1) 45" B R

De fagon analogue nous complétons Lensemble (1", ..., %) de
maniére 4 obtenir la variété a(ml,. ,w}c',y{", ,q/{‘,f,yl,,,“, ,yl,))
=d et la vanété a((ml, A AL ,y,, ,%,,_H,... V) == a’’. En
extrayant de (31, ..., Ypm, Ty ity ey oy Yuegs oony Ypr) l’ens@mblo des

(*?) ©f. le renvoi (16).
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éléments indépendants pour obtenir la variété o = a’' ~ o'’y nous aurons
Pinégalité 11" + (U —1""") 4 (17 —1"""), est-a-dive 14 1" < U417, On peut
écrire cette inégalité sous la forme (m — k) +- (m — E") < (m—E)+ (m—K")
d’ont

(2) k—}— 4 2 k‘—f‘k/’.

L’égalité (x) résulte directement des inégalités (1) et (2).

Ayant supposé que p =0 et ¢ = 0, le treillis V est (en vertu des
théorémes 4.6 et 4.5, 3% wun treillis métrique (18), c’est-a-dire un treillis
tel qu'il existe une fonction numérique v(a) déterminée pour tout le treillis
V et vérifiant les conditions suivantes:

(1) o(a)+v(a)
(2) a<<a

=v(ava)+v(anda),
v(a) < w(d).

Dans le cas général le treillis ¥ n’est pas métrique, mais on pourrait
Pappeler par analogie treillis méirique affaibli.

Les théorémes de la théorie Go(m, p, ) considérés dans ce paragraphe
sont des théorémes vérifids dans tous les moddles de cette théorie assu-
jettis aux conditions C, et Cy; ce sont done des théorémes communs & tou-
tes les géométries: projective, affine, de Mobius et de Laguerre(1?). Les
notions auxquelles se rapportent ces théorémes sont, outre les notions

implique

" primitives (dont I'interprétation dans les géométries particuliéres est

donnée au § 2), celles de variété, d’inclusion des variétés et de leur mo-
dule. Toutes ces notions ont de simples interprétations dans tous les
modeéles décrits au § 2.

Nous ne nous oceuperons pas ici du réle de ces théorémes dans les
géométries particuliéres, mais il est & remarquer que dans toutes ces

‘géométries les treillis d'une certaine nature — ceux que nous avons appelés

treillis métriques affaiblis — jouent un réle important.

Le role des treillis dans les géométries projective et affine est connu
depuis longtemps(?®). Les treillis formés par des sphéres (telles que

V(n+2,2,0) — treillis dans la géométrie de Mobiug) sont déerits dans

[7] et [3].

Il est intéressant de noter que la géométne de Lie satisfait aussi
4 tous les théorémes de ce paragraphe. Cela suggére un nouveau pro-
bléme:

(1) Cf. [1] p. 74-76 et [4] p. 68-69.

() Le moddle @5 — la géométrie de Lie — satisfait aussi & ces théordmes,
inais nous avons exclu ce cas de nos considérations. (Pour rendre possibles les dé-
monstrations, nous avons admis les hypothéses supplémentaires C; et Cg, et Cs
n‘est pas vérifiée pour la géométrie de Lie).

() Cf. [1] et [4].

Annales Polonici Mathematici V. 15
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PROBLEME 4. Peut-on démontrer les théorémes de ce paragraphe sans
admetire los conditions supplémentaires C, et C, obligeant & rejeter le modéle
Qs (et bornant les paramélres p et ¢)% Si c'est impossible, quels changements
faut-il introduire dans la théorie G, pour que les théorémes de ce paragraphe
puissent dire démontrés méme dans le cas ot X = Y et dans le cas od p
et g surpassent 2%

§ 5. Les géométries projective et affine. La dualité et sa généra-
lisation. Dang les considérations relatives aux géométries projective et
affine nous pouvons nous appuyer sur tous leg théorésm_es dn Vpa,mgra,phe
précédent, car ces géométries (c’est-d-dire les moddles &, et &) remplis-
gent les conditions O, et C, qui y ont été admises.

Nous considérerons maintenant la théorie &y(n--1, 0, 0). D’abord,
il convient de remarquer que cette théorie n’a que deux axiomes (au lien
de trois), car axiome A,, dans le cas ol p = ¢ = 0, résulte des défini-
tions 1.1 et 1.2. (Il affirme que I’ensemble vide 0 remplit la condition
050).

)Comme nous I'avons déja remarqué, les variétés forment dans le cas
p = q = 0 un treillis métrique et, (d’aprés le théoréme 3.16) de longueur
finie — ec’est-a-dire tel que chaque suite ascendante de variétés est une
guite finie dont le nombre d’éléments ne surpasse pas un nombre fixe.
Nous introduisons ici pour des variétés particulidres une terminologie
conforme 2 leur sens géométrique dans le modéle Gy, c’est-d-dire dans la
géométrie projective.

DirFINITION b.1.

1° Toute variété ay, est dite poini.

9° Toute variété a5y @86 dite droite ou plan & une dimension.

3° Toute variété ap,1n—r OU L < k< n—1 est dite plan & & dimensions.

4° Toute variété a,, est dite hyperplan ou plan & n—1 dimensions.

5° La variété universelle (ay.1,) est dite espace.

Dans ce paragraphe nous omettrons souvent le deuxiéme indice
des variétés, c’est-d-dire nous écrirons a; au lien de axpyy_k-

Conformément & la terminologie admise dang la définition 5.1 nous
pouvons introduire la notion de dimension:

DEFINITION 5.2. Nous appelons dimension de la variété ay le nombre
k—1, c’est-d-dire moda—1, et nous le désignons par dim .

DaFiNITION 5.3. 8i a < o/, on peut dire non seulement o contient a,
ou o est contenu dans o', mais aussi, conformément 3 la définition 5.1 a
est situé sur o' ou o' passe par a, ou enfin a est situé dans o,

En g'appuyant sur la théorie des treillis, on peut facilement dé-
montrer
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THBOREME 5.1. Le freillis V(n+1,0,0) est un treillis projectif, ou la
géoméirie projective au sens employé dans [47¢*4.

Démonstration. Nous nous appuyerons sur quelques théorémes
de la théorie des treillis, que nous admettons ici sans démonstrations:

1) Un treillis est une géométrie projective si ot seulement $'il est um
treillis de longueur finie, modulaire et complémenté(®).

2) Un treillis métrique est modulaire et o fortiors semi-modulaire (*).

3) 8i dans un treillis semi-modulaire de longueur finie Uélément uni-
versel ost Vunion d'un nombre fini de points, ce treillis est complémenté (**).

Tenant compte de ce que le treillis ¥ (n-+1, 0, 0) est métrique et de
longueur finie, il suffit de démontrer que a, +1,0 €8t 'union des points.
I en est aingi, car d’aprés le théoréme 4.2

A1 == “((501, seny wn-l—l)) =dduadu.. v almth
ol aﬁl = a((wiy y:(li)y LR} yﬁ)))-

En g’appuyant sur la théorie des treillig géométriques, développée
dans [4], on peut facilement démontrer que le treillis appeld ,,géométrie
projective irréductible” satisfait & tous les axiomes d’incidence de Ia
géométrie projective comprise au sens classique de ce mot. Le treillis
appelé ,,géométrie projective les vérifie presque tous, sauf une partie
de I'axiome disant que sur chaque droite il y & au moins trois points (dite
condition de Fano).

En ne développant pas la théorie des treillis géométriques, nous dé-
montrerons ici que le treillis ¥(n-+1, 0, 0) vérifie bien tous les axiomes
d’incidence (excepté la condition de Fano) de la géométrie projective
classique (**).

Il sera d’abord commode de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 5.2. Pour tout nombre naturel & qui me surpasse pas n, les
trois conditions suivanies sont équivalentes: -

(1) On ne peut mener aucun plan & k—1 dimensions par k-+1 points
o = al(mi, y0 ..., YD) (ot i = 1,2, ..., &, k-+1).
(2)  I(®yy -y @) (8) dim(af? v oo ag_k'*‘l)) =k.

(#) La définition de la géométrie projective donnée dans [4], p. 282, différe
de celle donnée par G. Birkhoff [1], p. 116. Dans [4] on rejette une condition imyposée
par Birkhoff, dite condition de Fano. Un treillis remplissant de plus cette condition
est appelé dans [4] géoméirie projective irréductible (p. 206).

(22) Cf. [4], p. 283 (corollaire 1).

(8%) Cf. [4], p. 69 (théordme 2) et p.84 (définition de treillis semi-modulaire).

() Of. [1], p. 105 (théoréme 6).

(*%) Nous omettons la deuxidme partie de 'axiome classique: ,,Dans chaque
plan & % dimensions il existe k41 points distinets. Pour % = 1 il en existe méme
trois (au lieu de deux).”
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Démonstration. a) La condition (1) implique (2). Supposons que
la condition (1) soit remplie, mais que la condition (2) ne le soit pas,
c'est-a-dire D (wy, ..., Zpy,). D'aprés le théoréme 3.1, il existe un ensemble
(3, --y m;,) extrait de (@y,..., @p1), tel que s <k, I(mil,...,mis) ot
que chaque z; dépend de (wy,..., ;). Bn le complétant en 'Vertul de
laxiome A,, nous obtiendrons le simplexe Sy == (T, ..., &y, 25,
ey @y Y1y «oey Ynprok). OB voit immédiatement que Dlexistence de la
variété oy = a(Sw) est en contradiction avee la condition (1).

b) La condition (2) implique (3). Pour le démontrer, il suffit de s’ap-
puyer plusieurs fois sur le théoréme 4.2.

¢) La condition (3) implique (1). Dans le cag (:(mt‘mi}'u, la condition (3)
impliquerait Dexistence de la variété ap.; = o’ v ol ... v of, o
la négation de la condition (1) entrainerait lexistence d’une varidté o
telle que oy < ar, ¢6 qui est en contradiction avec le théordme 3.10.

Nous prouverons maintenant les théorémes 5.3-5.8. Ces théorémes
forment le systéme d’axiomes d’incidence de la géométrie projective ol
la condition de Fano a été rejetée (dans le théordme 5.4).

THEOREME 5.3. Pour fout nombre naturel k satisfaisant & 1inégalité
1<k <n—1, il existe k-2 points qui ne sont pas situés dans un plan
& k dimensions.

Démonstration. De 'axiome A, résulte Pexigtence d’un ensemble
(@19 -+ -y Trys) Bl que (@, ..., Bpys) 8 0, done (puisque dans le théoréme 5.2
la condition (2) implique la condition (1)) on voit que par les points
o = af(@, ¥ ..., 9) (o 4 =1,2,...,k+1) il ne passe aucun plan
& & dimensions. (L’exigtence de ces points est assurée par 'axiome A,).

THEOREME 5.4. Le nombre naturel & satisfaisant & Dinégalité 1 <k
< n—1, il existe k-+1 points distincis sur chaque plan & %k dimensions.

Démonstration. On voit aussitét que dans chaque plan Uoy1
=a{{®@, o, By Y1y ¥ns) i1y & k-1 points distinets of) =
= af(@;, ¥, ..., y), dont lexistence est assurée par I'axiome A,.

THEORIME 5.5. 8i 1 <k < n—1, on peut mener un plan & % dimen-
stons par k1 points quelcongues of) = a((m, 4, ..., yi).

Démonstration. Oonsidérons les points ofY), ..., af*) et 1le
point of). Evidemment la condition I (@, ..., @1, 1) nest pas remplie,
car o, dépend de (@y, ..., ). Or, Qaprés le théoréme 5.2, il existe un
plan & k& dimensions passant par les points oy, ..., af*9, of,

THEOREME 5.6. a) Par deux poinis distincts il ne passe quune droite.

b) Le nombre k satisfaisant & Vinégalité 2 <k < n—1, par k+1

points quelconques qui ne sont pas situés dans un plan & k—1 dimensions
on ne peut mener qu'un plan & k dimensions.
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Démonstration. a) Supposons, an contraire, qu’il y ait deux
droites distinetes a, et ;" passant par les deux points distinets a et a;’.
L'intersection a, ~ o)’ = a;, vérifie évidemment I’inclusion o <o < a
d'olt 1 <k <2 La premiére des deux possibilités: & =1, implique,
en vertu du théoréme 3.11 et en tenant compte des inclusions o < a,
et o < ap, que g = o, = af, ce qui est en contradiction avee 1'inégalité
o # 0. La deuxiéme possibilité: % — 2, implique, en vertu des inclu-
sions o <o eb o <o (éprés le théoréme 3.11), que oy = o, = g5,
ce qui est en contradiction avec Iinégalité af s o .

b) On conclut de Ihypothése (d’aprés le théoréme 5.2) que ofd w oo
Voovdft) =g, T1 en résulte que chaque plan az,, contenant ofY,

.., ofY contient augsi 41, d’0U, en vertu du théoréme 3.11, on a o,
= Opyq-

TEROREME 5.7. Pour que ay,, < oy il suffit qu'il existe k-1 points
al, ..., o, situés en mime lemps dans ., et dans o, qui ne soient
contenus dans aucun plan & k—1 dimensions.

Démonstration. Le théoréme est vrai puisque, comme on peut
facilement le vérifier, on a ay,; = afdw...uof+) < g,

TifoREME 5.8. i k' + %' —n =& > 0, quels que soient oy, , et Qo1 3
il ewisle un plan oy, tel que ay,y < ajoy, 6 Uy K oy

Démonstration. Du théoréme 3.14 résulte que Aoy 1\ Wy K gy
done mod(a’v a”) < m+1. On en conclut, en vertu du théorsme 4.6,
que mod(a'na”) = (K +1)+ (k" +1) — mod(a'wa”) =& +k" + 1—m,
c’est-d-dire mod(a'~a") > k1. Or, on peut aisément démontrer V’exi-
stence d'un plan o, situé dans le plan o' ~a”.

En démontrant les théorémes 5.3-5.8, nous avons prouvé que les
axiomes d’incidence de la géométrie projective (sauf la condition de
Fano (*)) résultent des axiomes de la théorie Go(n+1, 0, 0).

Nous pouvons donc considérer les axiomes Ai(n+1) et Ay(n+1,0,0)
comme le systéme d’axiomes d’incidence de la géométrie projective (la
condition de Fano en étant écartée).

Nous avons dit dans lintroduction que les axiomes de la théorie
Go(n+1,0,0) forment un systéme ipso-dual. Nous préciserons mainte-
nant le gsens de ce terme.

Un théoréme de la théorie @, étant énoncé sans faire usage des no-
tions définies, on peut y remplacer partout ensemble X par Y et inver-
sement ¥ par X, en y remplacant en méme temps la relation ~ par la

(%) Pour prouver que la condition de Fano ne résulte pas de nos axiomes, il
suffit de considérer le modale Mnp1 déerit dans le § 7. Ce modsdle satisfait aux axiomes
de la théorie @,(n<4-1, 0, 0), mais il ne satistait pas & la condition de Fano.
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relation inverse (~~"). On obtiendra ainsi un nouveau théordme — appelé
théoréme dual du précédent.

On dit qu'une théorie est ipso-duale par rapport aux couples de
notions (X, ¥> et (~,~"", si pour chaque théordme de cette théorie,
le théoréme dual est aussi vrai. Le systéme d’axiomes d'une théorie egh
dit épso-dual si et seulement si tous les théorémes duals aux axiomes
appartiennent aussi & ce systéme d’axiomes.

Il est évident que si le systéme d’axiomes d’une théorie est ipso-
-dual, la théorie méme est aussi ipso-duale, mais non inversement. On
en conclut que la théorie §y(m, s, s) est ipso-duale (car dans ce cas gon
systéme d’axiomes est ipso-dual).

Etant donné une théorie ipso-duale, on peut toujours former gon
gystéme d’axiomes ipso-dual, en ajoutant au systéme d’axiomes les théo-
rémes duals; toutefois les axiomes ajoutés seront dépendants.

K. Menger a cherché un systéme ipso-dual d’axiomes indépendants
d’incidence pour la géométrie projective. Il a trouvé deux solutions diffé-
rentes de ce probléme: I'une pour la géométric plane et la seconde pour
la géométrie & trois dimensions. M. Hsger a généralisé ces résultats aux
géométries projectives de toutes dimensions(?).

I1 est évident que les axiomes A,(n--1) et Ag(n--1,0,0) forment
un gystéme ipso-dual d’axiomes d’incidence (excepté la condition de
Fano) commun aux géométries projectives de toutes dimensions.

I est & remarquer que la condition de Fano régulte des axiomes
de Menger, mais elle ne résulte pas des systémes d’Hsser ainsi que du
ndtre.

La théorie Gy(m, s, s) est ipso-duale méme par rapport & chaque
couple de variétés {ay, oy > et au couple de relations (<, ). En parti-
culier, la théorie Gy(n+1,0,0) est ipso-duale par rapport aux couples
de notions (point, hyperplan), (plan & % dimensions, plan & n—k—1
dimengions) pour k = 1,...,n—2 et {a esb situé sur o', o' passe par o).

Congidérons maintenant la géométrie affine & » dimensions, qui
est un modele de la théorie G4(n-+1,1,0). On peut vérifier que tous
les axiomes d’incidence(*®) de cette géométrie régulbent dos axiomes
Ay(n+1,1,0), Ay(n+1) ot Ay(n+1,1,0). On peut donc congidérer
Ay(n+1,1,0), A;(n+1) et Ay(n+1,1,0) comme lo gystome d’axiomes
d’incidence de la géométrie affine & n- dimensions.

Evidemment ce systéme n’est pas ipso-dual par rapport aux couples
(X, XY et {~,~7", car p #¢q. Dailleurs ceci ost impossible, car la
géométrie affine n’est pas ipso-duale.

(*) On trouvera ces solutions dans [9], [10] et [8].
(%) Cf. [5], p. 281-282.
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On voit pourtant que toute théorie @, est ipso-duale par rapport
aux couples (X, ¥}, {(~, ~7 et (p,qd. Dans ce seng, on peut dire
que notre systéme d’axiomes d'incidence de la géométrie affine (Ag, Ay, Ay)
est ipso-dual. Pour obtenir le théoréme dual & un théoréme de cette théorie
il faut non seulement remplacer X par ¥, ~ par ~~1 et vice versa, mais
aussi le nombre p =1 par ¢ =10 et ¢ = 0 par p = 1.

§ 6. Les rapports entre différents modéles de la théorie @, Dans
ce paragraphe nous établirons quelques théorémes généraux relatifs
aux correspondances entre les différents modeéles de la théorie §,. Le
plus intéressant de ces théorémes (6.1) me se laisse démontrer qu’aprés
avoir admis la condition supplémentaire C, — la méme quau §4:

ConDITION Op. X et Y sont disjoints.

DEFINITION 6.1.a On dit que la théorie @, est régulidre(™) par rapport
& Vensemble X, si elle remplit 1’axiome () supplémentaire:

AxXIOME Ag,. La condition D(my, ..., o) implique Vexistence de deus
nombres | parmi 1,2,..., %, tels que pour chacun deuz x; dépend de
(@yy eees Tj_yy Bppay +eey By)e

DepmvmiToN 6.1b. On dit que la théorie G, est régulitre par rapport
& Densemble ¥, si elle vérifie axiome supplémentaire:

AXIOME Ag,. La condition D(y,, ..., yi) implique Vewistence de deuws
nombres j parmi 1,2, ..., k, tels que pour chacun deuw y,; dépend de
(s oeor Y11y Yrgas o+ o5 Y- )

DErFmNiTIoN 6.2. 8i la théorie @, est régulidre en méme temps par
rapport & X et & ¥, on dit bridvement qulelle est régulicre.

Parmi les géométries considérées au § 2, les seules régulidres sont
les géométries projective, affine et de Mobius: Les géométries de Laguerre
et de Lie ne sont régulidres ni par rapport & X, ni par rapport & Y.

Nous prouverons maintenant un théoréme relatif aux modeéles des
théories régulidres par rapport & X.

THEOREME 6.1a. Soit M = (X, ¥, ~> un modéle de la théorie G,
(m, p, q) régulicre par rapport & Vensemble X, vérifiant Cy(31) et telle que .

(#) Le terme régulidre ost introduit pour indiguer que dans ce cas I’ensemble X
est homogéne dans un certain sens de ce mot. Au contraire, &i un modaéle n’est pas
régulier (ne satisfait pas & I'axiome As,), comme par exemple le modéle imf déorit
dans le paragraphe suivant, il y & dans ce modéle des éléments x ayant différentes
propriétés. '

() L’indépendance de cet axiome sera démontrée au § 7.

(*) La condition Cy ne restreint pas beaucoup d'utilité de ce théordme, car
P'unique exemple géométrique ne vérifiant pas cette condition — la géométrie de
Lie — n'est pas une théorie régulidre par rapport & X.
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p > 0. Nous distinguerons dans ce modéle, parmi les éléments satisfaisant
& Vamiome Ay, un élément x, et nous désignerons par ¥’ Uensemble de tous
les éléments (y) assujettis & lo condition my~y. Alors le nouvean modéle
M = (X, X', ~> est un modéle de la théorie Go(m—1,p—1, q).

Démonstration. La démonstration congiste & prouver que les
engembles X ef Y’ satisfont & tous les axiomes de la théorie Gy(m—1,
p—1,¢). Un coup d’oeil gur la forme de ces axiomes laisse voir qu’il suffit
dans ce but de prouver que la condition (g, @y, ..., #x) 8 (Y1, -.., Y1),
vérifide par les éléments sy, o1, ..., T, Y1, ..., ¥ dansg le modele AN, est
équivalente & la condition (wy, ..., %x) 8 (Y1, ..., ¥y vérifide pur ley élé-
ments @y, ..., Tpy Y1, .-, ¥ dang le modele M. Congidérant les condi-
tions particuliéres de la définition 1.2, on voit que les conditions (2) et (3)
sont équivalentes dans tous les deux modéles — en vertu de la définition
de M’ et la condition (4) — en vertu de C,.

11 suffit done de prouver 1'équivalence de la condition (1) dans ces
deux modéles, c¢’est-a-dire de démontrer que la condition I(xzy, 2, ..., @)

remplie dans 9N est équivalente & la condition I(y,...,%;) remplie
dans M.

En effet: 1) La condition I(zy, 2, ..., &) implique que pour chaque
z; (ot 4 =1,..., k) il existe un y; tel que we~y; et (21, ..., ¥y1, B,

vevy Bp)~y; TS By, Done, nous avons I(z,, ..., ;) dans le modéle N,

2) Au contraire, la condition D(wzy, #,, ..., z;) implique en vertu
de l'axiome Ay, lexistence de x; (ol 4 s 0), dépendant de (my, 2y, ...,
Dy_1y Byyyy ...y Bg). Done, pour chaque ye¥’ la condition (wy,...,w;,
Tiy1y+.0y Bp)~y implique x;~y et (xy,...,,) sont alors dépendants
dans le modéle N,

Evidemment le théoréme dual & 6.1a est aussi vrai et sa démonstra-
tion est analogue & celle du théoréme précédent.

TEROREME 6.1b. Soit M = (X, ¥, ~> un modéle de la théorie
Golm, p, q) régulitre par rapport & Vensemble Y, vérifiant O, et telle que
g > 0. Nous distinguerons dans ce modéle, parmi les éléments vérifiant
Damiome Ay, un élément y, et nous désignerons par X' Densemble de tous
les éléments (x) assujeitis & la condition m~y,. Alors le nouveau modéle
M’ = (X', X, ~) est un modéle de la théorie Go(m—1,p, ¢—1).

Nous considérerons quelques conséquences du théordme 6.1a, en te-
nant compte du fait que les géométries @, 6t Gy (du § 2) sont des modales
de la théorie @, régulitre par rapport 4 l'ensemble X.

ExEMPLE 1. 8i nous prenons pour M la géométrie affine & » dimen-
sions (qui est un moddle de la théorie Q,(n--1, 1, 0) régulidre par rapport
4 Yensemble X), en prenant pour ¥’ Pensemble des hyperplans passant par
un point fixé x,, nous obtiendrons un modale M’ de la théorie &g (n, 0,0).
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Remarque 1. On peut facilement vérifier que le modéle DM’ satisfait
non seulement aux axiomes d’incidence de la géométrie projective & n—1
dimensions (ce qui résulte du théoréme 6.1a), mais aussi & tous les autres
axiomes de cette géométrie(32).

ExEMPLE 2. Si nous prenons pour M la géométrie de Mobius & n di-
mengsions (un des modeles de G,(n+2, 2, 0)), en prenant pour ¥’ Ven-
semble des hyperplans et des surfaces sphériques passant par un point
fixé x,, nous obtiendrons un moddle M’ de la théorie Gy(n-+1,1,0).

Remarque 2. On peut facilement vérifier que le modele N sati-
sfait non seulement aux axiomes d’incidence de la géométrie affine & n
dimengions (comme modéle de §,(n+1,1,0)), mais aussi & tous les
autres axiomes de cette géométrie.

Les théories Gy(n+1,1, 0), ainsi que Gy(n+2,2,0) — ont (comme
théories non-catégoriques) de nombreux modéles dont un seul est la géo-
métrie convenable (&, ou G;). Il convient donc d’étudier de plus prés le
fait, signalé dans les remarques 1 et 2, que si nous prenons pour modéle D
une géométrie, nous obtenons un nouveau modéle M’ — qui est aussi
une géométrie (et non pas un autre modale de la théorie Gy(m—1, p—1, q)).
Ce fait suggére que les modéles géométriques différent par un trait eara-
ctéristique de tous les autres modéles de la théorie @,.

Cela laisse supposer qu’il existe d’autres axiomes (outre A,, A; et A,)
communs & toutes les géométries Gonsidérées, et respectés dans le modéle
M’ gl sont vérifiés dans le modele M. Cette observation nous a encouragé
3 poser dans l'introduction le probléme 3.

Le deuxiéme fait indiquant l’existence de propriétés communes aux
modegles géométriques, est celui que les théorémes 6.1a et 6.1b, appliqués
aux modeles G, et G, donnent les résultats prévus bien que les axiomes
de régularité ne goient pas vérifiés(33).

Les modéles obtenus P’ sont aussi des géométries. Par exemple:

Appliquant deux fois le théoréme 6.1b & la géométrie de Laguerre
& n dimensions (modeéle de Go(n+2, 1, 2)), nous obtiendrons la géométrie
affine & n—1 dimensions (modele de Gy(n, 1, 0)).

Appliquant le théoréme 6.1a & la géométrie de Lie & n dimensions
(modéle de Go(n+3,2,2)) nous obtiendrons la géométrie de Laguerre
& n dimensions (modéle de Gy(n+2,1,2)).

On peut poser la question suivante:

PROBLEME 5. Comment faut-il changer les awiomes de la théorie G,
pour qu'il soit possible de démontrer wn théoréme pareil & 6.1 et valable
pour tous les modéles gbométriques?

(32) Il ne faut pas oublier que ce sont les variétés qui jouent ici le rble des

points, des droites et des plans de différentes dimensions.
(#) Le moddle @5 (géométrie de Lie) ne satisfait pas & la condition Cp non plus.
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On peut formuler d’autres théorémes pour comparer les modéles
de la théorie Gy(m,p, q) pour différentes valeurs des parameétres. Par
exemple, les théordmes suivants sont évidents:

THHOREME 6.2. 82 M = (X, ¥, ~)> est un modéle de la théorie
Golm,p, @)y M =<X, X, ~"" est un moddle de lo théorie Go(m, g, p).

THEOREME 6.3. Chague modeéle de la théorie Go(m, p,q) est aussi un
modéle de la théorie Gy(m, p',¢'), ot p' = p e ¢ = ¢.

Dans le cas ol p = ¢, le principe de dualité est une conséquence directe
du théoréme 6.2.

11 nous semble que la recherche d’autres théorémes analogues sera
plug utile quand on aura résolu le probléme 3.

§ 7. L’indépendance des axiomes de la théorie @, Nous démon-
trerons maintenant que pour toutes les valeurs possibles des paramétres
m,p,q, sauf pour p = ¢ = 0, les axiomes de la théorie G, (m, p,q) —
méme si elle est réguliére —- sont indépendants. Dang ce but nous intro-
duisons une suite de modeles: M,, M, ,M,,... Tous ces modeles sont finig
et ils gont déterminés dans le tableau 1 par I’énumération des éléments des
engsembles X et ¥ et des incidences entre les éléments particuliers.

TABLEATU 1
moddle X Y (34 incidence
My vide vide i
T (1) (1) T Y1
My (%1, @g) (Y1, ¥2) Ti~v Yy POUT & F § o g v gy pour = j
M | (w1, w2, 23) | (Y1, Ya2» ¥s) v e
Wy | en v @) | (Y1, e, Yg) » ) s .

Oes modéles gatisfont aux axiomes A,(m
) olm; P, 0)-Ag(m, p, g) pour
différentes valem:s des paramétres m, p, . Nous indiquons ’da’ns le ta-
bleau 2 les conditions que doivent vérifier les paramétres des axiomes

{)artc)i;u]iers pour que ces axiomes soient vérifiéds dans les différents mode-
ey M.

(*) Pour X et ¥ nous prenons des ensembles disjoints.
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Nous indiquerons maintenant les modéles démontrant I'indépendance
des axiomes particuliers:

Ag(m,p,q) (ol p+gq> 0) — modele M, (*).

A,(m) — modele M,, ;.

As(m, p, q) — modele M, ;.

TABLEAT 2
modéle Ao Ay A, Agy ot Agy
My p+g<<0 mz= 0 m<0ouptg>0 “ toujours
pit] p+q<1 m>=1 m<1louptg>1 } ”
M ptHe<? m =2 m<2ouptg>2 »
MWy, pHe<k mz=k m<kouptqg>k "

Nous désignerons par MY le nouveau modéle, obtenu de N, par
I'addition d’un élément x,e X, tel que pour chaque y on a z,~y. On voit
immédiatement que x, dépend de chaque ensemble, méme si celui-ci
est vide. '

De facon analogue nous formerons le modele MY & partir du modéle
M., en ajoutant I’élément yye ¥, assujebti & la condition #~y, pour tous
les éléments weX.

Pour prouver I’indépendance des axiomes de régularité, nous emplo-
ierons les modeles suivants:

A
Ay (m, p, q) — moddle M.
Agy (m, p, g) — moddle My,
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Limitation of solutions of parabolic equations

by W. MLAK (Krakéw)

We discuss some estimations concerning the solutions of parabolic
equations. The epidermic theorems are used. In the second paragraph
are given certain limitations for the increase of solutions with respect
to the independent variables. As a rule we investigate non-linear equa-
tions.

§ 1. Suppose that @ is an open and bounded set of points z = (z;,
.++; @) of the n-dimensional space E". Denote by Z the Cartesian product
of @ and of the interval 4 = (a,b): Z = G X (a, b); the boundary of &
iy denoted by F@&. Suppose that we are given the functions F,(z,, ..., ,,
by Uyyoony Umy D1y --vs Guy) Shortly written as Fy(z,t,u, pi, qm) (s =1,
2,...,m) and the functions o,(¢, %, ..., %) (s=1,2,...,m). F is
defined for ze@, ted and arbitrary w,, ..., Um, D, ¢i; 0s is defined for
te{a, b+ &) and arbitrary u,, ..., ty.

‘We say that the sequence of functions u,(z, 1), ..., 4n(z, ) defined

in Z is a regular solution of the system of equations

Oz 0z 0%z,
ey By oy

ot T By’ Qw,0m,

if u, are continuous in Z, possess continuous derivatives du,/dx; , 02 u,|dx; 0,

in the interior of Z and for (z,b), <@, and satisfy the system (1) for

(m, 1) eint Z.

Let us introduce the following conditions:

(1) :Fg(w,t,zl,. ) (s=1,...,m)

n
(2) if 3 gyl <O for arbitrary ;,...,4,, then

i,5=1

Fo(@, by %y, ooy tmy 0y @) < 05(fy Ugy ooy Um) (S =1,...,m);

(3) the functions o, are continuous and satisfy the following condition:

(W) if &; < U (1 #s8), % = us then G5ty Uy ooy Um) < 05t "711 cory Um);
we assume that the right maximal integral wg(¢;hy, ..., hy) of the
system of ordinary differential equations

o3 Ym)

y;=crs(t,y1,.. (8=1,...,m)
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