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Sur les équations du mouvement d’un systéme holonome

par 8. Losastewicz (Krakéw)

On péut se poser lu question si les équations du mouvement dun
systéme & lisisons peuvent étre obtenues comme cas agymptotique des
équations du mouvement d'un systéme libre

wp = [i(6, oy, ) — M2Fy(b, 2y, 23) (4,5, % = 1,..,mn),

lorsque le paramétre M tend vers Uinfini, II existe une théorie de A. Ti-
chonov () sur un effet agymptotique de ce genre. Cette théorie ne s’appli-
que pas dans le cas oll F; ne dépendent pas de z;; ce cas a été considéré
par V. Volosoff(?) pour n = 1.

Dang cette note, je montre comment le mouvement d'un systéme
holonome g’obtient comme limite du mouvement d’un systéme libre sur
lequel agissent p. ex. des forces élastiques trés grandes; ces forces ne
dépendent pas des vitesses, elles s’annulent sur la surface des liaisons
et peuvent étre dérivées d’un potentiel

M2V (¢, %) (M — oo).

Soit §(t) une hypersurface & n»«p‘ dimensions (dépendant du temps ?)
donnée par un systéme d’équations

(1) e 81,y @) =0 (v=1,..,p),
ou g¢,(t, 4;) sont de classe (* dans un ouvert de (¢, @) et
(2) rang de [0g,/0m] = p

en tout point de la surface S(f). Solent 7;(t, 2y, 2x) (4,7,%k =1,...,0)
des fonetions de clesse 0" dans un ouvert de (¢, x;, @) contenant 'engsemble:

o,

1y .0y wn) e8(2), o

p,
(2, 2;)+ E’E (t, 2)z; = 0.

(*) Cf. [3] et aussi (2], p.119-138, ou lon trouvera la bibliographie.
(2) Of. [4] ou [5]. ou l'on trouvera la bibliographie.
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Soient F;(t,%;) (¢, =1,...,n) des fonctions de classe C* dans un
ouvert de (, #;) contenant ensemble: (w,, ..., #,)eS8(t). Supposons que,

pour (o, ..., #,)eS(t), on ait
OF; OF, .
@) Tty m) =0, St a)=—=Ta) (i k=1,..,m),
1 i
OF, or, .
(4) —a’a;-:‘(t’”k)éifi>07 rang de lraw;]zp (4,4, =1,..,n).

Congsidérons le systéme guivant avec un paramétre M:

(5) op = fi(8, @, o) —MOF (6, ) (4,5, k=1,...,n)

et le systéme (équations de Lagrange de premiere egpdce)

0 v
o = filt, @y, wic)‘“}*u‘(}%‘ (8, @)

6) oty = 0. i=1,..

Nous avons:
TrEoOREME. Soit X,(t), ..., X,(t) une solution du systéme (6) telle
que (Xi(8)y .o, Xu(t) e8(t), o a<t< B Soit a<ay<ty<fo<f

6> 0; il ewiste alors un ¢, > 0 et un M, > 0, tels que si
M > My, |wlte)—X(h) < e/ M,
lo to, @ (t0))| < o/ M*

pour une solution (), ...
dans (ag, o) €t on a

) Ja; (B0) — X ()] < ¢/ M,
(Gyi=1,...,m5 9 =1,...,p),

, @ () du systéme (5), alors ocette solution ewiste

@) wmO)—X0)] < euf M, |a(t)—Xi(h) < o/ M,

pour

|2, (¢, 2 ()] < o/ M*
ay <t < By

Remarque 1. Les hypothéses sur F; sont remplies si F; = 8V [0w,,
o V (i, x;) est une fonetion de classe O® qui satisfait aux conditions sui-
vantes: on a V (¢, #;) = 0 sur §(¢) et pour tout point de §(¢) il existe une
const nte K > 0 telle que V (¢, ;) > Kr? dans un voisinage de ce point,
ol r désigne la distance de (wy,...,#,) & la surface §(f).

Remarque 2. Au lieu des conditions (3) et (4) on peut supposer
que pour (@y,...,2,)eS8(f) on ait F(¢, @) =0, que les vectours
(ZFI , ,éﬂ) (j =1,...,n) soient perpendiculaires & la surface §(i)

Ty awf

et que p racines caractéristiques de la matrice [0F;/02;] soient posi-
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tives, n—p — égales & zéro, leurs multiplicités étant constantes et les
diviseurs élémentaires étant simples. Lia démonstration est tout & fait
pareille & celle du théoréme (3).

Démonstration du théoréme. Soit a < ¢* < #; en vertu du théo-
réme de Borel-Lebesgue il suffit de prouver que (7) entraine (8) dans un
intervalle (f,,1)> tel que #, <t <<, (vesp. #, <t* <1,). Nous allons
faire le changement de variables

9 @=509,u) @E=1,.,np=1,..,0—p;v=1,...,p)

(nous convenons dans la suite que ¢,§, k=1,...,7; %, A, u=1,...,n—p;
v,0,0=1,...,p) dans un voisinage de (', X;("),..., X, (")), tel que
@; = @(t,9,, 0) solent les équations de §() sous la forme paramétrique,
c’est-a-dire que

(10) ot Bty 3, 0)) = 0

et que

(11) 9%y, 0 2% 4y, 0) = o.
0y, ou,

A cet effet résolvons les équations (1) dans le voisinage de (t*, X,(t%),
ooy Xa(8%):
) n

”1=1P1(t:m1a+1,-";wn); (R mpzwpp(t,mp_,_],...,w,,)
0
(en vertu de (2) on a par exemple det 6% # 0) et posons
w(l

@1 (Ey Yo W) = 91ty Yuy ooy Ynop) + Us,

Zp(ty Yy %) = ¥p(by Y1y - o) Ynp)+ Up,

6 v
mzH-l(t: .7/,‘7 “’v) = yl_%(t: Yiyeeny yn—ﬂ)un
1

Oy,
5%}"(%?]1:

(3) Une seule modification concerne la définition des A,, et B,: on pose
[4,5] = PP, [BY,] = P'JP, ou [0G,/0u,] = P~1JP, J est une matrice diagonale et P’
désigne Ia matr'ce transposée de P.
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Posond Y, (1) = Xp,,(1); pour ¢ = £y, = Y”(t*)’ %, = 0, on a

dy, s
N 6 1: -5—‘—“7 Yo
det[—af”l, @ ] — et Ve -0,
dy, ' Ou, P
L awl ayz_
done
Oy 6%1]
b e | £ 0

(12) d.et[ 5, 9w, #

et la trangformation (9) est biunivoque dans un ensemble
(13) h<t<l, l~Y.m <4, | <d,

ol 1, < & <ty eb 0 < d < 1. Les équations: o; = @;({, ¥,, 0) sont celles
de 8(¢); les relations (10) et (11) subsistent pour fp <t <<#, et |y,—
—Y,()] < @; les fonctions @;(t, y,, u,) sont de classe 0° dans lensemble
(13).

Le changement de variables (9) conduit du systéme (5) au systéme
a [oT oT  omy d (61’) or  Owy
- = — MR, — | | e = i (fy— 2T
dt (ﬁy;) oy, By, ,(h ' i), dt \ou; (s i)

Bu, ou,
ott T = }3w® Puisque la courbe y, = ¥,(f), u, =0 correspond & la
courbe @; = X;(t) et comme les seconds membres de (5) sont définis dans

un voisinage de la courbe =; = X;(t), #; = X;(t), les fonctions qui inter-
viennent dans (14) sont définies dans l’ensemble

(18) t<t<h, l,—Y,0<d, ly-X,0<d,

(14)

) <d, il <d

pourvu que P'on choisisse d suffisamment petit. 8i », = @,(t, %:(¢, ¥, %))
6?1‘, atp,, . sz y

= det ~ 5 0 pour u, =0 puisque, d’aprés (2) et

alorg -det
Ou, 0w, Ou,

Op, Om; 0Op, Om;
(10), le rang de la matrice [bﬁ—@i, aZ:.-b—d:—] =[ o
égal & p; il existe done une constante K telle que si (4, y,, u,) fait partie
de Pensemble (13), alors 3 |v,| < K Yu,| ot Yu,| < & Y|v,, pourvu que
P’on choisisse d suffissmment petit. On en conclut qu’il suffit de prou-
ver que pour tout ¢ > 0 il existe un ¢, > 0 et un M, > 0 tels gque si

?fp"- dm"] oft

¢ . o
M> My, ) —Y,00) < ==, 1,06 — X, (L)) < == )
M M
(16)
¢ [+
[, (to) <‘W7 [u, ()] < W
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pour une golution ¥,(?), u,(¢) de (14), alors cette solution existe dans
{to, 1> et on a

WO, <%, W0~ T,0 < 2,
(17) . . dans by, 1),
Ol < 3 0] < o

Soit maintenant [%‘

‘] la matrice inverse de la matrice [M‘ Bmi]

. i 0%" O0u, )
Les fonctions Q,;(¢, 45, %), P,y(¢, ¥,, u,) sont de classe 0 dans I’engemble
(13) et on a

(7a:k 0y 69;‘1: 0z
“ oy, +P”i5u_, = B, QpiTm =0, P’iay_t

I3

(18) 9 =0

ow;
et QM—@‘— = 6,2, ott on tire facilement (en vertn de (11))
i

(19) PiQ,;=0 pour wu,=0,
dow; Oz,
20 Q. —2 . . -
( ) QQO 6?/,, 3?/,1 ayl poul ua 0

Revenons au systéme (14). On a

1 O, 0w, oo, P
T(t;ym Yoy Uy W) =’52["‘1+ ty;,+a;—u;]

- ot oy,
done
d [ oT orT 0w, Om; ox; 0x;
E(ay;,) "o, T oy, o, g, e, R Y Yo e ),
d {oT orT 0z, O, om; Ox;
E(G_u,,) - u, = 6%,-.5?/—,‘ Y -+ au, . o, uy +D,(t, Yas Yy Uy ué):
d’olt
(21) Yu = h;;(t: Yus Yoy Uy ué)—MZH;‘(ty Yoy Ug),
N U= G, (8 Yy Uiy Yoy ) — MG (2, Yooy %),

(22) by = Qulli—Qu¥i—Pu®), ¢ = Pu(fi—Qu¥,—PuP,)
sont des fonctions de classe C' dans Pensemble (15) et
(23) H,=9Q.F;, G =P,F;

sont des fonctions de classe C° dans I'ensemble (13).
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Comme les X;(¢) satisfont au systéme (6) et @; = a,(¢, y,, 0) sont
les équations de §(1), ¥, = Y, (8) (p =1, ..., m—p) est une golution du

gystéme
I\ )T T ty sy O)fslt, @y (t, 45, 0
dt(ﬁ.u;‘) Y, 0.«/,,( f12 O)fslts 35 (85 12, 0),
oit
aw{ 0w, . 2 )
T s Yur Y3) = 2[ 07/: y"]uy-o = T (b, Y,y Y3, 0, 0),

et par suite
d (GT) 0T Ow; 0w,
at \oy,] ~ Oy, 0y, 0y,
Daprés (20) il en résulte que

=Y+t Y15 95, 0, 0).

Bw,

T 4
yy = Qm‘.wa. (5’;31 fiMWu) = M (Qs(l wi) fj_QMQ"iw"

= Qm fi— ut'l’n) =h, ( s Yur Y3y 0, 0),

en tenant compte de (18), (19) et (22). Ainsi nous avons

oy )

Nous donnerons maintenant quelques évaluations dans lesquelles
la constante L ne dépend que des fonctions %,, g,, H,, G, ¢t de ’ensemble
(15). Les fonctions h,, g, étant de classe Y on a

(24) Y, = h,{t, ¥y, ¥3,0,0) dans

g, | | 99,1 | 99, | | 89, | | 99,
25
(258) g, la’!l,, ,‘6'.'/3. ’ ou, ’ ou, ’
h, | h ]
b, 0 ’.,0h,‘,0,‘ oh, <L
oy, || oy, 1" | ou, Ou,,

dans ’ensemble (15). Les fonctions H,, &, sont de classe 02 dans ’engemble
(13) et

H,;(t; Yy 0) = @, (¢, ¥,,0) = 0,

d’aprés (3) et (23). On a donc
) 16,85 Yr )] < L D) )y

% 4, v, 0)
o, 1 Y0 00

O]

G (8y Yy Ug) — <L 1"1/,%

\
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dans lensemble (13). D’aprés (23), (3), (18) et (19) on a

3H” BFi amy ( 00:1 O0w; 61”;, 6$1 '
[ 0) = —_——— =
o, (%) ¥y 0) Qm: o5 ou, Qu\Qw— 39, v ou, 650, Ou
ox; OF;\ Ox;
Q”kQ’w(@y Bwj) ou,”
Ox; OF OF] om
En vertu de (3) on a Fylt,(t, y;,0) = 0, a—y:" am: 6wi a_y:—

0H
pour %, = 0, done —aq;'i(t,y,,, 0) = 0. 11 en résulte que

(27) B, (2, 9.0, %) < L D0
Pareillement on a pour u, = 0 (d’aprés (23), (11), (18))
0z, -% R BGQ _ Bmi . 0wi 617’, 6501:
u, Ou, Ou, 0u, 071, ¥ By O, 071,

Ox; {0z " 0x; 0 ) OF; Om _ _0& L O0F, Oy,
Ou, \Ou, ¢ by, om, 0w, Ou, Oz

nous avong donc

(28) a@ 6 (ti yn’ O) m! Pour tl) < 4 < tl: [yx— Yu(t)l < d
ol
E)wm o
Ayolty ) = 5o Yo O)an,“’ % 0),
Bmi
Bw(ti yu) - au yn) O) (t mf( s Yes 0)) (t’ Yis )

Les fonctions A, B,, sont de classe ¢* dans lensemble %, <t <#,
19,~ X, ()] < d, donec

311,5

(29) |4 5

<L

0B,,} | 0B,
? [val ’ \ .

ot || oy,

04,,
09,

Les matrices [4,,], [B,,] sont symétriques (en vertu de (3)) et les 4,,§,£,,
B,, 7,71, sont définies positives. En effet, d’aprés (4), on a A4, >0

dz;
et B,,m,m, = 0; on a detA,, # 0, car, d’aprés (12), Tang de [Bu%] = p;
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oF
finalement, si Pon awrait B,,n,n, = 0 ot Y |n,| > 0, alors &O—i Faile Q)
s

O 0w, s .
a=0,1,...,n—p), o I = oip ) = 0o gui contredit i (4)
ou, 17,

td n
car, d’aprds (11), les vecteurs (£, ..., &) sont lindairement indépendants.

Nous avons donc
; 7

(80) At y)EE 20D E et Bt y)nu, =0 ) 7
pour t, <t <4y, |y, — X, () <d, olt @, b sont des constantes positives.

Nous disons qu’il suffit de démontrer que pour tout ¢ > 0 il existe
un ¢, >0 et un M, > 1 tels que si #, <t <4 et si y, (1), w,(f) dans
{ty, t') est une solution de (21) qui satisfait aux inégalités (15), pour
laquelle

(31) l(to)| < e/ M2, Juy(to)] < oM,
alors
(32) [u,(0)] < /M, |u(t) < e/M dans  l, &)

En effet, supposons que cette solution satisfasse de plus aux conditions
19, (t0) — X ()] < ¢/ M, |y, (8)— Y, (%) < o/ M et considérons les équations
(21) et (24). On a, d'aprds (25), (27) et (32),

lhu(t’ Yos Y31 %o (t), u;(t))——JIPHH(t, Your uv(t))“‘hp“a Yus Y Oy O)I
< Lp(oy/ M+, M 6 [ M?),

poury, <<t 19, — Y00 < 4, [y;— Y, (0)] < d,done (cf. [1], p. 152-153),
en vertu de (25),

() — T, 0 < 6l M, |y, (0)—T, ()] S eof M dans  Cho, ¢,
ol ¢, ne dépend que de L, ¢, et £,. On a done
(33). |y — X0, () =X, [u, ()], 1w (8)] < dj2
dans by, ¥,

pourva que M > M, = max(M,, 20,/d, 2¢,/d). Tl en vésulte que si
M > M, et si une solution y,(¢), %,(t) de (21) satisfait sux conditions (16)
et aux inégalités (15) dans {t,, ", elle satisfait aussi aux inégulités (33).
On en conclut que chagque solution de (21) satisfaisant aux conditions (16)
est définie dans iy, ;) et satisfait aux inégalités (17) dans <{ty, t).
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Supposons done que #, < ' ¢, et soit Y.(t)y u,(t) une solution de
(21) dans (%, ¢'> satisfaisant aux inégalités (15) et (31). Posons

(34) a’vu'(t) = Aw,r(t7 ']/“(t)), bva(t) = Bva(t’ yu(t))
et 7,(1) = @, (1)g,(t, 9. (1), ¥i(1), %,(2), @ (). On a, Faprés (28),

06,
(35) a’m(t)ﬁ (t? yu(t)i O) = bvn‘(t)

et, d’apres (29), (30), (25)

2 . gt 2
a,Zu,, Ky Uy Uy qu,, < by, Uy,

(36) ‘ 2
. |“ea| <L, ibgal < L, Iy, < pL

et

(87) 105l 5 1850] < L(1+pl) = Ly,

%] < PL(Ia+L (1 plt pd) + 20 (142 3w |) < L1+ Y la),

ol | = d+maxmax|Y,(t)|, car, d’aprds (21), (26), (27), on a |y;|, |u;]
x <ol

L LA+M? 3 |u)). Posons V(1) = aguyu,— 29,4, -+ Mb,u,u,. On a,
d’aprés (36),
(38) V() = a ) wl—2pI? 3w+ 002 Y o,

et, d’aprés (21), (34), (35), (37), (36), (26)

av
dt

< @ Uy — 2500, M by 10,04 20,005 w5 — 2,0+ 2 M D s,

e e o ec ¢

aGd
= Qg U, ~2y;uy+M2b;aupuﬂ_2'M2a Uy (Ga(t’ Yoy Ya)— T (%) Yo O)M,)

<pIy D w42, (14 M° D)) X+ pL M Y+ 2p LA 3wl
= pLy D) +2Ls D) )+ L M* 3.

Choisissons un K > 0 de fagon que pL,—Ka < —1, L;(—Kb < —1, et
posons K, = L, KpI*. On a alors, d’aprés (38),
AV|d—EV < — Y w4+ 2K, D) lu|—M* Y ul < pR3 /M2,
d’ol
aviit < KV+pK: /M.
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Comme on a, d’aprés (36) et (31),

1 L
V() < (L6 + 2ot o IP6) 5 = 3

done (cf. [6])
L, pKk: pEi L

v < (G + ) < e <

Mais on a, en vertu de (38)

L2 2 p2L4
CED RSN (IR =2 i e

d’otr
L I \? L
wge (- <o

en posant ¢, = max(VLg, VL,+pL*[b), nous obtenons done
lu| <afMP, |ul <¢/M dans (o, ¥, cog.fd
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The first boundary value problem
for a non-linear parabolic equation

by W. MrAx (Krakéw)

We consider the first boundary problem for the equation

ou  0u N
N e Ty by %),

In the proof of the existence of a solution of that problem the topological
method of Leray-Schauder is used. To obtain the so called a priori limi-
tation of solutions, needed in this method, some qualitative conditions
are formulated. These conditions make it possible to find in a simple
way the topological degree of a suitable completely continuous vector
field associated with our boundary problem. Conditions of a similar
character have been discussed in [1], [2] and [6].

1. To begin with let us formulate the following condition:

{(A) The function o(t,y) is continuous for 0 <t <b (0 < b) and
¥ 2 0. For all # > 0 the right maximal integrals w(z, %) of the differential
equation y’ = o(¢, y) such that w(0,7) = exist in the interval 0, b).

Theorem 3 of [5] implies the following lemma:

Levma 1. Assume that the function o(t,y) satisfies the condition (A).
The function f(z,t, u) is defined for 0 < e < a (0 < a), 0 <<t <b (0 < B)
and an arbitrary w. We assume that

[F@, 8, u)| < o(t, [u]).
Suppose that v(w,t) is continuous in B = F{0 <z <a,0 <t <b} and
(1)
possesses the continuous derivative 0% [0x? in the interior of B. Assume that
2 = v(®, 1) satisfies in the interior of R the equation

0z(0t = 0%[0x2+f(z,t, 2)
and the boundary inequalities

00,0 <5, Pt <y, 0Kt<Kh; |o@,0) <y, 0<r<a.
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