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~ Remark 2. It may easily be seen that if the assumptions of our
existence theorem are satisfied for the functions f,¢ and ¢ they are
gatisfied also for f+&, p-+ef, p+et, o+¢ and ¢ > 0 small enough. Let
the solutions of such & perturbed problem be denoted by v,. In a natural
way, as in the theory of ordinary differential inequalities, one can prove
the existence of the maximal solution. It is defined as the limit limw,.

=04

Similar constructions are possible for systems (). The formal way is to
be based on the Westphal-Prodi theorem concerning strong differential
inequalities of parabolic type.
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A ~
Sur les courbes planes a courbure presque constante

par Z. OPIAL (Krakéw)

§1. Soit ¢ une courbe plane de classe ¢* donnée par les équations

z=x(s), y=uys)

ol s est la longueur de l'arc de € compté & partir d’un point fixe. Dési-

gnons par P(s) le point de la courbe C qui correspond & la valeur s du
parameétre.

(s =0)

DEFINITION. Nous dirons que lo courbe ¢ senroule pour s—>-+oo
asymplotiquement autour dune circonférence K, si la distance entre le
point P(s) de la courbe et le plus proche des deux points de la circonfé-
rence K ol les tangentes & la circonférence sont paralléles & la tangente
4 la courbe au point P(s), tend vers zéro lorsque s—--co.

Si done la courbe €' g'enroule asymptotiquement autour d’une circon-
férence, cela veut dire que non seulement le point mobile de la courbe
P(s) se rapproche, pour s - oo, de cefte circonférence, mais aussi qu’il
tourne indéfiniment autour du centre de cette circonférence et que, s
tendant vers infini, ces tours deviennent de plus en plus réguliers, des
changements brusques de direction du mouvement étant impossibles.

Désignons par ¢(s) 'angle que fait le vecteur (m’ (s),9'(s)) tangent
4 la courbe O en point P(s) avee I’axe des #. On voit facilement que si la
courbe ¢ g’enroule autour d’une circonférence, ’angle p(s) pour s - +-oco
doit tendre ou bien vers oo, ou bien vers —oco. Dans le premier cas
nous dirons que le sens de Penroulement est positif et dans le second cag
quil est négatif(t). Cela posé, on peut démontrer le théoréme suivant
que nous nous bhornons & énoncer, puisque sa démonstration est tout &
élémentaire:

TutorbME 1. Pour que la courbe C: x = x(s), ¥ = y(s) de classe C*
(s — paramétre intrinséque) 8'enroule asymptotiquement autour d’une circon-

(1) Nous supposons que dans le systéme de coordonnées adopté le sens positif
des rotations est celui de Oz vers Oy et que ce sens est contraire 4 celui des aiguilles
d’une montre.
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férence de rayon v,, il fout et il suffit que les fonetions auxiliaires
‘ £(s) = a(s)—eroy (5),  n(s) = y(s)+ered’ (5)

(¢ = -1, si le sens de Denroulement est positif, et e = —1, §’il est négatif)
tendent vers des limites finies lorsque s tend vers Uinfind.

§2. M. S. Golab a posé le probléme suivant:

Une courbe plane O & courbure k(s) presque constante, en ce sens que
limk(s) = ko 7= 0, doit-elle forocément s’enrouler asympiotiquement autour
$—>00

dune circonférence fize & courbure égale & kot

La réponse 4 cetbe question est — comme nous le montrerons au
§ 4 — négative. On peut pourtant chercher d’autres conditions portant
sur la courbure %(s) de la courbe, suffisantes pour que la courbe C jouisse
de la propriété demandée et dans cet ordre d’idées nous démontrons
dans la présente note (théoréme II) quil suffit pour cela d’admettre
que la courbure k(s) soit la somme de deux fonctions continues %,(s)
et k,(s) dont I’une, par exemple &, (s), est & variation bornée dans l'inter-
valle (0, +oco) et tend vers une limite différente de zéro lorsque s — oo
et l'autre — k,(s) — est absolument intégrable dans le méme intervalle.
10 est & remarquer que la convergence pour s — --co de la courbure %(s)
vers une limite finie différente de zéro, insuffisante pour garantir & la
courbe (' la propriété asymptotique en question, n’est non plus indispen-
gable & cet effet, puisque dans le théoréme que nous venons d’énoncer
on 1’a nullément besoin de supposer que la fonction k,(s) tende vers zéro
lorsque s tend vers l'infini.

Au §5 nous donnons, pour compléter ces résultats, une condition
suffisante, portant sur la courbure k(s), pour que la courbe C tende vers
un point fixe lorsque s croit indéfiniment (théoréme IIT).

§ 3. Dans la suite nous n’aurons nulle part besoin de supposer que la
courbure k(s) des courbes considérées soit de signe congtant. Néanmoins,
pour fixer les idées, nous nous bornerons & énoncer et démontrer le théo-
réme II dans Phypothése que la partie principale de k(s) est de signe
constant, & savoir positive.

TER0REME IL. 8¢ la courbure %(s) (s — paramétre intrinséque, 0 < s
< +o0) de la courbe plane C est la somme de la fonction %, (s) continue,
& variation bornée dams Vimtervalle (0, -+ oco)

(1) [ lak ()] < oo
et telle que ’

(2) liak, (s) = ko >0, ki(s) >0
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et de la fonetion ky(s), continue et absolument intégrable

oo

3) [ ky(s)}ds < +oo,

0

la courbe C pour s — oo s'enroule asymptotiquement autowr d’une circon-
férence de rayon 1Jk,. Le sens de Denroulement est positif.

Démonstration. On sait que si la courbure k(s) d’une courbe
plane est exprimée en fonetion de l’arc s, on peut écrire explicitement
les équations paramétriques de la courbe. En effet, ayant choisi le systéme
de coordonnées de telle sorte que le point de la courbe & partir duquel
on compte ’arc s en soit Porigine et que la tangente 4 la courbe en ce
point coincide avec 1’axe des abscisses, on a

8 ] 8 o

(4) @(s) = [cos ([k(n)dt)de et y(s)= [sin([k(t)dt)do.
0 0

0 0

Pour abréger les notations, posons
(5) Ky(s) = [l(W)dt et Ky(s) = [ ka(t)ds.
8

On a donc K,(s) = K (s) et K,(s) = —Fk,(s). Pour simplifier les calculs
nous pouvons imposer & la fonction %,(s) la condition, nullement restric-

" tive,

8
lim [k (0@ = [ ky(f)dt = 2.
mof 2 of 2

Cela posé, on peut, dans nos hypothéses sur la courbure k(s), écrire les
équations (4) de la maniére suivante

a(s) = | cos (Kl(a)—i-sz(t)dt)da=fcos(K1(u)+2w~K2(a))da,
0 0 I3
¢’est-a-dire
(6) x(s) =fcos(Kl(a)—K2(a))da

et pareillement

8

(6a) y(s) = [ sin(K, (o) —K,(0))do.

0
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En vertu du théoréme I, pour démontrer notre théoréme, il suffit
de montrer que les fonetions auxiliaires

8

(7) £(s) =fcos{K1(a)

0

—E,(0))do— ki sin (B, (s)— K, (s)),

8
1
(7a) n(s) = [ sin (K (o) — Ky (o)) do+ 7= 008 (K () — Ky (s))
0 . 0
tendent vers des limites finies lorsque s—--oo.
Or, en vertu de formules trigonométriques bien connues, on a

(8) [ cos(Ey (o) —Ey(0))do

= [cos K, (0)cos Ky (o) do+ [ sin K, (o)sin K, (o)do.
0 0

Intégrant par parties la premiére des intégrales du second membre on
obtient (v.p.ex. [1], p.507) '

- 3 k(o)
(9) ) of cos K, (o) cos Ky (o) do =chosK1(c)cous(a) 7 (o) do
cosK,(s) . ;o . ky(0)
- —S1nK1(s)—ofsmxl(a)smK,(a) e
—fsinKl(a)eous(o)d( ! )
¢ ky(0)

En vertu de T'hypothése (2) il existe un nombre positif ¢ tel que
k,(8) > ¢ pour tout s > 0. Par suite, la, premiére de ces deux dernidres
intégrales tend vers une limite finie lorsque s—oo, puisqu’en vertu de
Phypothése (3), on a

f . k "l 17 _
uflsmKl(a)ssz(a)l [kiig do < Oflﬁ_(‘ﬂda < ?(fllaz(d)[dtf
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La seconde de ces intégrales jouit de la méme propriété. On a en
effet, en vertu de I'hypothése (1)

f |sin K, (¢) cos K, (o)
G

L | _ (ko)
J.t kl(ﬂ')k f ki (o)
l o0
< gufldklwn <[ o)< +oo.

L’égalité (9) peut donc s’écrire

cos K, (s)
ky(s)
a,(8) étant une fonctlon continue qui tend vers une limite finie lorsque

8§ —> -} oo,

Maintenant transformons de la méme facon la derniére intégrale de
la relation (8). On obtient ainsi

(10) [ cos K, (o) cos Ky (o) do = Sin K, (8)+ ay (s),

8

(11) f SinK, (0)sin K 5 () do = fsinKl(a)sian(a)EL(g—)da
[

H ky (o)
Ky(s ; by
= Sn;cl(s—)(leosxl s)~()fcosKl(a)eosKg(a)—FIEZ; do+
+JcosK1(a)smK2(a)dE%.

K,(s) tend vers zéro lorsque s—soo, les deux autres facteurs du
Sin K, (s)
ky(s)
donc vers zéro lorgque s—-oco. De méme, on peut aisément vérifier que
les deux derniéres intégrales de la relation (11) tendent vers des limites

finieg lorsque § - --co. On peut done ’écrire sous la forme

produit cos K, (s) sont bornés pour tout s, ce produit tend

(12) [ sinK,(o)sin Ky(0)do = as(s),

a,(8) étant une fonction continue telle que lima,(s) est un nombre fini.
S—o00
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En s'appuyant maintenant sur les formules (10) et (12) on peus
donner & la relation (7) la forme suivante:

sin K, (8) 1 . )
T cous(s)—kAﬂ»sm(Kl(s)—Kz(s)),

(13) §(s) =a(s)+

ott a(s) est une fonction continue et lima(s) = @, — un nombre fini.

§—0o0
Des pareilles transformations appliquées & la formule (7a) nous
permettent de la mettre sous la forme

cos K, (s) 1 - B X
(132)  n(s) = b(s)— ) cos K ,(8)-F k, 008 (K1 (s)— Ko (s))
ot limb(s) = b, — un nombre fini.

Or, en remplagant dans la formule (13) sin (.K 1(8)—H, (s)) par la somme
gin K, (s)cos K ,(s)— cos Ky (s)sin K ,(s) et en tenant compte de (2) et de
ee que limK,(s) = 0, on vérifie que lim&(s) = lima(s) = a,. De la for-

8—>00 8—>00 8300
mule (13a) on obtient de la méme facon limy(s) = Lmb(s) = b,.
§—>00 800

Le théoréme II se trouve ainsi démontré.

Remarque L (2) Dans le cas olt k;(s) =k, > 0, on peut démontbrer
un théoréme analogue au théoréme IT en remplagant la relation (3) par
la, condition

(39 ﬂflsz(t)dtlds = f | K, (s)|ds < o0,

[

8
et en y ajoutant I’hypothése de l'existence de la limite lim [ k&, (o)do.
8§00 0

Pour la démonstration il suffit de remarqguer que sous ces hypothéses
la fonction £(s) peut étre mise sous la forme

£6) = [ cos (koo (0)) do— - sin ko5 — 5y (5)
[ 0

g
= f [cos (kyo— K, (o)) — cosky 0] do + 7c1_ [sin g s — sin (ks — I, (s))].
0 0

Le gecond terme de la derniére gomme tend évidemment vers zéro
lorsque s — +-oo, puisque K,(s)— 0. Le premier tend aussi vers une
limite finie, ce qu’on peut aisément constater en utilisant la formule
cosa— cos B = 2sin{{a+ §)sin (8 —a) et en profitant ensuite de I’hypothése
(8"). La fonction £(s) tend donc vers une limite finie lorsque § — oo, De
méme on peut montrer que la fonction #(s) jouit de la méme propriété.

(2) Je dois cette remarque & M.J. Kisyhski.
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Remarque II. Supposons que la courbure k(s) de la courbe C,
tendant pour s— +co vers une limite finie différente de zéro, soit
4 variation bornée dans l’intervalle (0, +-oo). Dans ce cas particulier
on peut considérablement simplifier la démonstration du théoréme II.
11 suffit en effet d’envisager, 4 c6té de la courbe C, sa développée D. Comme
on le sait, la longueur totale de la développée D est égale & la variation
totale de la courbure %(s).

Done, dans Phypothése que cette variation soit finie, la longueur
totale de la courbe D lest aussi. Le centre de courbure D(s) de la
courbe ¢ au point P(s) doit done tendre pour s-» +oo vers un point
fixe O et, par congéquent, la courbe ¢ doit §’enrvouler autour de la
circonférence de centre O et de rayon 1/k,.

§ 4. Il reste & montrer que la condition limk(s) =k, 7 0 n’est pas
800
suffisante pour garantir & la courbe Penroulement asymptotique autour
d’une circonférence fixe.

Prenons & cet effet sur le plan (z,y) deux suites de circonférences
K, et K, données par les équations

n—-1

Ku: (o—2 Y1)+ =1

k=3

(n =2,3,...),

K, (a2 val/k+1/4z)2+y2 = (14+1/n)?

k=1

(n=1,2,..).

Imaginons maintenant un

point mobile P qui se meut d’a- g4
bord & partir du point: (—1,0)
sur la circonférence K;. Aprés
avoir parcourn la moitié inférieure
de cette circonférence, le point P
aboutit au point (3, 0) (voir fig. 1).
Mais le point (3,0) est aussi sur
la eirconférence K,. On peut done X,
faire de ;sorte que le point P se Fig. 1

meuve sur la moitié supérienre

de cette circonférence jusquwau point (1,0) ot P quitte cette circon-
férence et commence 3 se mouvoir sur K,. Le point mobile P, se mouvant
ainsi tour & tour sur les moitiés inférieures et supérieures des circonfé-
rences K,, décrit une courbe C' qui posséde en chacun de ses points une
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eourbure bien déterminée, évidemment ssuf aux points d’intersection
avec 'axe des abscisses, olt la courbure change de valeur d’une maniére
diseontinue. Il est aisé de voir que cetite courbure tend vers I'unité lorsque
§ — 4-co, mais la courbe ¢ g'éloigne lorsque s croit indéfiniment, et par
suite il n’existe pucune circonférence autour de laquelle elle puisse s’en-
rouler. La courbe O gue nous venons de définir posséde, il est vrai, une
infinité de points ol elle n’a pas de courbure, mais en introduisant de
légéres modifications aux voisinages des points d’intersection de cette
courbe avec ’axe des abscisses on pourrait surmonter cet obstacle sans
pourtant changer les propriétés essentielles de la courbe(®).

§ 5. Par une simple modification de la démonstration du théoréme IIL
on peut obtenir une condition suffisante pour que la courbe € & courbure
croissante se rapproche pour s — +4-co d’un point fixe, & savoir:

TarorEME III. 8¢ la courbure k(s) (0 < s << 4-o0) de la courbe C
est la somme de deus fonctions continues %, (s) et kq(s) satisfaisant aum con-
ditions

it

o ”k = gt

(15) limky(s) = oo (ky(s) > 0),
~ S

(16) Of s < e,

la courbe O se rapproche asymplotiquement dun point fixe.

Démonstration. Nous nous bornerons & indiquer les changements
les plus importants gu’il faudra faire dans la démonstration du théoréme
précédent. Posons

Au leu des équations (6) et (6a) on peut msiintenant éerire

f sm

Nous allons montrer que dans nos hypothéses les fonctions x(s)
et y(s) tendent vers des limites finies lorsque s — --oo. I1 suffit d’ailleurs

w(s) = fcos o)+ Kqy(o))do et 0)+ Ky (o)) do

(?) M. 8. Golab a bien voulu me communiquer un autre exemple, encore plus
simple, trouvé par M.J. Krzyz:
x = Int+ cost,

y=sint (0t < +o0).
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de le démontrer pour x(s), puisque la démonstration pour y(s) seraib

tout & fait analogue. Or, pour z(s) on obtient facilement la formule sui-
vante

8 8
= [c0s K, (0)cos Ky(o)do— [sin K, (0)sin Ky(0)do .
0 [
Llintégration par parties de ces deux dernidres intégrales donne
smKl(s cos K, (s)
N @ — Ml AN
(17 w(s) = %x(3) cos Kq(s)+ () sin K5 (s)+
g Bafo) f
. g 1
+ | sinK, (0) sin Ky (o) 2 do— [ sinkK; Ky(o)d—— —
bf (o) Ky(o) 3 T do j SInIG (0)c0n K (0
8 k- N
ky(0) 1
— | cos K K 2 do— i —.
;)f 1(0) cos Ky(o) Te(0) o chosKl(a)sm.Ka(a)d %00

Les denx premiers termes du second membre de cette égalité tendent,
en vertu de ’hypothése (15), vers zéro lorsque s — +oco. On peut aisé-
ment vérifier que tous les autres termes tendent aussi vers des limites
finies lorsque s tend vers Pinfini. On a par exemple, en tenant compte
de (16)

o

[£s()]
ag‘f ‘wkl(cr) do

(o ()]
Fer ()

k
[ka(o)| do <

< oo
() *

&
flsinKl(o)sinKs(a)l
0

et pareillement, en vertu de (14)

= /e 11(u>'§5<,,f|dkll(a> <+

On peut véritier de la méme maniére que les deux autres intégrales
de la formule (17) tendent aussi vers des limites finies et, par conséquent,
I’abseisse @(s) du point P(s) de la courbe C jouit de la méme propriété:

lima(s) = @, — nombre fini. Par un raisonnement analogue on peut
800

ensuite démontrer que ’ordonnée y(s) de ce point tend vers une limite
finie y,. Le point P(s) se rapproche done, lorsque s croit indéfiniment,
du point O(x,, y,) et notre théordme se trouve ainsi démontré.

f\smKl o) cos K 4( a')|'

§ 6. Dans I'hypothése du théoréme III nous evons admis que la pre-
miére et principale composante de la courbure k(s) — 1o fonetion %, (s) —
tend vers I’infini pour s — +oo, mais de telle maniére que la fonction
1/k,(s) soit & variation bornée sur la demi-droite s¢ > 0. Or, on peut
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aisément remplacer cette condition par une autre équivalente. A cet
effet nous allons démontrer le théoréme suivant:
TatorEME IV. Pour que la fonction k.(s) continue et positive pour
> 0 satisfasse auw conditions (14) et (18) 4l faul & il suffit gu'elle soit
le quotient a(s)/B(s) de deux fonctions comtinues, positives et non-déeroi-
ssantes o(s) et p(s) telles que

(18) lima(s) = +oo0,
rdp(s)

Supposons d’abord que la fonction k,(s) soit le quotient de deux

telles fonctions. On a alors limk,(s) = +oco. En effet, pour tout
800

b foro <At [ [ 20

Pour tout ¢ > 0 on peut donc choigir deux nombres s, et s; (s, < $,) tels

que chacun des termes de la dernidre somme soit moindre que & pour

s >s;. Il en résulte immédiatement que limsupl/k,(s) < 3s. ¢ étant
800

tout & fait arbitraire, on en déduit la relation: hm kl(s) = +oo. On peut

§28>0o0na

1 Bs) B0

5 als) a(s T

aussi aisément démontrer que la fonction 1/k,( s) est & variation bornée
sur la demi-droite s > 0. On a en effet pour tout s >0

s < [B0 oo

Mais, en intégrant par parties, en obtient

[oZ8 _ _POF, (B0 gy (B
0 0 F

a2(s) a(s) a(s) a(s)

K étant un nombre positif convenablement choisi. Ces deux derniéres
inégalités domnent, en vertu de I’hypothése (19), Pinégalité suivante:

[lsw

d’otr il résulte que la fonction k,(s) satisfait & la condition (14).

sdm> wm

a(s)

Fdp(s)
<K+2of o S

CUR
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Nous avons done montré que le quotient «(s)/8(s) des fonctions gui
remplissent les hypothéses (18) et (19) satisfait aux conditions (14) et (15).
Inversement, toute fonetion %,(s) qui satisfait & ces conditions se laisse
représenter gous la forme du quotient de deux fonctions non-décroissantes
et positives a(s) et f(s) qui remplissent les relations (18) et (19). En effet,
la fonction % (s) étant & variation bornée dans tout intervalle fini, son
logarithme qui posséde évidemment la méme propriété peut étre dé-
composé, d’aprés le théoréme bien connu de Jordan, en une différence
des logarithmes de deux fonctions positives, non-décroissantes et continues
a(s) et B(s):
(20) InZ,(s) Inp(s)

d’ot il résulte que %,(8) = a(s)/B(s).
¥, (s) tend vers U'infini avec s, on doit donc avoir aussi lima(s) =

=Ina(s)—

(B(0) =1)

+o0,
8—>00

c’est-4-dire la relation (18). Pour montrer que 'on a aussi (19) supposons

que la décomposition (20) soit canonique, c’est-i-dire que les fonctions
a(s) et B(s) soient les plus petites possibles. On a alors
da(s

flostsl- [ - 2«

a(s)
:2@@*;9 420

a(s)  als) | a(0)

d

d’otr il résulte que

of [ﬂ Ter(s k1(0) kl(s] “ Ta(s 1

L étant un nombre fini. Pour § = +-oco on en obtient la relation (19)
et notre théordme se trouve ainsi entiérement démontré.

§ 7. RemarqueIIL. Le théoréme III ne précise pas dans quelle mesure
T’allure de la courbe € pour s suffisamment grands ressemble & celle des
courbes telles que, per exemple, la spirale logarithmique. Pour que cela
soit possible il faudrait connaitre certaines propriétés de la courbe €
qui dépendent de I’angle a(s) fait par la tangente 7'(s) 4 la courbe au point
P(s) avec 'axe des abscisses. Or cet angle est donné par la formule

<+oo

a(s) = j k(@ :_fkl(t)dt—!—fks(t)dt
0 u 0

et on peut aisément montrer que les conditions (14), (15) et (16) imposées
aux fonctions %,(s) et k,(s) ne nous permettent méme pas de conclure
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que lima(s) = +oo, c’est-a-dire qile la courbe C fait une infinité de tours

800 .
dans un sens déterminé. Prenons, en effet, une séric convergente ' a,
N=0

% termes positifs et posons

a =0, fo=1, a=_Paytn, Bn = op+1/(n+1)
(n=1,2,..).

Les intervalles {a,,fn> b {fn; tn,,y Tecouvrent la demi-droite
s > 0 tout entiére; leurs longueurs sont égales & 1/(n+1) et a, respecti-
vement. Pogons maintenant

n-+1 dang les intervalles {a,, fn>

= n=0,1,..)
Fu6) ll/an dans les intervalles (8, opy1) ( T ’

0 dans les intervalles <oy, fn>
ky(8) = . (n=20,1,...).
—2/a, dans les intervalles (f,, ay,)
Comme il est aisé de vérifier, les fonetions %, (s) et %,(s) ainsi définies
satisfont aux conditions (14)-(16); en particulier

00 ap] 0

Dm (:f((:;l ds = ;‘: ﬁ;[ 2ds = gZan.< ~+ oo,
Ofd

o
gZZa;n< 40,
n=1

Mais, pour la courbe ¢ dont la courbure k(s) est égale 2 la somme
k1(s)+kq(s), angle a(s) reste toujours compris entre 0 et 1. La disconti-
nuité des fonetions &, (s) et k,(s) ne diminue pas la valeur de cet exemple,
car en ne changeant en rien leurs propriétés essentielles on pourrait les
modifier de sorte qu’elles deviennent continues.

Pourtant, en ajoutant aux hypothéses (14)-(16) d’autres conditions
accessoires, on peut aisément assurer non seulement la relation lima(s)

1
ka(s)

800
= oo mais aussi Ia croissance de a(s), au moins si s est suffisamment
grand. T1 suffit & cet effet de supposer, psr exemple, que pour tout s:
—Fa(8) < k1(8), ou bien que la fonction k,(s) soit absolument intégrable
sur la demi-droite (0, +oo0) tout entiére.
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La courbure d’une courbe plane et I'existence d’une
asymptote

par 8. GorAB, M. KuoiMA et Z. OPIAL (Krakéw)

Introduction. Dans la présente note nous étudierons les courbes
planes suffisamment réguliéres pour que la courbure existe en tout point.
Il wagira d’établir pour la courbure cert.ines conditions, suffisantes ou
nécessaires, pour que la courbe posséde une asymptote.

Comme on le sait, il y a deux définitions mon équivalentes de
Pagymptote: I'une d’elles définit une asymptote comme la position limite
vers laquelle tend la tangente & la courbe lorsque le point de contact
de la tangente s’éloigne vers linfini, snivant I’autre, Pasymptote est la
droite telle que la distance du point mobile de la courbe & cette droite
tend vers zéro lorsque le point s’éloigne vers ’infini. Nous adoptons la
premidre de ces définitions qui convient mieux 4 nos buts bien que la
seconde soit plus générale.

Nous dirons qu'une courbe posséde une direction asymptotique,
si Pangle que fait la tangente & la courbe avec 1’axe des abscisses tend
vers une limite finie lorsque le point de contact tend vers I’infini.

L’existence d’une asymptote comme position limite de la tangente
a pour congéquence l'existence d'une direction asymptotique, mais Pin-
verge n’est pas vrai; une courbe possédant une direction asymptotique
peut ne pas avoir d’asymptote.

La branche de la courbe B admettant une asymptote 4 peut é&tre
convexe et alors elle reste toujours d'un cdté de ’asymptote. L’intuition
nous dit que gi la branche B est convexe et & courbure monotone et si
elle posséde une direction asymptotique, la courbure au point p de la courbe
tend vers zéro lorsque le point p s'éloigne vers I'infini. L’intuition nous
dit aussi que si une branche convexe et & courbure monotone posséde
une agymptote 4, la courbure au point p tendra vers zéro encore plus
vite. Pour préciser, prenons un point arbitraire p, de la branche B —
nous Izppellerons dans la suite origine de la branche — et désignons par
§(p) la longueur de P’arc de B entre I'origine p, et le point p (toute portion
bornée de la branche, comme convexe, est évidemment rectifiable). Or,
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