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Crible étrange et sommes de Kloostermanpar
Jimena Sivak-Fischler (Orsay)

1. Introdu
tion. On réserve la lettre p aux nombres premiers.On rappelle que la somme de Kloosterman Kl(a, b;n) est dé�nie, pour
a, b, n ≥ 1 entiers, par la formule

Kl(a, b;n) =
∑

x modn
(x,n)=1

exp

(
2iπ

ax+ bx

n

)

où (x, n) est le pg
d de x et n, et x l'inverse de x modulo n. Ce sont desnombres réels, non nuls pour n = p premier.Pour (m,n) = 1, les sommes de Kloosterman véri�ent la multipli
ativité
roisée ([6, p. 19℄)
Kl(a, b;mn) = Kl(am, bm;n) Kl(an, bn;m).On a la majoration suivante (
f. [1, formule (6)℄) pour n ≥ 1 :(1) |Kl(a, b;n)| ≤ τ(n)(a, b, n)1/2n1/2,où τ(n) désigne le nombre de diviseurs de n. Cette majoration est fréquem-ment appelée majoration d'Estermann�Weil.Pour n ≥ 1 on dé�nit

Kl∗(1, 1;n) :=
Kl(1, 1;n)√

net l'angle θp,a de la somme de Kloosterman par
cos θp,a =

Kl(1, a; p)

2
√
p

ave
 0 ≤ θp,a ≤ π.Cet angle est bien dé�ni puisqu'on a vu que |Kl(1, a; p)| ≤ 2
√
p.Un premier résultat, dû à Kuznetsov (
f. [7, théorème 3℄), montre qu'ilexiste de nombreuses 
ompensations entre 
es nombres :2000 Mathemati
s Subje
t Classi�
ation: Primary 11N36; Se
ondary 11L05, 11N35.[69℄ 
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∑

n

g(n/X) Kl∗(1, 1;n) = og(X),pour toute fon
tion g ∈ C∞(R,R) à support in
lus dans [1, 2].Soit µST la mesure de Sato�Tate 2π−1 sin2 θdθ sur [0, π]. Katz a démontréla loi de Sato�Tate verti
ale ([6, p. 492℄) :Théorème 1.1 (Katz). L'ensemble des angles {θp,a | 1 ≤ a ≤ p} estéquiréparti sur [0, π], pour p→ +∞, suivant µST.Katz a ensuite 
onje
turé la loi de Sato�Tate horizontale ([6, p. 493℄) :Conje
ture 1.2 (Katz). Pour p → +∞, l'ensemble des angles θp,1 estéquiréparti sur [0, π] suivant µST.Pour l'instant, 
ette 
onje
ture ne semble pas a

essible. Elle amène
ependant à 
onsidérer un problème plus simple : savoir si les sommes deKloosterman Kl(1, 1; p) 
hangent une in�nité de fois de signe. Ce problèmebien plus simple semble aussi hors d'atteinte pour l'instant.Le seul résultat 
onnu dans 
ette dire
tion est dû à Fouvry et Mi
hel ([2,théorème 2℄) :Théorème 1.3. Il existe X0 > 0 et c0 > 0 tels que pour X ≥ X0 et pour
z = X1/23.9, on ait les minorations

|{n ∈ [X, 2X] | Kl∗(1, 1;n) > 0, p |n⇒ p ≥ z}| ≥ c0
X

logX
,

|{n ∈ [X, 2X] | Kl∗(1, 1;n) < 0, p |n⇒ p ≥ z}| ≥ c0
X

logX
.Pour aller plus loin, Fouvry et Mi
hel émettent la 
onje
ture suivantepour tout 0 < θ ≤ 1 :Conje
ture 1.4 (H(θ)). Pour toute fon
tion g ∈ C∞(R,R) à supportin
lus dans [1, 2], pour tout ε > 0, tout A ≥ 0 et tout X ≥ 2, on a

∑

d≤Xθ−ε

∣∣∣
∑

d|n
g(n/X) Kl∗(1, 1;n)

∣∣∣ = Og,ε,A(X log−AX).

En admettant H(1), Fouvry et Mi
hel ont démontré dans [3℄ l'exis-ten
e d'une in�nité de 
hangements de signe des sommes de Kloosterman
Kl(1, 1;n) pour n ayant au plus 3 fa
teurs premiers (en utilisant le 
ribleasymptotique). Pour l'instant, 
ependant, la 
onje
ture 1.4 semble horsd'atteinte. Fouvry et Mi
hel la démontrent pour θ ≤ 1/2 (proposition 2.1 de[2℄ et proposition 3.3 
i-dessous). En utilisant 
e résultat in
onditionnel à lapla
e de H(1), ils n'obtiennent (voir [3℄) que 23 à la pla
e de 3, 
e qui estmoins fort que le théorème 1.3 puisque la taille des fa
teurs premiers de nn'est pas pré
isée.



Crible étrange et sommes de Kloosterman 71On peut maintenant énon
er le théorème prin
ipal de 
et arti
le :Théorème 1.5. Il existe X0 > 0 et c0 > 0 tels que pour X ≥ X0 et pour
z = X1/22.29, on ait les minorations

|{n ∈ [X, 2X] | Kl∗(1, 1;n) > 0, p |n⇒ p ≥ z}| ≥ c0
X

logX
,

|{n ∈ [X, 2X] | Kl∗(1, 1;n) < 0, p |n⇒ p ≥ z}| ≥ c0
X

logX
.On a don
 démontré qu'une proportion positive d'entiers n (ave
 tousleurs fa
teurs premiers ≥ n1/22.29) sont tels que Kl(1, 1;n) > 0. On a égale-ment démontré le même résultat pour Kl(1, 1;n) < 0. Il y a don
 une in�nitéde 
hangements de signe des sommes de Kloosterman sur l'ensemble des ndont tous les fa
teurs premiers sont ≥ n1/22.29. Ce
i améliore le théorème 1.3,puisqu'on a 1/22.29 à la pla
e de 1/23.9.On déduit du théorème 1.5 qu'il existe une in�nité de 
hangements designe des sommes de Kloosterman sur l'ensemble des n ayant au plus 22fa
teurs premiers. On peut en fait rempla
er 22 par 18 grâ
e aux résultats de[8℄ (mais la preuve utilise des méthodes di�érentes : le 
rible asymptotiquede Bombieri et la loi de Sato�Tate verti
ale entre autres). Cependant, lethéorème 1.5 lui-même est plus pré
is, 
ar les fa
teurs premiers de n doiventêtre grands.Pour démontrer le théorème 1.3, Fouvry et Mi
hel ont introduit le 
ribleétrange, qui est une version modi�ée du 
rible de Selberg. Cette modi�
a-tion 
onsiste à rempla
er l'hypothèse habituelle du 
rible de Selberg (
f.[5, p. 28℄)

∑

d|n
an =

ω(d)

d
X + rd

où ω est une fon
tion multipli
ative, X ≥ 2 et rd est un terme d'erreur, parl'hypothèse du 
rible étrange(2) ∑

d|n
an =

ω(d)

d
Y − ω(d)

d
(log d)Z + rd

ave
 Y, Z ≥ 2. On peut ainsi voir le terme en Z 
omme un terme 
orre
tif.Pour démontrer le théorème 1.5, on reprend le 
rible étrange (�2), maison l'itère une fois grâ
e à l'identité de Bu
hstab. Alors que Fouvry et Mi
heldisposaient seulement d'une majoration de S(A, z) :=
∑

n, p|n⇒p≥z an, onobtient aussi une minoration qui est de la forme suivante (théorème 2.8
i-dessous) :
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S(A, z) ≥W (z)

{
Y (1 − η2(2τ)) + Zh1(2τ) log x+ Z(2 + h2(2τ)) log z

+ O

((
Y + Z

log2 z

log x

)
log8

2 x

log x

)}
−

∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|,

ave
 τ = log x/log z et η2, h1 et h2 des fon
tions de ]1,+∞[ dans R. Cetteminoration est à rappro
her de 
elle qui apparaît dans le 
rible de Selberghabituel (
f. [5, p. 215℄) :
S(A, z) ≥ XW (z)

{
1 − η2(2τ) + O

(
log8

2 x

log x

)}
−

∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|.

La di�éren
e provient de termes 
orre
tifs en Z, introduits dans l'hypo-thèse (2).Comme Fouvry et Mi
hel, on utilise des résultats issus de la théorie desformes automorphes (à travers H(1/2), �3.2) pour majorer
∣∣∣

∑

p|n⇒p≥X1/v

g(n/X) Kl∗(1, 1;n)
∣∣∣,

et de géométrie algébrique (�3.4) pour minorer
∑

p|n⇒p≥X1/v

|g(n/X) Kl∗(1, 1;n)|.

Une di�éren
e majeure ave
 la preuve de Fouvry et Mi
hel est l'apparitiond'intégrales du type η2 sur des intervalles non bornés, en la fon
tion 
lassique
σ2 qui est dé�nie par une équation di�érentielle aux di�éren
es. Il est don
né
essaire de tronquer l'intervalle en 
ontr�lant le reste (�3.3), avant de pou-voir 
al
uler l'intégrale sur un intervalle �ni par la méthode des re
tangles.Remer
iements. Je tiens à remer
ier 
haleureusement mon dire
teurde thèse E. Fouvry pour m'avoir proposé de travailler sur 
e sujet, ainsi quePh. Mi
hel pour ses 
onseils.2. Le 
rible étrange. Dans 
ette partie, on rappelle les notations ethypothèses du 
rible étrange (�2.1), puis la majoration obtenue par Fouvryet Mi
hel (�2.2). On en déduit (�2.3) la majoration asymptotique dont nousaurons besoin dans la suite. On démontre au �2.4 le lemme fondamentaldu 
rible étrange, 
e qui nous permet (�2.5) d'obtenir une minoration de
S(A, z).2.1. Notations et dé�nitions. Introduisons d'abord quelques notations,et l'hypothèse du 
rible étrange.



Crible étrange et sommes de Kloosterman 73Soit X > 0 et soit A = A(X) une suite de réels an = an(X) tels que
{
an ≥ 0 pour n ≥ 1,

an = 0 pour n /∈ [X, 2X].
(3)Pour z ≥ 2, on pose

S(A, z) :=
∑

n, p|n⇒p≥z

an.Pour tout entier d ≥ 1, on pose
|Ad| :=

∑

d|n
anet l'on a |A| :=

∑
n an = |A1|. On suppose que 
ette quantité peut s'é
rirepour d sans fa
teur 
arré sous la forme
|Ad| =

ω(d)

d
Y − ω(d)

d
(log d)Z + rd(4)où Y et Z sont des réels positifs indépendants de d, et ω est la fon
tionmultipli
ative telle que

ω(2) = 0, ω(p) = 2 pour p > 2.(5)Remarquons que pour Z = 0, on re
onnaît l'hypothèse 
lassique du 
rible deSelberg. En outre, nous nous restreignons volontairement à un 
as parti
ulierde 
rible étrange de dimension 2 et n'envisageons pas le 
as général où ω(p)vaut 2 en moyenne.2.2. Premières majorations de S(A, z). On rappelle tout d'abord la pro-position 3.1 de [2℄ :Proposition 2.1. Sous les hypothèses (3), (4) et ave
 ω fon
tion multi-pli
ative telle que 0 ≤ ω(p) < p pour tout p premier , on a pour tout 2 ≤ z ≤ xla majoration
S(A, z) ≤ Y

G(x, z)
+

Z

G(x, z)2

∑

p<z

ω(p)

p

log p

(1 − ω(p)/p)2
Gp(x/p, z)

+
∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|

où
P (z) :=

∏

p<z

p, G(x, z) :=
∑

d|P (z)
d≤x

ω(d)

d
∏

p|d(1 − ω(p)/p)
,

Gq(y, z) :=
∑

d|P (z), (q,d)=1
d≤y

ω(d)

d
∏

p|d(1 − ω(p)/p)
,

et Ω(d) est le nombre de fa
teurs premiers de d, 
omptés ave
 multipli
ité.
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hlerDans la suite, on utilisera 
ette proposition à travers le 
orollaire suivant,dont nous aurons besoin après avoir appliqué l'identité de Bu
hstab :Corollaire 2.2. Sous les hypothèses (3)�(5), pour tout 2 ≤ z ≤ x etpour tout entier q sans fa
teur 
arré tel que (q, P (z)) = 1 et Y −Z log q ≥ 0,on a l'inégalité
(6) S(Aq, z)

≤ ω(q)

q

Y

G(x, z)

+
ω(q)

q

Z

G(x, z)

{
1

G(x, z)

∑

p<z

ω(p)

p

log p

(1 − ω(p)/p)2
Gp(x/p, z) − log q

}

+
∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rdq|.

Preuve. Comme ω est multipli
ative, l'égalité (4) donne, pour d sansfa
teur 
arré tel que (d, q) = 1,(7) |Adq| =
ω(d)

d

ω(q)

q
(Y − (log q)Z) −

(
ω(d)

d
log d

)
ω(q)

q
Z + rdq.Soit (λd)d≥1 une suite de réels véri�ant

λ1 = 1, λd = 0 si d ∤P (z) ou d > x.On a alors l'inégalité
S(Aq, z) ≤

∑

n

aqn

( ∑

d|(n,P (z))

λd

)2
≤

∑

d1|P (z)

∑

d2|P (z)

λd1
λd2

|Aq[d1,d2]|.On a alors, par (7),
S(Aq, z) ≤

ω(q)

q
(Y Q1 − ZQ2) +Rqave


Q1 :=
∑

d1|P (z)

∑

d2|P (z)

ω([d1, d2])

[d1, d2]
λd1

λd2
,

Q2 :=
∑

d1|P (z)

∑

d2|P (z)

ω([d1, d2])

[d1, d2]
log([d1, d2])λd1

λd2
,

Rq :=
∑

d1|P (z)

∑

d2|P (z)

λd1
λd2

rq[d1,d2].On minimise la forme quadratique Q1 par un 
hoix optimal de la suite
(λd)d≥1, 
omme dans la preuve de la proposition 3.1 de [2℄, et l'on trouve



Crible étrange et sommes de Kloosterman 75pour 
e 
hoix parti
ulier de (λd)d≥1 que
Q1 =

1

G(x, z)ave
 |λd| ≤ 1 (équation (3.7) dans la preuve de la proposition 3.1 de [2℄).Ce
i entraîne
|Rq| ≤

∑

d1,d2|P (z)
d1,d2≤x

|rq[d1,d2]| ≤
∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rdq|


ar λd = 0 pour d > x, par dé�nition. En�n, on a
Q2 = − 1

G(x, z)2

∑

p<z

ω(p)

p

log p

(1 − ω(p)/p)2
Gp(x/p, z)(voir l'équation (3.10) de [2℄), 
e qui termine la preuve du 
orollaire 2.2.

Remarque. On peut mettre en parallèle (6) ave
 la majoration 
lassiquedans le 
as du 
rible de Selberg (
f. [5, p. 191℄)
S(Aq, z) ≤

ω(q)

q

X

G(x, z)
+

∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rdq|.

2.3. Majoration asymptotique de S(A, z). On déduit du 
orollaire 2.2 laproposition suivante, qui n'est valable que pour z assez grand par rapportà x :Proposition 2.3. Sous les hypothèses (3)�(5), on a la majoration sui-vante, uniformément pour tout exp((log x)6/7) ≤ z ≤ √
x et pour tout entier

q sans fa
teur 
arré tel que (q, P (z)) = 1 et Y − Z log q ≥ 0 :
(8) S(Aq, z)

≤ ω(q)

q

W (z)

σ2(2τ)

{
Y − Z log q

+ 2Z(log z)

{
τ

2
+

1 + τ

4

σ2(2τ + 2)

σ2(2τ)
+

3(1 − τ)

4

σ2(2τ + 4)

σ2(2τ)

}

+ O

(
τ5

log z
(Y − Z log q + 2Z log z)

)}
+

∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rdq|,

ave

τ :=

log x

log z
, W (z) :=

∏

2<p<z

(
1 − 2

p

)
,

et la fon
tion σ2 : R+ → R 
ontinue dé�nie par l'équation di�érentielle aux
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es
{
σ2(u) = u2/8e2γ pour 0 ≤ u ≤ 2,
(u−2σ2(u))

′ = −2u−3σ2(u− 2) pour u ≥ 2.Preuve. On 
ommen
e par suivre la preuve du 
orollaire 3.2 de [2℄ ené
rivant, pour 2 < p < z ≤ √
x, les relations (d'après [5, p. 197℄)

1

G(x, z)
= W (z)

{
1

σ2(2τ)
+ O

(
τ5

log z

)}(9)et
1

Gp(x/p, z)
= W (z)

(
1 − 2

p

)−1{ 1

σ2(2τ − 2log p/log z)
+ O

(
τ5

log z

)}
,qui entraînent l'égalité

Gp(x/p, z) = W (z)−1

(
1 − 2

p

){
σ2

(
2τ − 2

log p

log z

)
+ O

(
τ5

log z

)}


ar τ5/log z → 0 quand x → +∞ par hypothèse (
e
i n'est vrai que pour zsu�samment grand, d'où l'hypothèse z ≥ exp((log x)6/7)).Ainsi, en faisant une sommation par parties et en appliquant le théorèmedes nombres premiers, 
omme dans [2℄ on obtient
(10)

∑

p<z

ω(p)

p

log p

(1 − ω(p)/p)2
Gp(x/p, z)

= 2W (z)−1(log z)

1\
0

σ2(2τ − 2t) dt+ O(τ5).Alors que Fouvry et Mi
hel 
onservent 
ette intégrale, on la majore pouréviter l'apparition d'une intégrale double lors de l'itération du 
rible et éviterainsi un 
al
ul d'erreur sur des intégrales doubles. Toutefois, la perte de pré-
ision dans la majoration est minus
ule dans notre appli
ation. On utiliserala majoration du 
orollaire 2.5 
i-dessous, que nous démontrons en se servantd'un lemme :Lemme 2.4. Pour τ ≥ 1, on a l'égalité
1\
0

σ2(2τ − 2t) dt =
τ

2
σ2(2τ) −

1 + τ

2
σ2(2τ + 2) +

3

2

1\
0

σ2(2(τ + 1) − 2t) dt.

Preuve. On pose 2τ − 2t = u− 2, don
 l'intégrale devient
1\
0

σ2(2τ − 2t) dt =
1

2

2τ+2\
2τ

σ2(u− 2) du.



Crible étrange et sommes de Kloosterman 77Or, en intégrant par parties, on a
2τ+2\
2τ

σ2(u− 2) du = −1

2
((2τ + 2)σ2(2τ + 2) − 2τσ2(2τ)) +

3

2

2τ+2\
2τ

σ2(u) du.En faisant le 
hangement de variable u = 2τ − 2t, on a
2τ+2\
2τ

σ2(u) du = 2

0\
−1

σ2(2τ − 2t) dt = 2

1\
0

σ2(2(τ + 1) − 2t) dt,
e qui entraîne le lemme.On peut maintenant énon
er un 
orollaire immédiat de 
e lemme, quiva nous permettre de majorer notre intégrale et de 
on
lure la preuve de laproposition 2.3 :Corollaire 2.5. Pour τ ≥ 1, on a la majoration
1

σ2(2τ)

1\
0

σ2(2τ − 2t) dt ≤ τ

2
+

1 + τ

4

σ2(2τ + 2)

σ2(2τ)
+

3

4
(1 − τ)

σ2(2τ + 4)

σ2(2τ)
.Preuve. D'après le lemme 2.4, on a

1

σ2(2τ)

1\
0

σ2(2τ − 2t) dt

=
τ

2
− 1 + τ

2

σ2(2τ + 2)

σ2(2τ)
+

3

2

1

σ2(2τ)

1\
0

σ2(2(τ + 1) − 2t) dt.En appliquant à nouveau 
e lemme (ave
 τ rempla
é par τ +1) à la dernièreintégrale, on obtient
1

σ2(2τ)

1\
0

σ2(2τ − 2t) dt

=
τ

2
− 1 + τ

2

σ2(2τ + 2)

σ2(2τ)
+

3

2

1

σ2(2τ)

[
τ + 1

2
σ2(2τ + 2)

− 2 + τ

2
σ2(2τ + 4) +

3

2

1\
0

σ2(2(τ + 2) − 2t) dt

]
.Comme σ2 est 
roissante, on majore trivialement la dernière intégrale par

1\
0

σ2(2(τ + 2) − 2t) dt ≤ σ2(2τ + 4),d'où le 
orollaire.Pour 
on
lure la preuve de la proposition 2.3, il su�t d'appliquer le
orollaire 2.2, les relations (9) et (10), et le 
orollaire 2.5.
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Remarque. Dans la preuve du 
orollaire 2.5, on aurait pu, au lieu demajorer trivialement la dernière intégrale, 
ontinuer à utiliser le lemme 2.4.Cela 
onduit à un ra�nement du 
orollaire 2.5, mais n'apporte rien de si-gni�
atif dans notre travail et 
omplique les 
al
uls.2.4. Lemme fondamental du 
rible étrange. Dans 
e paragraphe, on dé-montre le lemme fondamental du 
rible étrange (proposition 2.7). On entendpar lemme fondamental un énon
é donnant un équivalent de S(A, z) pour zbeau
oup plus petit que x. Enonçons d'abord un lemme qui va nous servirdans la preuve (
omme dans le 
as du 
rible de Selberg) :Lemme 2.6. Sous les hypothèses (3)�(5), pour tout 2 ≤ z ≤ x et pourtout entier q sans fa
teur 
arré tel que (q, P (z)) = 1 et Y −Z log q ≥ 0, on a

S(Aq, z) ≤
ω(q)

q
W (z)(1 + O(exp(−τ(log τ + 2))))

×
{
Y − Z log q + Z

∑

p<z

ω(p)

p

log p

1 − ω(p)/p

}
+

∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rdq|.

Preuve. Si τ > z, on a
log x > z log z >

∑

p<z

log p = logP (z)

don

G(x, z) =

∑

d|P (z)

ω(d)

d
∏

p|d(1 − ω(p)/p)
=

1

W (z)
.

Dans le 
as 
ontraire, 
'est-à-dire si τ ≤ z, par le lemme 4.1 (p. 131) et lapreuve du théorème 6.2 (p. 193) de [5℄ on a(11) 1

G(x, z)
≤W (z)(1 + O(exp(−τ(log τ + 2)))).Finalement, la majoration (11) est don
 véri�ée dans les deux 
as, 
'est-à-direpour tout 2 ≤ z ≤ x.D'autre part, pour p < z, en séparant les dmultiples de p et 
eux premiersà p, on a :

G(x, z) =
∑

d|P (z)
d≤x
p|d

ω(d)

d
∏

p′|d(1 − ω(p′)/p′)
+

∑

d|P (z)
d≤x

(d,p)=1

ω(d)

d
∏

p′|d(1 − ω(p′)/p′)
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=

( ∑

d|P (z)
d≤x/p
(d,p)=1

ω(d)

d
∏

p′|d(1 − ω(p′)/p′)

)
ω(p)

p(1 − ω(p)/p)

+
∑

d|P (z)
d≤x

(d,p)=1

ω(d)

d
∏

p′|d(1 − ω(p′)/p′)

≥
( ∑

d|P (z)
d≤x/p
(d,p)=1

ω(d)

d
∏

p′|d(1 − ω(p′)/p′)

)(
1 +

ω(p)

p(1 − ω(p)/p)

)

≥ Gp(x/p, z)

(
1 − ω(p)

p

)−1

.Finalement, on a don

Gp(x/p, z)

G(x, z)
≤ 1 − ω(p)

p
.En appliquant le 
orollaire 2.2 et en utilisant (11), on 
on
lut la preuve dulemme 2.6.La proposition suivante (lemme fondamental du 
rible étrange) donnera(�2.5) une minoration de S(A, z).Proposition 2.7. Sous les hypothèses (3)�(5), on a, uniformément pourtout 5 ≤ z ≤ x1/4 tel que Y − Z log z ≥ 0,

S(A, z) = W (z){1 + O(exp(−τ(log τ + 1)))}(12)
× {Y + 2Z(log z)(1 + O(1/log z))} + θ

∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|,

ave
 un réel θ tel que |θ| ≤ 1.
Remarque. On peut 
omparer 
e lemme fondamental (12) à 
elui du
rible de Selberg (
f. [5, p. 206℄)
S(A, z) = XW (z){1 + O(exp(−τ(log τ + 1)))} + θ

∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|.

Comme tout lemme fondamental, (12) est sans valeur pour τ borné, et estun équivalent quand τ → +∞.Preuve de la proposition 2.7. Par l'identité de Bu
hstab (lemme 7.1,p. 204 de [5℄) appliquée à S(A, z) et W (z) on a
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(13) S(A, z) −W (z)Y

= S(A, 5) −W (5)Y −
∑

5≤p<z

{
S(Ap, p) −

ω(p)

p
W (p)Y

}
.

On l'utilise ave
 5 (au lieu de l'utiliser ave
 2 
omme dans le 
as du 
riblede Selberg) 
ar S(A, 2) et S(A, 3) ne dépendent pas de Z, 
ontrairement à
S(A, 5). En e�et, on a(14) S(A, 5) = |A|−|A2|−|A3|+|A6| =

1

3
Y +

2

3
(log 3)Z+r1−r2−r3+r6d'où S(A, 5) −W (5)Y = 2

3(log 3)Z + r1 − r2 − r3 + r6.D'autre part, pour y > 1 on pose
τy :=

log(x/
√
y)

log y
.Ainsi, en appliquant le lemme 2.6 ave
 q = z = p et x/√p à la pla
e de x,on a

S(Ap, p) ≤
ω(p)

p
W (p){1 + O(exp(−τp(log τp + 2)))}

×
(
Y − Z log p+ Z

∑

p′<p

ω(p′)
p′

log p′

1−ω(p′)/p′

)
+

∑

d|P (p)
d≤x2/p

3Ω(d)|rdp|,

d'où
S(Ap, p) −

ω(p)

p
W (p)Y(15)

≤ ω(p)

p
W (p)

[( ∑

p′<p

ω(p′)
p′

log p′

1 − ω(p′)/p′
− log p

)
Z

+ O(exp(−τp(log τp + 2)))Y(16)
+ O

(
exp(−τp(log τp + 2))

( ∑

p′<p

ω(p′)
p′

log p′

1 − ω(p′)/p′
− log p

))
Z

](17)
+

∑

d|P (p)
d≤x2/p

3Ω(d)|rdp|.

Or, pour z > 5 on a
(18)

∑

5≤p<z

(
−ω(p)

p
W (p) log p+

( ∑

p′<p

ω(p′)
p′

log p′

1 − ω(p′)/p′

)
ω(p)

p
W (p)

)

(19) = −
∑

5≤p<z

ω(p)

p
W (p) log p+

∑

p′<z

ω(p′)
p′

log p′

1 − ω(p′)/p′
∑

p′<p<z

ω(p)

p
W (p)
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ar p′ est impli
itement ≥ 3. Ainsi, par l'identité de Bu
hstab appliquée àW(lemme 7.1, p. 204 de [5℄), pour tout p′ < z on a
∑

p′<p<z

ω(p)

p
W (p) =

∑

p′′≤p<z

ω(p)

p
W (p) = W (p′′) −W (z)

= W (p′)

(
1 − ω(p′)

p′

)
−W (z)ave
 p′′ le plus petit nombre premier stri
tement supérieur à p′, et par dé�-nition de W . Ce
i donne, en remplaçant dans (19),(18) = −

∑

5≤p<z

ω(p)

p
W (p) log p(20)

+
∑

p′<z

ω(p′)
p′

log p′

1 − ω(p′)/p′

(
W (p′)

(
1 − ω(p′)

p′

)
−W (z)

)

=
2

3
log 3 −W (z)

∑

p′<z

ω(p′)
p′

log p′

1 − ω(p′)/p′

=
2

3
log 3 −W (z)(2 log z + O(1)).De plus, par la formule de Mertens, on sait que pour p < z,

W (p)

W (z)
=

(
log z

log p

)2(
1 + O

(
1

log p

))
,
e qui implique

W (p)

W (z)
≪

(
log z

log p

)2

=
log p

log z

(
log z

log p

)3

,d'où
(21)

∑

p<z

ω(p)

p
(log p) exp

(
−τp(log τp + 2) + 3 log

(
log z

log p

))

≪ (log z) exp(−τ(log τ + 1)),
ar par [5, p. 207�208℄, on a
exp(−τp(log τp + 2) + 3 log(log z/log p)) ≤ exp(−τ(log τ + 1)),
e qui majore la somme des (16), et de même

(22)
∑

p<z

ω(p)

p
(log p)2 exp

(
−τp(log τp + 2) + 3 log

(
log z

log p

))

≪ (log z)2 exp(−τ(log τ + 1)),
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e qui majore la somme des (17). En outre, on a(23) |r1| + |r2| + |r3| + |r6| +
∑

5≤p<z

∑

d|P (p)
d≤x2/p

3Ω(d)|rdp| ≤
∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|.

Finalement, par la majoration (15) appliquée à (13), puis en utilisant leségalités (20) et (14) et la formule de Mertens, on a
S(A, z) ≥W (z)(Y + 2Z(log z)(1 + O(1/log z)))

+ O

( ∑

5≤p<z

ω(p)

p
W (p)(Y + Z log p)

)

+ r1 − r2 − r3 + r6 −
∑

5≤p<z

∑

d|P (p)
d≤x2/p

3Ω(d)|rdp|.

Alors, en utilisant les majorations (21)�(23), on obtient
S(A, z) ≥W (z){1 + O(exp(−τ(log τ + 1)))}{Y + 2Z(log z)(1 + O(1/log z))}

−
∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|.

En 
omparant ave
 la majoration du lemme 2.6, on 
on
lut la preuve de laproposition 2.7.2.5. Minoration de S(A, z). Dans 
e paragraphe, on donne une premièreminoration (théorème 2.8) de S(A, z), puis on en déduit le 
orollaire 2.11qui sera utilisé dans la suite.Pour obtenir une minoration, on itère une fois la majoration asympto-tique (8) obtenue dans la proposition 2.3 :Théorème 2.8. Sous les hypothèses (3)�(5), pour tout exp((logx)6/7) ≤
z ≤ x2/5 tel que Y − Z log z ≥ 0 on a la minoration
S(A, z) ≥W (z)

{
Y (1 − η2(2τ)) + Z(logx)h1(2τ) + Z(log z)(2 + h2(2τ))

+ O

((
Y + Z

log2 z

log x

)
log8

2 x

log x

)}
−

∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|

ave

τ :=

log x

log z
, η2(t) := 2t−2

∞\
t

u

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du,
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h1(t) := 2t−2

∞\
t

u

σ2(u− 1)

(
3

2

σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)
− 1

2

σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)
− 1

)
du,

h2(t) := t−1
∞\
t

[
1

σ2(u− 1)

(
3 − 1

2

σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)
− 9

2

σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)

)
+ 2

]
du.

Remarque. Si l'on itère à nouveau le 
rible grâ
e à l'identité de Bu
h-stab, on obtient une nouvelle majoration plus pré
ise que (8). Mais 
elaamène de nombreux problèmes te
hniques (liés au 
al
ul d'une intégraledouble), et numériquement, il semble que l'on passe de 22.29 à 22.27 dans lethéorème 1.5 (
e qui n'est pas très intéressant).Preuve du théorème 2.8. On pose (
omme dans le 
as du 
rible de Sel-berg)
z1 := exp

(
log x

log2 x

)

et on a ainsi 2 ≤ z1 ≤ z ≤ x2/5. On a par l'identité de Bu
hstab (lemme 7.1,p. 204 de [5℄)(24) S(A, z) = S(A, z1) −
∑

z1≤p<z

S(Ap, p).Or, la proposition 2.7 donne
S(A, z1) ≥W (z1){1 + O(exp(−τ ′(log τ ′ + 1)))}(25)

× {Y + 2Z(log z1)(1 + O(1/log z1))} −
∑

d|P (z1)
d≤x2

3Ω(d)|rd|

ave

τ ′ :=

log x

log z1
= log2 x.Comme on a ([5, p. 145℄)

W (z1)

W (z)
{1 + O(exp(−τ ′(log τ ′ + 1)))} =

(
log z

log z1

)2

+ O

(
log3

2 x

log x

)
,on obtient �nalement la minoration suivante à partir de (25) :

S(A, z1) ≥W (z)

{(
log z

log z1

)2

+ O

(
log3

2 x

log x

)}
{Y + 2Z log z1}

−
∑

d|P (z1)
d≤x2

3Ω(d)|rd|.

Pour traiter le deuxième terme du membre de droite de (24), on ap-plique la proposition 2.3 ave
 x/√p à la pla
e de x et p à la pla
e de z, en
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τp :=
log(x/

√
p)

log p
.On obtient ainsi la majoration

∑

z1≤p<z

S(Ap, p)

≤
∑

z1≤p<z

ω(p)

p

W (p)

σ2(2τp)

{
Y − Z log p

+ 2Z(log p)

(
τp
2

+
1 + τp

4

σ2(2τp + 2)

σ2(2τp)
+

3(1 − τp)

4

σ2(2τp + 4)

σ2(2τp)

)

+ O

(
log5

2 x

log p
(Y − Z log p+ 2Z log p)

)}
+

∑

z1≤p<z

∑

d|P (p)
d≤x2/p

3Ω(d)|rdp|,

soit en développant τp,
∑

z1≤p<z

S(Ap, p)

≤
∑

z1≤p<z

ω(p)

p

W (p)

σ2(2τp)

{
Y + Z

[
log x− 3

2
log p

+
σ2(2τp + 2)

σ2(2τp)

(
1

4
log p+

1

2
log x

)
+
σ2(2τp + 4)

σ2(2τp)

(
9

4
log p− 3

2
log x

)]

+ O

(
log5

2 x

log p
(Y − Z log p+ 2Z log p)

)}
+

∑

z1≤p<z

∑

d|P (p)
d≤x2/p

3Ω(d)|rdp|.

Pour majorer 
haque terme du membre de droite, on le 
ompare à uneintégrale. Pour 
ela, on rappelle d'abord le lemme 7.2, p. 214 de [5℄ (qui n'estqu'une 
ombinaison de la sommation d'Abel et du théorème des nombrespremiers) ave
 des hypothèses légèrement di�érentes :Lemme 2.9. Soient 2 ≤ z1 ≤ z2 ≤ z ≤ x. Si ψ est une fon
tion positive,de 
lasse C1 pour t ≥ 1 et telle qu'il existe M > 0 pour lequel
sup
t≥1

(|ψ(t)| + |ψ′(t)|) ≤M,
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∑

z1≤p<z2

ω(p)

p
W (p)ψ

(
log(x2/p)

log p

)

= 2W (z)

{(
log z

log x2

)2 log x2/log z1\
log x2/log z2

tψ(t− 1) dt+ OM

(
log2 z log x

log4 z1

)}
.

Preuve. Pour z1 ≤ w ≤ z2 on pose
D(w) :=

1

W (z)

∑

z1≤p<w

ω(p)

p
W (p)

=
W (z1)

W (z)
− W (w)

W (z)
= (log2 z)

(
1

log2 z1
− 1

log2w
+ O

(
1

log3 z1

))
,et

E(w) := ψ

(
log(x2/w)

logw

)
,qui est bien dé�nie 
ar log(x2/w)/logw ≥ 1. Alors, par intégration parparties, on a

1

W (z)

∑

z1≤p<z2

ω(p)

p
W (p)E(p)

= D(z2)E(z2) −
z2\
z1

D(w) dE(w)

= (log2 z)

(
1

log2 z1
− 1

log2 z2

)
E(z2) + OM

(
log2 z

log3 z1

)

− (log2 z)

z2\
z1

(
1

log2 z1
− 1

log2w

)
dE(w)

+ O

(
log2 z log x

log3 z1

z2\
z1

∣∣∣∣ψ
′
(

log(x2/w)

logw

)∣∣∣∣
dw

w log2w

)

= 2(log2 z)

z2\
z1

E(w)

log3w

dw

w
+ OM

(
log2 z log x

log4 z1

)
.

En faisant le 
hangement de variable w 7→ (x2)1/t, l'intégrale devient
1

log x2

log x2/log z1\
log x2/log z2

tψ(t− 1) dt,

d'où le lemme 2.9.



86 J. Sivak-Fis
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(26)

∑

z1≤p<z

ω(p)

p

W (p)

σ2(2τp)

= W (z)

(
2

(
log x2

log z

)−2 log x2/log z1\
log x2/log z

t

σ2(t− 1)
dt+ O

(
log2 z log x

log3 z1

))
.

Si on avait appliqué le lemme 2.9 dire
tement (qui a des hypothèses plusfaibles), on aurait obtenu log4 z1 à la pla
e de log3 z1 dans le terme d'erreur,
ar dans la preuve du lemme 2.9 on est obligé de majorer trivialement |ψ′|.Or, on a
log x2/log z1\
log x2/log z

t

σ2(t− 1)
dt

=

log x2/log z1\
log x2/log z

t

(
1

σ2(t− 1)
− 1

)
dt+

1

2

(
log x2

log z1

)2

− 1

2

(
log x2

log z

)2

,

d'où, par (26),
∑

z1≤p<z

ω(p)

p

W (p)

σ2(2τp)
≤W (z)

{
η2(2τ) +

(
log z

log z1

)2

− 1 + O

(
log3

2 x

log x

)}
.De la même façon, en prenant pour ψ une des deux fon
tions suivantes :

t 7→ σ2(t+ 2)

σ2(t)2
, t 7→ σ2(t+ 4)

σ2(t)2
,par le lemme 2.9 on obtient

∑

z1≤p<z

ω(p)

p
W (p)

σ2(2τp + 2)

σ2(2τp)2

= W (z)

{
2(2τ)−2

∞\
2τ

u

(
σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)2
− 1

)
du+

(
log z

log z1

)2

− 1 + O

(
log4

2 x

log x

)}

et
∑

z1≤p<z

ω(p)

p
W (p)

σ2(2τp + 4)

σ2(2τp)2

= W (z)

{
2(2τ)−2

∞\
2τ

u

(
σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)2
− 1

)
du+

(
log z

log z1

)2

− 1 + O

(
log4

2 x

log x

)}
.Pour pouvoir appliquer le lemme 7.2 de [5℄ au lieu du lemme 2.9, il auraitfallu démontrer que 
ha
une de 
es fon
tions ψ est monotone, 
e qui nesemble pas être le 
as (elles le sont sans doute par mor
eaux).



Crible étrange et sommes de Kloosterman 87Pour démontrer le théorème 2.8, on a aussi besoin du lemme suivant, quiest analogue au lemme 2.9 et dont nous omettrons la preuve :Lemme 2.10. Soient 2 ≤ z1 ≤ z2 ≤ z ≤ x. Si ψ est une fon
tion positive,de 
lasse C1 pour t ≥ 1 et telle qu'il existe M > 0 pour lequel
sup
t≥1

(|ψ(t)| + |ψ′(t)|) ≤M,alors
∑

z1≤p<z2

ω(p)

p
W (p)(log p)ψ

(
log(x2/p)

log p

)

= 2W (z)

{
log2 z

log x2

log x2/log z1\
log x2/log z2

ψ(t− 1) dt+ OM

(
log2 z log x

log3 z1

)}
.On peut maintenant 
on
lure la preuve du théorème 2.8. En appliquantle lemme 2.10 à ψ = 1/σ2, on obtient

∑

z1≤p<z

ω(p)

p
(log p)

W (p)

σ2(2τp)

= 2W (z)

{
log2 z

log x2

log x2/log z1\
log x2/log z

dt

σ2(t− 1)
+ O

(
log2 z log x

log3 z1

)}

= 2W (z)

{
log2 z

log x2

( log x2/log z1\
log x2/log z

(
1

σ2(t− 1)
− 1

)
dt

+
log x2

log z1
− log x2

log z

)
+ O

(
log2 z log x

log3 z1

)}

= 2W (z)(log z)

(
(2τ)−1

∞\
2τ

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du

+
log z

log z1
− 1 + O

(
log3

2 x

log2 x
log z

))
.De même, en l'appliquant aux fon
tions

t 7→ σ2(t+ 2)

σ2(t)2
, t 7→ σ2(t+ 4)

σ2(t)2on a
∑

z1≤p<z

ω(p)

p
(log p)W (p)

σ2(2τp + 2)

σ2(2τp)2

= 2W (z)(log z)

(
(2τ)−1

∞\
2τ

(
σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)2
−1

)
du+

log z

log z1
−1+O

(
log3

2 x

log2 x
log z

))
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∑

z1≤p<z

ω(p)

p
(log p)W (p)

σ2(2τp + 4)

σ2(2τp)2

= 2W (z) log z

(
(2τ)−1

∞\
2τ

(
σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)2
−1

)
du+

log z

log z1
−1+O

(
log3

2 x

log2 x
log z

))
.On a également par [4, p. 263℄, pour z1 ≤ p < z,

1

σ2(2τp)
= O(1)et les majorations

∑

z1≤p<z

ω(p)

p log p

W (p)

σ2(2τp)
≪

∑

z1≤p<z

ω(p)W (p)

p log p
≪W (z)

log4
2 x

log x
,

∑

z1≤p<z

ω(p)

p

W (p)

σ2(2τp)
≪

∑

z1≤p<z

ω(p)W (p)

p
≪W (z)

log3
2 x

log2 x
log2 z.En outre,

∑

d|P (z1)
d≤x2

3Ω(d)|rd| +
∑

z1≤p<z

∑

d|P (p)
d≤x2/p

3Ω(d)|rdp| ≤
∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|,

d'où
S(A, z) ≥W (z)

{
log2 z

log2 z1
(Y + 2Z log z1) + Y

(
1 − η2(2τ) −

log2 z

log2 z1

)

+ Z(log x)h1(2τ) + Z(log z)

(
h2(2τ) − 2

log z

log z1
+ 2

)

+ O

(
Y

log8
2 x

log x

)
+ O

(
Z

log8
2 x

log2 x
log2 z

)}
−

∑

d|P (z)
d≤x2

3Ω(d)|rd|,


e qui nous permet de 
on
lure la preuve du théorème 2.8 ave
 les notationsintroduites dans l'énon
é.On énon
e maintenant un 
orollaire du théorème 2.8 qui traite le 
asparti
ulier dont nous aurons besoin par la suite.Corollaire 2.11. Soient A ∈ R∗
+, B ∈ R, X ≥ 2 et 0 < α < 1, 0 < β.On pose Y = (A logX + B)X, Z = AX et x = Xα/2 log−β X. Sous leshypothèses (3)�(5) ave
 
es valeurs de Y et Z, sous l'hypothèse que rd véri�e

∑

d<Xα/logβ X

3Ω(d)|rd| = O

(
X

log3X

)
,



Crible étrange et sommes de Kloosterman 89et pour tout exp(log6/7 x) ≤ z ≤ x2/5, il existe X0 > 0 tel que l'on ait pour
X ≥ X0 la minoration

S(A, z) ≥ AW (z)X(logX)

{
(1 − η2(t))

+
α

2
h1(t) +

log z

logX
(2 + h2(t)) + O

(
1√

logX

)}
,ave


t := α
logX

log z
.Preuve. On sait que (
f. [5, formule (6.4), p. 219℄)

η2(2τ) − η2

(
logXα

log z

)
≪ log2X

log z

1

τ
≪ log2X

logX
.De même, on a

φ(2τ) − φ

(
logXα

log z

)
≪ log2X

log z

1

τ
≪ log2X

logXpour les fon
tions φ suivantes :
t 7→ 2t−2

∞\
t

u

(
σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)2
− 1

)
du, t 7→ 2t−2

∞\
t

u

(
σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)2
− 1

)
du,

t 7→ t−1
∞\
t

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du, t 7→ t−1

∞\
t

(
σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)2
− 1

)
du,

t 7→ t−1
∞\
t

(
σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)2
− 1

)
du.Montrons-le par exemple pour la dernière fon
tion, i.e. pour

φ(t) = t−1
∞\
t

(
σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)2
− 1

)
du.Soient 2 < t1 < t2. On sait qu'il existe t3 ∈ ]t1, t2[ tel que

φ(t2) − φ(t1)

t2 − t1
= φ′(t3),et pour t > 1 on a

φ′(t) = −1

t
φ(t) − 1

t

(
σ2(t+ 3)

σ2(t− 1)2
− 1

)
.Or, pour tout u > 2,

σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)2
− 1 ≥ 0,
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ar σ2 est stri
tement 
roissante et 0 < σ2(u+ 3) < 1, don

σ2(u+ 3) − σ2(u− 1)2

≥ σ2(u+ 3)2 − σ2(u− 1)2

≥ (σ2(u+ 3) − σ2(u− 1))(σ2(u+ 3) + σ2(u− 1)) > 0.Ainsi, on a
0 ≤ φ(t3) = t−1

3

∞\
t3

(
σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)2
− 1

)
du ≤ 1

2

∞\
2

(
σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)2
− 1

)
du = φ(2)et

0 ≤ σ2(t3 + 3)

σ2(t3 − 1)2
− 1 ≤ 1

σ2(1)2
+ 1,don


φ′(t3) ≪
1

t3
,
e qui entraîne

φ(t2) − φ(t1) ≪
t2 − t1
t1

.On a don
 bien
φ(2τ) − φ(t) ≪ 2τ − t

2τ
≪ log2X

log z

1

τ
≪ log2X

logX
.On 
on
lut en�n par invoquant le théorème 2.8. Le terme en B rentre dansle O(1/

√
logX).3. Démonstration du théorème 1.5. Nous utiliserons les notationssuivantes :

• C∞
c ([a, b]) désigne l'ensemble des fon
tions R → R, indé�niment déri-vables, à support 
ompa
t in
lus dans [a, b].

• g désigne une fon
tion appartenant à C∞
c ([1, 2]).

• La transformée de Mellin d'une fon
tion f : R+
∗ → C, 
ontinue, bornéeet nulle à l'in�ni, est dé�nie pour ℜs > 0 par

f̂(s) =

∞\
0

f(t)ts−1 dt.On applique le 
orollaire 2.11 aux deux suites a+
n et a−n données par

a±n =

{
g(n/X)(±Kl∗(1, 1;n) + 2Ω(n)) ≥ 0 si 2 ∤n,

0 sinon,après avoir véri�é (�3.2) les hypothèses du 
rible étrange grâ
e à des résultatsprovenant de la théorie des formes automorphes. En 
omparant ave
 un
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∑

p|n⇒p≥z

g(n/X)2Ω(n)

obtenu au lemme 3.2, on peut alors (�3.3) majorer
∣∣∣

∑

p|n⇒p≥z

g(n/X) Kl∗(1, 1;n)
∣∣∣ave
 une 
onstante expli
ite dont on justi�e le 
al
ul numérique. On minoreensuite (�3.4) la quantité

∑

p|n⇒p≥z

|g(n/X) Kl∗(1, 1;n)|,

en utilisant des résultats de géométrie algébrique. Cela permet (�3.5) de
on
lure la preuve du théorème 1.5.3.1. Lemmes te
hniques. Démontrons d'abord un premier lemme, quinous servira à véri�er (�3.2) les hypothèses du 
rible étrange.Lemme 3.1. Pour tout d impair , d ≤ X, on a l'égalité
∑

d|n
2 ∤ n

2Ω(n)g(n/X) =
2Ω(d)

d
X{ĝ(1)G(1) logX + c1(g) − ĝ(1)G(1) log d}

+ r′(d,X)ave

r′(d,X) := Og(2

Ω(d)(X/d)7/8), G(s) :=

(
1− 1

2s

)2 ∏

p≥3

(
1 +

1

ps(ps − 2)

)
,et c1(g) une 
onstante ne dépendant que de g.Preuve. On a par le théorème des résidus

∑

d|n
2 ∤ n

2Ω(n)g(n/X) =
1

2iπ

2+i∞\
2−i∞

ĝ(s)F (s)Xs ds

=
1

2iπ

7/8+i∞\
7/8−i∞

ĝ(s)ζ2(s)G(s)Xs ds+ Res
s=1

ĝ(s)ζ2(s)G(s)Xs

ave

F (s) :=

∏

p≥3

(
1 − 2

ps

)−1

= ζ2(s)G(s) =
∑

n impair

2Ω(n)n−s.Or,
Res
s=1

ĝ(s)ζ2(s)G(s)Xs = G(1)ĝ(1)X logX + c1(g)X
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hleret
1

2iπ

7/8+i∞\
7/8−i∞

ĝ(s)ζ2(s)G(s)Xs ds = Og(X
7/8),don
(27) ∑

2 ∤ n

2Ω(n)g(n/X) = ĝ(1)G(1)X logX + c1(g)X + Og(X
7/8).

Ainsi, en appliquant (27) ave
 X/d à la pla
e de X, on obtient
∑

d|n
2 ∤ n

2Ω(n)g(n/X) = 2Ω(d)
∑

2 ∤ n

2Ω(n)g(nd/X)

=
2Ω(d)

d
X{ĝ(1)G(1) logX + c1(g) − ĝ(1)G(1) log d}

+ r′(d,X)où r′(d,X) = Og(2
Ω(d)(X/d)7/8). Ce
i termine la preuve du lemme 3.1.Nous utiliserons aussi le lemme suivant (
f. [2, proposition 4.2 et lemme4.3℄), qui donne un équivalent de

∑

p|n⇒p≥z

g(n/X)2Ω(n),

et nous permettra (par di�éren
e ave
 ∑
p|n⇒p≥z a

±
n ) de majorer

∣∣∣
∑

p|n⇒p≥z

g(n/X) Kl∗(1, 1;n)
∣∣∣au �3.3.Lemme 3.2. Soit v0 ≥ 2. On a uniformément pour 2 ≤ v ≤ v0 et pour

z = X1/v la formule
∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

2Ω(n)g(n/X) = ĝ(1)v(2w(v) + (w ∗ w)(v))
X

logX
+ Ov0,g

(
X

log2X

)
,

où w est la fon
tion de Bu
hstab dé�nie sur R 
omme étant l'unique fon
tion
ontinue pour u ≥ 1 véri�ant





w(u) = 0 pour u < 1,

uw(u) = 1 pour 1 ≤ u ≤ 2,

(uw(u))′ = w(u− 1) pour u > 2,et ∗ est la 
onvolution de deux fon
tions , dé�nie par
f ∗ g(y) =

+∞\
−∞

f(x)g(y − x) dx.
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ulier , pour v ≥ 22, il existe un réel θ, |θ| < 10−8 tel que
∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

2Ω(n)g(n/X) = ĝ(1)e−2γ(v2 + 2v)(1 + θ)
X

logX
+ Ov0,g

(
X

log2X

)
.

3.2. Véri�
ation des hypothèses du 
rible étrange. Dans 
e paragraphe,on véri�e que l'hypothèse (4) du 
rible étrange est remplie par la suite (a±n ),en montrant que la 
ontribution des sommes de Kloosterman Kl∗(1, 1;n)rentre dans le terme d'erreur rd. Pour 
ela, on utilise la proposition suivante(proposition 2.1 de [2℄) qui est issue de la théorie des formes automorphes.Proposition 3.3. Pour tout A > 0, il existe B > 0 tel que l'on ait , pour
X ≥ 1, l'égalité

∑

q≤
√

X log−B X
2 ∤ q

∣∣∣∣
∑

q|n
2 ∤ n

g

(
n

X

)
Kl(1, 1;n)√

n

∣∣∣∣ = OA,g(X log−A 2X).

On 
hoisit les paramètres suivants, ave
 B > 0 su�samment grand :
α :=

1

2
, rd := r′(d,X) ±

∑

d|n
2 ∤ n

g(n/X) Kl∗(1, 1;n), x := X1/4 log−B X,

Y := (ĝ(1)G(1) logX + c1(g))X, Z := ĝ(1)G(1)X.On remarque que les suites (a±n ) sont positives par le 
ritère (1) d'Estermann�Weil, et que
∑

d≤x2

2 ∤ d

3Ω(d)|rd|

≪
∑

d≤x2

2 ∤ d

3Ω(d)
∣∣∣
∑

d|n
2 ∤ n

g(n/X) Kl∗(1, 1;n)
∣∣∣ +

∑

d≤x2

2 ∤ d

6Ω(d)(X/d)7/8

≪
( ∑

d≤x2

2 ∤ d

9Ω(d)
( ∑

n≤2X
d|n

2Ω(n)
))1/2( ∑

d≤x2

2 ∤ d

∣∣∣
∑

d|n
2 ∤ n

g(n/X) Kl∗(1, 1;n)
∣∣∣
)1/2

+X16/17

≪ X/log3Xpour B su�samment grand, grâ
e à la proposition 3.3. On est don
 biendans l'hypothèse (4) du 
rible étrange, d'après le lemme 3.1. On peut don
appliquer le 
orollaire 2.11 aux suites (a±n ).3.3.Majoration de |∑n≤2X,p|n⇒p≥z g(n/X) Kl∗(1, 1;n)|. En prenant v =

22.29 et z = X1/v, on trouve par 
al
uls numériques en appliquant le 
orol-
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hlerlaire 2.11 ainsi que le lemme 3.2 que(28) ∣∣∣
∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

g(n/X) Kl∗(1, 1;n)
∣∣∣ ≤ 0.1565 ĝ(1)

X

logX
,


ar(29) S(A±, z) ≥ 170.5203 ĝ(1)
X

logXet(30) ∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

g(n/X)2Ω(n) ≤ 170.6768 ĝ(1)
X

logX
.

En e�et, par dé�nition de (a±n ) on a
±

∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

g(n/X) Kl∗(1, 1;n) = S(A±, z) −
∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

g(n/X)2Ω(n),


e qui donne (28) en faisant la di�éren
e de (29) et (30) et en utilisant l'iden-tité suivante (pour 
al
uler (29)), 
onséquen
e de la formule de Mertens :
W (z) =

∏

3≤p<z

(
1 − 2

p

)
= 4

∏

p<z

(
1 − 1

p

)2 ∏

3≤p<z

p2 − 2p

(p− 1)2

=
e−2γ

log2 z
G(1)−1

(
1 + O

(
1

log z

))
.Dans le reste de 
e paragraphe, on va justi�er les 
al
uls numériques quidonnent la valeur 0.1565 dans (28). Ces 
al
uls ont été e�e
tués à l'aide deMathemati
a en faisant d'abord une table de la fon
tion σ2 puis en intégrant
ette dernière par la méthode des re
tangles sur un intervalle �ni pour obtenirles fon
tions η2.On peut en e�et se limiter à un intervalle �ni grâ
e au 
orollaire 3.5 
i-dessous, dont la preuve utilise le lemme suivant (qui est une version expli
itedu lemme 1, p. 263 de [4℄) :Lemme 3.4. Pour s ≥ 170, on a la majoration

1 − σ2(s) ≤ 10−108585(s/2)−s/2,et pour 29 ≤ s ≤ 170, on a la majoration
1 − σ2(s) ≤ 10−10.Preuve. On suit la démonstration de [4, p. 263℄ ave
 les mêmes notations,mais on va donner i
i une majoration expli
ite du terme d'erreur. On pose
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σ(s) := σ2(2s) et, pour s > 0,

r(s) :=

∞\
0

e−sx exp

(
2

x\
0

1 − e−t

t
dt

)
dx.On remarque que r est une fon
tion dé
roissante et qu'elle véri�e pour s ≥ 1les égalités

sr(s) − 2

s\
s−1

r(x+ 1) dx = 1, sr(s)σ(s) − 2

s\
s−1

r(x+ 1)σ(x) dx = 1.Ainsi, si l'on pose U(s) := 1 − σ(s) ≥ 0, on a pour s ≥ 1 l'égalité
sr(s)U(s) = 2

s\
s−1

r(x+ 1)U(x) dx ≤ 2r(s)

s\
s−1

U(x) dx,soit
U(s) ≤ 2

s

s\
s−1

U(x) dx.On pose, pour s > 0, φ(s) := s log s et u(s) := U(s) exp(φ(s)). En remar-quant que pour s− 1 ≤ x ≤ s,
φ(s) − φ(x) ≤ (s− x)φ′(s),on a la majoration

2

s

s\
s−1

U(x) dx =
2

s
s−s

s\
s−1

exp(φ(s) − φ(x))u(x) dx

≤ 2

s
s−s

s\
s−1

exp((s− x)φ′(s)) dx sup
s−1≤x≤s

u(x)

≤ 2

s
s−s exp(φ′(s))

φ′(s)
sup

s−1≤x≤s
u(x).Or, pour s ≥ 85,

2

s

exp(φ′(s))
φ′(s)

=
2e

log s+ 1
< 0.999,d'où

U(s) ≤ 0.999s−s sup
s−1≤x≤s

u(x).Il nous reste don
 à 
al
uler sups−1≤x≤s u(x). Par 
e qui pré
ède, pour s ≥ 85on a
u(s) ≤ 0.999 sup

s−1≤x≤s
u(x).On pose A := max(1, sup84≤x≤85 u(x)) et on va montrer par l'absurde que

u(s) est majorée par A pour s ≥ 85. Soit s1 := inf{s | s > 85, u(s) > A}.
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hlerS'il existe, s1 est tel que s1 ≥ 85, u(s1) = A et u(s) ≤ A pour 85 ≤ s ≤ s1par 
ontinuité de u, et l'on a
u(s1) ≤ 0.999 sup

s1−1≤x≤s1

u(x),soit
A ≤ 0.999A,
e qui est impossible 
ar A ≥ 1. Don
, �nalement, u(s) ≤ A pour tout

s ≥ 85. On a don
 montré que pour s ≥ 170,
1 − σ2(s) ≤ A(s/2)−s/2.D'autre part, par un 
al
ul numérique, on trouve

1 − σ2(29) ≤ 10−10.Comme s 7→ 1 − σ2(s) est dé
roissante, on en déduit le lemme 3.4.On établit le 
orollaire suivant, qui justi�e nos 
al
uls numériques, 
ar ilpermet d'intégrer la fon
tion σ2 sur un intervalle �ni :Corollaire 3.5. Pour 2 ≤ t ≤ 30, on a les majorations suivantes :
∣∣∣∣η2(t) − 2t−2

30\
t

u

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du

∣∣∣∣ ≤
4

t2
10−6,

∣∣∣∣h1(t) − 2t−2
30\
t

u

σ2(u− 1)

(
3

2

σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)
− 1

2

σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)
− 1

)
du

∣∣∣∣ ≤
8

t2
10−6,

∣∣∣∣h2(t) − t−1
30\
t

[
1

σ2(u− 1)

(
3 − 1

2

σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)
− 9

2

σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)

)
+ 2

]
du

∣∣∣∣

≤ 4

t
10−7.Preuve. Par le lemme 3.4, la 
roissan
e de σ2 et le fait que σ2(u) ≤ 1,on a

171\
30

u

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 1

σ2(29)

170\
29

(1 − σ2(u))u du

≤ 10−10 1

σ2(29)

170\
29

u du ≤ 1.5 · 10−6

et en
ore, par le lemme 3.4 et la 
roissan
e de σ2,
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∞\
171

u

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 1

σ2(170)

∞\
171

(1 − σ2(u− 1))u du

≤ 1

σ2(170)
10−108585

∞\
171

u

(
u− 1

2

)−(u−1)/2

du

≤ 2
1

σ2(170)
10−108585

∞\
85

(2u+ 1)u−u du

≤ 4.1 · 10−108585
∞\
85

u−u+1 du.Or, on remarque que
(−v−v+1)′ = v−v+1(log v + 1 − 1/v) ≥ v−v+1,d'où

∞\
171

u

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 6 · 10−7.De même, on a

∞\
30

u

σ2(u− 1)

(
σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 2 · 10−6

et
∞\
30

u

σ2(u− 1)

(
σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 1

σ2(29)2

∞\
30

(1− σ2(u− 1))u du ≤ 2 · 10−6.De la même façon, par le lemme 3.4 et par la 
roissan
e de σ2 on a
171\
30

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 1

σ2(29)

170\
29

(1 − σ2(u)) du

≤ 1

σ2(29)
10−10

170\
29

du ≤ 1.42 · 10−8

et
∞\
171

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 1

σ2(170)

∞\
171

(1 − σ2(u− 1)) du

≤ 1

σ2(170)
10−108585

∞\
171

(
u− 1

2

)−(u−1)/2

du

≤ 2.1 · 10−108585
∞\
85

u−u du.



98 J. Sivak-Fis
hlerOr, on remarque que
(−v−v)′ = v−v+1(log v + 1) ≥ v−v,d'où
∞\
171

(
1

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 3.2 · 10−8.De même, on a

∞\
30

1

σ2(u− 1)

(
σ2(u+ 1)

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 1

σ2(29)2

∞\
29

(1 − σ2(u− 1)) du ≤ 5 · 10−8

et
∞\
30

1

σ2(u− 1)

(
σ2(u+ 3)

σ2(u− 1)
− 1

)
du ≤ 1

σ2(29)2

∞\
29

(1 − σ2(u− 1)) du ≤ 5 · 10−8,d'où le 
orollaire.
Remarque. Ce 
orollaire montre don
 pré
isément que l'on peut tron-quer toute intégrale sur un intervalle non borné de σ2(u) − 1 (ou de ses va-riantes). L'erreur ainsi 
ommise est négligeable, 
e qui est une 
onséquen
elogique du fait que σ2 tend extrêmement vite vers 1.I
i, on prend t = 22.29/2, don
 l'erreur 
ommise sera à 
haque fois in-férieure à 10−7, 
e qui nous su�t pour faire nos 
al
uls.D'autre part, on rappelle que si f ∈ C1([a, b],R) ave
 a < b alors pourtout n ≥ 1 on a

∣∣∣∣
b\
a

f(t) dt− b− a

n

n∑

i=1

f

(
a+ (b− a)

i

n

)∣∣∣∣ ≤
(b− a)2

n
sup

t∈[a,b]
|f ′(t)|.Ce
i permet de majorer l'erreur 
ommise en utilisant la méthode des re
-tangles. I
i, on a pris n de l'ordre de 2 · 106.3.4. Minoration de ∑

n≤2X,p|n⇒p≥z |g(n/X) Kl∗(1, 1;n)|. Cette minora-tion repose sur la proposition suivante ([2, version e�e
tive de la proposi-tion 5.2℄) :Proposition 3.6. Pour v ≥ 5, il existe X0 > 0 tel que pour X ≥ X0 et
z = X1/v on ait l'inégalité

∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

|g(n/X) Kl∗(1, 1;n)| ≥ c(v)ĝ(1)(1 − o(1))
X

logXave

c(v) := 0.0006284A3(v) + 0.001879A4(v) + 0.000572A5(v),
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A3(v) :=

1/3\
1/v

(1−x)/2\
max(x,(1−x)/3)

dx dy

xy(1 − x− y)
,

A4(v) :=

1/4\
1/v

(1−x)/3\
x

(1−x−y)/2\
max(y,(1−x)/3−y)

dx dy dz

xyz(1 − x− y − z)et
A5(v) :=

1/6\
1/v

(1−2x)/4\
x

min((1−x−y)/3,1/2−x−y)\
y

(1−x−y−z)/2\
max(z,(1−x)/3−y−z,(x+y+z)/2)

dx dy dz dt

xyzt(1 − x− y − z − t)
.La preuve de 
ette proposition est basée sur des résultats de géométriealgébrique, qui démontrent l'équidistribution des angles de 
ertaines sommesd'exponentielles. On utilise ensuite un argument d'in
lusion-ex
lusion, puison 
on
lut grâ
e au théorème des nombres premiers.En 
al
ulant numériquement (à l'aide de Pari) les intégrales qui appa-raissent dans la proposition 3.6, on obtient (ave
 v = 22.29) la minorationexpli
ite(31) ∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

|g(n/X) Kl∗(1, 1;n)| ≥ 0.1568 ĝ(1)
X

logX
.

3.5. Fin de la démonstration. En 
omparant la majoration (28) obtenueau �3.3 et la minoration (31) obtenue au �3.4, on a
∣∣∣

∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

g(n/X) Kl∗(1, 1;n)
∣∣∣

∑

n≤2X
p|n⇒p≥z

|g(n/X) Kl∗(1, 1;n)|
≤ 0.1565

0.1568
< 1,


e qui démontre le théorème 1.5.
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