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1. Introduction et résultats. Du point de vue de la géométrie dio-
phantienne, les translatés de sous-tores du tore multiplicatif G% = (@X)N
se trouvent a la croisée des problémes de Lehmer et de Bogomolov généra-
lisés. En effet, on sait que lorsqu’elles ne sont pas de torsion, les minorations
uniformes pour la hauteur normalisée de ces variétés sont de nature arith-
métique, dépendant essentiellement du corps de définition de la variété. Au
contraire, pour les sous-variétés qui ne sont pas des translatés de sous-tores,
on dispose de minorations ne dépendant que de leur géométrie (voir les con-
jectures 1.1 et 1.2 ci-dessous, voir aussi [DP99, ADa01, ADa03, Dav03]).

Le degré d’une variété n’est pas le bon invariant pour ’étude des minora-
tions de la hauteur, il faut considérer plutét son degré d’obstruction. Soient
X C Y des ensembles algébriques équidimensionnels de PV définis sur un
corps algébriquement clos k et K un sous-corps de k. Le degré d’obstruction
de X dans Y relatif a K est

wr (X;Y) := min{deg(W) : W € Divg(Y), W D X},

c’est-a-dire le plus petit degré d’un diviseur W de Y défini sur K et conte-
nant X, vu comme un cycle de PV. On convient de poser wg (X; Y):= o0
lorsque qu’aucun diviseur de Y défini sur K ne contient X.

La plus petite hauteur d’un sous-ensemble de points algébriques Zariski
dense dans une variété est quantifiée par la notion de minimum essentiel.
Soit X C PV une variété quasi-projective quelconque définie sur Q, et pour
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6 > 0 posons X (f) 'ensemble des points algébriques de X de hauteur de
Weil (ou hauteur normalisée) h majorée par 0. Le minimum essentiel de h
sur X est

p®(X) = inf{0 : X(0) est Zariski dense}.

Aussi, on désigne par 1i?P5(X) le minimum absolu de hosur X , C’est-a-dire

I'infimum des hauteurs de points algébriques de X.

On fixera la compactification équivariante de G donnée par l'inclusion
standard ¢ : GY < PN (t1,...,tn) +— (1 :t; : --- : ty). Ceci permet de
transporter les notions de hauteur, minimum essentiel, etc., aux sous-objets
de GY en considérant leur adhérence de Zariski dans PV,

Un sous-tore T' C G% est un sous-groupe algébrique isomorphe & un G}.,.
Rappelons que tous les sous-groupes algébriques connexes de G,]X sont de
cette forme, et qu’en général les sous-groupes algébriques de G,]); sont les
produits F' - T d’un groupe fini F' par un sous-tore 7. Nous notons pu™> le
sous-groupe de G,, des racines de I'unité. Une wariété de torsion U C G
est le translaté d’un sous-tore par un point de torsion, c’est-a-dire un point &
coordonnées dans pu®. Pour un ensemble algébrique équidimensionnel X C
(G,]X on notera Ux la plus petite réunion de variétés de torsion contenant X.
Dans le cas ot X est irréductible sur Q, on vérifie que Uy est également
irréductible, donc une variété de torsion, car la classe des variétés de torsion
contenant X est fermée par intersection.

Notre motivation de départ est la minoration conjecturale suivante pour
la hauteur des points Zariski dense dans une variété. Elle est proposée
par Amoroso et David, en s’inspirant de divers résultats sur les probléme
de Lehmer et de Bogomolov généralisés; c’est une réécriture de [ADa03,
Conj. 1.10] (voir §2) :

CONJECTURE 1.1. I existe un réel ¢c(N) > 0 tel que pour toute variété
X CGY(Q) et Ug la plus petite réunion de variétés de torsion contenant X
qui soit définie sur Q, on ait (1)
deg(Ug)

(1) e (X) ZC(N)m-

On notera que Ug n’est autre que la réunion des images de Ux sous
I’action du groupe de Galois de QQ sur Q. Cette conjecture est équivalente, a
la valeur de la constante ¢(IN) prés, & son analogue sur la cloture abélienne
Q? de Q (cf. proposition 2.5) :

deg(Ux)

Labéli A%5(X) > ¢(N) — e
(1.abélien) p(X) = ¢ g (X5 U)

(*) Si dim(X) = dim(U%) on a wo(X;UY) = oo et deg(U%)/wo(X;UL) = 0.
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On remarquera la cohérence de I’énoncé ci-dessus avec la conjecture 1.1, car

Ux = Ugab par le lemme 2.3.

La conjecture 1.1 est surtout intéressante pour les translatés de sous-tores
par des points d’ordre infini, car pour les autres variétés on s’attend & une
minoration & caractére géométrique, ne dépendant pas du corps de définition
de la variété (« probléme de Bogomolov effectif ») :

CoNJECTURE 1.2 ([ADa03, Conj. 1.2]). Il existe un réel ¢(N) > 0 tel
que pour toute variété X C G%(Q) et Bx le plus petit translaté de sous-tore
contenant X, on ait

deg(Bx)
wg(X; Bx)’

Notons toutefois que cette minoration, si elle est de nature purement
géométrique, n’en est pas toujours meilleure que celle de la conjecture 1.1
(voir remarque 4.3).

Pour un sous-corps K C Q on pose

m(K) := inf{h(a): o € KX\ p>®}.

Dans ce texte nous présentons la minoration suivante pour la hauteur des
points d’un translaté de sous-tore par un point d’ordre infini :

() 2

¢(N)

THEOREME 1.3. Soit X C G un translaté de sous-tore, défini sur un
corps de nombres K. Alors

deg(Ux)

P (X) > e (N)m(K) m

avec ¢ (N) := N73/297N,

Ce théoréme concerne le minimum absolu de h sur X ; on se reportera a
sa preuve au §4 pour une valeur plus précise de la constante. Or, pour les
translatés de sous-tores les minimums absolu et essentiel coincident et donc
cette minoration peut de fagon équivalente se reformuler en termes de .
Notons aussi qu’'un translaté de sous-tore X est défini sur K si et seulement
si c’est le translaté par un point défini sur K, c’est-a-dire si et seulement
s’il contient un point K-rationnel (voir §3). De plus, la variété de torsion
minimale Uy est automatiquement définie sur K elle aussi (voir lemme 2.3).

Dans la suite de ce texte nous allons voir que le théoréme 1.3 entre-
tient une relation ambigiie avec la conjecture 1.1. L’ambigiiité tient pour
I'essentiel dans le comportement de Uinvariant m(K), qui ne se laisse pas
facilement controler en fonction du degré du corps de nombres K. D’une
part, le théoréme 1.3 n’est a priort pas conséquence de la conjecture 1.1, car
il entraine en particulier le corollaire 1.4 ci-dessous qui donne une minoration
plus forte que celle de cette conjecture. D’autre part, ’exemple 3.2 montre
que le théoréme 1.3 ne peut entrainer la conjecture 1.1. Ainsi, en combinant
le théoréme 1.3 avec le probléme de Lehmer (que nous rappellons ci-dessous)
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on n’aboutit qu’a une conséquence affaiblie de la conjecture 1.1, ou 'on y
remplace deg(Ug)/w@(X; U;Qé) par deg(Ux)/[K : Qug(X;Ux) (voir §2.2).

Le probleme de Lehmer classique consiste & montrer l'existence d’une
constante ¢ > 0 telle que m(K) > c[K : Q]! pour tout corps de nom-
bres K. Le meilleur résultat connu dans cette direction reste celui de Dob-
rowolski [Dob79]

m(K) > c <loglog(3[K : Q]))S.
[K:Q\ log(2[K : Q))

De fait, Amoroso et David ont démontré les conjectures 1.1 et 1.2 a des
facteurs logarithmiques prés (lorsque Ux et By sont égaux a G% respec-
tivement) [ADa0l, ADa03|, notamment par une extension non triviale de
I’approche de Dobrowolski pour la conjecture 1.1.

Par ailleurs, on sait par des travaux de Schinzel [Sch73| que lorsque K
est un corps totalement réel ou CM (c’est-a-dire une extension imaginaire
quadratique d’un corps totalement réel) et a € K* satisfait |«| # 1, alors

2) ) 2 Jog(12),

2
avec égalité si et seulement si a = (14 +/5)/2. D’aprés [ANO07], la condition
|| # 1 ne peut étre éliminée (?), notons cependant que lorsque « est entier
mais pas une racine de l'unité, elle est satisfaite par au moins un conjugué
de a, et lorsque K est totalement réel, elle est satisfaite par tout o € K\ u>.
Amoroso et Dvornicich ont montré [ADv00] qu’a I'instar du cas totalement
réel, dans une extension abélienne K de Q on a une minoration uniforme
pour la hauteur des nombres algébriques non nuls qui ne sont pas des racines
de T'unité :

log(5)
12
En combinant le théoréme 1.3 avec les inégalités (2) et (3) on obtient
la généralisation suivante (3 la constante prés) des résultats de [Sch73| et
[ADv00) -

COROLLAIRE 1.4. Soit X C GY un translaté de sous-tore défini sur un
corps K totalement réel ou une extension abélienne de Q. Alors

//Zabs(X) > co(N) w?;ef)gvg))() avec ca(N) = 10%;5) c1(N).

(3) m(K) >

(?) Comme nous I’a signalé Amoroso, ceci se déduit également directement de la
proposition 1 de loc. cit. Par exemple, pour tout d € N le corps Q(al/d) avec a =
(V2 —i)/(v/2 4 i) est un corps CM par cette proposition. On vérifie que h(a'/?) est arbi-
trairement petit lorsque d tends vers P'infini, toutefois o'/ n’est pas une racine de I'unité
mais tous ses conjugués sont de module 1.
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Plus généralement, si K est un corps CM notons Gx la plus petite variété
de torsion contenant X - X (ici X désigne 'image de X sous l'action de la
conjugaison complexe). Alors

deg(Gx)

~abs X _ —oANTA)
) wg(X - X:Gx)

c2(N)

On montre que, dans la situation de ce corollaire et pour un corps CM,
la variété de torsion Gx est en fait un sous-tore (lemme 4.2). La minoration
du corollaire 1.4 pour K un corps totalement réel se compare favorablement
a celle de la conjecture 1.1, grace au lemme 2.4. Dans le cas d’une extension
abélienne de Q, elle est par ailleurs conséquence de la conjecture 1.1 suivant
un argument de David (voir proposition 2.5).

La preuve de ces résultats s’appuie sur une étude des degrés d’obstruction
des translatés de sous-tores dans les tores. Remarquons que si X C Y sont
des variétés définies sur un sous-corps K C Q, il n’existe pas nécessairement
de diviseur défini sur K réalisant w@(X ;Y) et on n’a donc pas en général
wi (X3Y) = wg(X;Y) comme le montrent des exemples au §2. C’est toute-
fois le cas lorsque Y est un translaté de sous-tore (voir corollaire 2.2).

On démontre que lorsque X et Y sont des translatés de sous-tores de
dimensions respectives n et p, le degré d’obstruction relatif a Q se réalise par
une équation binomiale, et qu’il est comparable au premier minimum d’un
certain réseau (proposition 3.3). Comme conséquence, on peut le majorer
grace au premier théoréme de Minkowski par (corollaire 3.5)

wg(X;Y) < 4NN3/2 deg(X)V/ ™) deg(v)! 1/ (P,
L’inégalité plus précise du lemme 3.4 jointe au théoréme 1.3 entraine :

COROLLAIRE 1.5. Soit X C GY wun translaté de sous-tore par un point
d’ordre infini et défini sur un corps de nombres K. Alors
deg(UX) ) 1/codimy 4 (X)
deg(X)
Cette minoration peut alternativement se regarder comme une majora-

tion pour le degré de la variété de torsion minimale Ux. Si X est réduite a
un point a € (KX)N\ (u>®)¥, alors

h(e) > 27N N"2m(K) deg(Uy) Y/ dmUa).

ﬁabs(X) > 2_NN_2m(K) (

On retrouve ainsi la minoration (%) de |Ber95] pour le cas des tores déployés,
avec de plus une dépendance précise dans le corps K (comparer avec [Ber95,
Cor. 1]). Ce type de minoration a des applications au calcul du module des
relations de dépendance multiplicative des nombres (voir aussi a ce pro-
pos [Ber97]).
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Finalement, on étudie ’analogue fonctionnel de la conjecture 1.1. Soit k
un corps algébriquement clos; on s’intéressera a la hauteur des points dans
une variété X C PN(k(t)). Le role des racines de 1'unité est joué par les
éléments de k, et celui des variétés de torsion par les variétés définies sur k.
Notons Ux la plus petite variété définie sur k et contenant X. On montre
que si X elle méme n’est pas définie sur k, alors elle est de codimension 1
dans Uy, et que son minimum essentiel est minoré par (proposition 5.1)

HGSS(X) > 1 deg(UX) )

d+ 1wy (X;Ux)
La démonstration se base sur la théorie de 'intersection multiprojective élé-
mentaire.

Le texte est organisé de la facon suivante : aux §2 et §3 on étudie le
degré d’obstruction dans les sous-tores et on établit sa relation avec le pre-
mier minimum d’un certain réseau. Nous montrons le théoréme 1.3 et ses
corollaires au §4, les démonstrations n’utilisent que les arguments de nature
géométrique développés aux paragraphes précédents. Au §5 nous étudions
I’analogue fonctionnel de la conjecture 1.1.

Remerciements. Nous remercions Sinnou David pour son aide au cours
de la génése de ce travail, ainsi que Francesco Amoroso pour ses remarques
sur une premiére version de ce texte.

2. Degrés d’obstruction dans les tores. Le but de ce paragraphe
est de décrire en termes combinatoires les degrés des diviseurs des translatés
de sous-tores. Pour cette étude on peut se ramener & supposer, quitte &
translater la situation, que le translaté de sous-tore en question est en fait
un sous-tore.

2.1. La situation géométrique. Soit k un corps algébriquement clos. On
pose GN (k) := (k*)V le groupe multiplicatif et PV (k) I’espace projectif
sur k; on omettra la mention au corps lorsque celui-ci sera clair dans le con-
texte. Une variété sera une sous-variété réduite et irréductible de PV (k) ou de
GX (k). Pour un sous-corps K de k, une K-variété sera un sous-ensemble al-
gébrique de PV (k) ou de G (k), défini sur K, réduit et K-irréductible. Pour

une variété X on désigne par I(X) son idéal de définition dans k[zo, ...,z N]
ou dans k[:cid, .. ,wﬁl], suivant que X C P¥ ou X ¢ GY.

Commengons par décrire les sous-tores a 1'aide de paramétrisations. Soit
B = (b1,...,byn) € (ZP)N ; le sous-tore associé Ty C G (k) est par définition
I'image de 'application monomiale (pour ¢t € Gh,(k) et b € ZP on note
tho= 0 )

op:GP (k) — GN(k), t— (t7,...,t%N).
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On supposera dans la suite que le Z-module Lg := Zby + - - - + Zby coincide
avec ZP. Ceci équivaut & ce que g soit un isomorphisme entre Gh, et T,
et entraine donc dim(T's) = p. Pour 3 = (B4,...,0n) € G on note 3T le
translaté de T's par le point 4. Dans les notations de [PS04], T (resp. 51's)
est Pouvert principal de la variété torique Xg C PN (resp. Xgr g) pour
B = (07617 s 7bN) € (Zp)N—i—l et /8, = (Lﬁl? cee ’IBN) € (kX)N—‘rl'

Soit Qg C RP I'enveloppe convexe des points 0, by, ..., by et introduisons
aussi I’application linéaire
(4) Mg RN S RP, X Aiby + - + Anby.
Pour un polynoéme de Laurent f € k[xfl,...,xﬁl] on note N(f) ¢ R¥Y
son polytope de Newton, enveloppe convexe des exposants des mondmes
apparaissant effectivement dans I’écriture de f. Soit ¢i(f) := fo s €
K[t ..., 1315 alors N(p3(f)) = Ma(N(f)).

Le wvolume mizte (ou multi-volume) MV (Q1, ..., Qp) d'une famille d’en-
sembles convexes Q1,...,Q, C RP généralise la notion de volume euclidien,

noté Vol,, d’un convexe; il est défini par la formule

p
MV(Q1,..,Qp) =D (=1)P7 Y~ Volu(Qiy + -+ + Qi),

j=1 1<y <-<i;<p

ot 'on désigne par + la somme de Minkowski des convexes. En particulier,
siQr=-=Qp,=QonaMV(Q,...,Q) = n!'Vol,(Q). Le volume mixte
est symétrique, linéaire en chaque variable (); par rapport a la somme de
Minkowski et monotone par rapport a l'inclusion (voir par exemple [Ewa96]).

Le résultat suivant donne une description combinatoire du degré du di-
viseur découpé par f sur Tx; on y note - le produit d’intersection dans

GN (k) :
PROPOSITION 2.1. Soit B € (ZP)N*! et fek[ti', ... t5]\ [(Tg). On
suppose Ly = ZP. Alors
deg(div(f) - T's) = MV(M5(N(f)), @, - .., Qs),
f
p—1 fois

ot - désigne le produit d’intersection d’un diviseur avec un cycle. Plus géné-
ralement, soit Y = U?:l GiTg une réunion de D translatés de Tg. Alors

deg(div(f) -Y) = D-MV(Mg(N(f)),Q3,--.,Qs)

Démonstration. Posons W := div(f)-Tg € Div(T3), vu comme un cycle
de dimension p — 1 de PV. On a deg(W) = Card(W N Z({1,...,£p—1)) pour

l; € K[zq,...,xN] des formes linéaires génériques et donc

deg(W) = Card(p3(f) Nwp(l) N---N@x(Lp-1))
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car 3 : Gh, — Tp est une bijection. Le théoréme de Kushnirenko-Bernsh-
tein [Bern75| entraine alors la majoration

(5) deg(W) < MV(N(p3(f)), N(p5(€1)), - -, N(pB(£p-1)))
= MV(Mg(N(f)),Qs,...,Qs)

car N(¢3(li)) = Q.

Pour 7 € RP et g € k[tlﬂ,...,t;,ﬂ] notons init-(g) € k[t%l,...,t;)ﬂ] la
partie initiale de g relative au poids 7, c’est-a-dire la partie de g de poids
maximal dans la direction de 7 (i.e. la somme des monomes de g dont les
exposants maximisent le produit scalaire avec 7). Bernshtein démontre aussi
que la majoration (5) est une égalité si et seulement si pour tout 7 € RP le
systéme

init, ((£) = 0, init (p(€1)) =0, ..., init,(g(6p1)) = 0

n’a pas de solution dans G,. Or, init,(p%(f)) est toujours un polynome de
Laurent non nul puisque f # 0, et donc cette condition est satisfaite par des
formes linéaires ¢; génériques, ce qui démontre le résultat.

Pour vérifier la derniére égalité de la proposition, par additivité du degré
il suffit de vérifier

deg(div(f) - Tp) = deg(div(f) - (6T3))

pour tout § € GN(k). On a div(f) - (8Ts) = B - (div((5~1)(f)) - Ta).
Or le degré est invariant par translation et ¢k o (871)*(f) et @k(f) ont le
méme support, l'identité cherchée résulte donc de la formule précédemment
établie. m

COROLLAIRE 2.2. Soit K C k un sous-corps et X C Ty une K-variété.
Alors, dans les notations de la proposition 2.1,

wi (X;Tp) = min{MV(M5(N(f)),Qs, ..., Qs) : f € [(X)\ I(Tp)}.
En particulier, wi (X;Tg) = wk(X;T'p).

Démonstration. L’anneau Kk[T'p] est factoriel car il est isomorphe a
k[tiﬁl, . ,t;tl]. Il est donc principal et tout diviseur de Ty contenant X
est défini par une seule équation f € I(X) \ I(T3).

On écrit f comme combinaison linéaire de monémes indépendants modu-
lo I(Tg). Comme X est une K-variété, la condition énongant que f s’annule
sur X s’écrit a travers d’un systéme linéaire défini sur K, on peut donc en
trouver une solution non triviale g € K [ZCiﬂ, .. ,:Ujj\t,l] qui satisfait Supp(g) C
Supp(f) (donc M3(N(g)) C Mg(N(f))) et qui définit un K-diviseur de T's.
Il suit de la proposition 2.1 et de la monotonie du volume mixte par rapport
a linclusion [Ewa96, Thm. 4.12| que le degré du K-diviseur div(g) - T's
est inférieur ou égal a celui de div(f) - T's. Finalement, en considérant un
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diviseur réalisant wy(X;T's) on conclut wy(X;T) = wi(X;Ts), puis avec
la proposition 2.1 on obtient 'expression de wg (X;T's) mentionnée. m

Lorsque Y n’est pas un translaté de sous-tore, tout en restant défini
sur K, on n’a plus nécessairement 'égalité wi(X;Y) = wi(X;Y), méme
lorsque X est elle-méme un translaté de sous-tore défini sur K. En effet,
considérons X := {(1:1:1:1)} dans la réunion Y de quatre plans de P3
définie par ’équation, rationnelle sur QQ, suivante :

I ((w=2)+(=)V2(w=-y)+(-1V3(w—2)) =0.
i,j€{0,1}
Une droite rationnelle sur QQ passant par le point X admet une paramétrisa-
tion de la forme

P! — P2, (to:t1) — (to: aty +to: bty +tg : cty + to),

avec a, b, c € Q non tous nuls. On en déduit qu’une telle droite ne peut étre
contenue dans Y, car 1, v/2 et v/3 sont linéairement indépendants sur Q, et
donc wo(X;Y) > 2 (en fait = 2), tandis que wg(X;Y) =1 car Y contient
une infinité de droites (définies sur Q) passant par X.

On peut aussi produire un exemple ot Y est irréductible : soit Y C P3 la
surface, définie sur Q et irréductible sur Q, d’équation wz — z2 4+ 2y? = 0 et
X un des points (1:0:0:0) ou (0:0:0:1). Cette surface contient deux
droites définies sur Q(\/§) passant par chacun des points fixés, mais aucune
droite définie sur Q passant par un de ces mémes points.

2.2. Particularités arithmétiques. On se place maintenant sur k = Q.
Soit X € GY(Q) un ensemble algébrique équidimensionnel et K un corps de
nombres. Notons U )I({ la plus petite réunion de variétés de torsion contenant
X qui soit définie sur K. Notons qu'une réunion de variétés de torsion est
toujours définie sur Q?P, la cloture abélienne de Q, et donc U )1(( est définie
sur K N Q?P, la sous-extension abélienne maximale de K.

LEMME 2.3. Soit X C GN(Q) une variété définie sur un corps de nom-
bres K. Alors Ux = U;Qg, la plus petite variété de torsion contenant X, est
définie sur K NQ*, et elle coincide avec U)I((.

Démonstration. Ceci résulte de ce que la classe des réunions de variétés
de torsion (& laquelle il convient d’adjoindre la variété vide) est fermée par
intersections : si Ux est la plus petite réunion de variétés de torsion con-
tenant X, alors o(Uy) = Uy pour tout o € Gal(Q/K), donc Uy est définie
sur K et par suite sur K N Q. u

Comme conséquence de ceci et de 1’égalité

wr(X;Y) :wK< U a(X);Y),
0€Gal(Q/K)
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valable pour toute variété X définie sur Q, la conjecture 1.1 peut se re-
formuler de la fagon suivante, plus proche de la formulation originale dans
[ADa03, Conj. 1.10] : si X C G est une Q-variété et Ux la plus petite
réunion de variétés de torsion contenant X, alors il existe un réel ¢(N) > 0
indépendant de X tel que

i (X) = o(N) B

wo(X;Ux)’

LEMME 2.4. Soit X C G une variété et K1 le corps de définition de Ux.
Alors

deg(U) = [K1 : Q)deg(Ux),  wo(X:UR) = [K: : Qur, (X:Ux).
En particulier, st X est définie sur un corps de nombres K on a
1 deg(Uy) _ deg(Uy) _ deg(Ux) _ deg(Ux)
(K : K] wg(X3Ux) ~ wo(X;U09)  wki(X3Ux) ~ wg(X;Ux)

Démonstration. On a Ug =J, o(Ux) ou o parcourt les Q-plongements
de K; dans Q, d’ou la premiére égalité. Soit £ C Ux un K;i-diviseur
réalisant wg, (X;Ux); alors |J, o(F) est un Q-diviseur de U;Qé de degré
< [K1 : Qugk, (X;Ux) et contenant X, d’on

wo(X;UR) < [K1 : Quk, (X;Ux).

Si EQ est un Q-diviseur de U;(? réalisant wQ(X;U;Qé) alors EQ N Uy est
un Ki-diviseur de Ux contenant X et donc de degré > wg, (X;Ux). Mais
U, 0(ERNUx) est contenu dans EQ et de degré > [K; : Qlwg, (X;Ux), on
a donc

wo(X;UR) = [K1 : Qlug, (X;Ux)

et la seconde égalité.
L’égalité centrale de la derniére formule de 1’énoncé résulte de ce qui
précéde, et les inégalités extrémes de l'encadrement

w@(X;UX) <wg, (X;Ux) < [K: Kﬂw@(X;UX),

ol la derniére inégalité vient du fait qu’il existe un diviseur réalisant
wg(X; Ux) défini sur K, d’apres le corollaire 2.2 et le lemme 2.3.

Le probleme de Lehmer abélien consiste & montrer ’existence d’un réel
c > 0 tel que m(K) > ¢[K : K N Q®]~!. Dans cette direction, Amoroso et
Zannier [AZ00| ont montré que dans le théoréme de Dobrowolski on peut
essentiellement remplacer le degré de K sur Q par le degré [K : K N Q?].
Récemment Amoroso et Delsinne [ADe06] on amélioré cette minoration en

1 loglog(5[K : K N Q?b])3
[K: KNQ*| log(2[K : K NQ#P))}

m(K) >
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Suivant un argument dii & Amoroso et David, on peut montrer que la conjec-
ture 1.1 entraine une réponse positive au probléme de Lehmer abélien. Nous
généralisons cet argument pour montrer que la conjecture 1.1 est équivalente,
a la constante ¢(IN) prés, a son analogue sur la cloture abélienne de Q :

PROPOSITION 2.5. Soit X C GX wune variété définie sur Q. Sous la
conjecture 1.1 on a

deg(Ux)
6 (X)) >ce(N+1) ————+—.
( ) /’L ( ) — C( + ) w(@ab(X,UX)
Réciproquement, la minoration (6) implique
deg(U
AS(X) > (N +1) LX()D.
WQ(X; UX)

Démonstration. Soit K un corps de nombres sur lequel X (et a for-
tiori Ux ) sont définis, et soit £ € u* telle que la variété de torsion Ux soit
définie sur l'extension cyclotomique Q(§). Soit L le compositum de K et
Q(&) ; considérons X := X x {€} € GN*L, qui est une variété définie sur L.
Considérons la variété de torsion

vi= | oUxx{&}),
o€Gal(Q(§)/Q)
qui, par construction, est définie sur Q; on a Ug C Y. En outre, il est clair

que Ux x{&} C Ug, et en prenant la cloture galoisienne on obtient Y = Ug.
On a donc, par le lemme 2.4,

deg(UY) = [Q(€) : Q] deg(Ux),
wo(X;UY) = [Q(E) : Qlug(ey(X; Ux x {€}) = [QE) : Qlwgqe)(X; Ux).
Et donc, en appliquant la conjecture 1.1 & X , il vient

Q
- deg(UX)

P (X) = p*(X) > (N +1) =c(N +1) M

wo(X;UY) wo(e) (X3 Ux)”
On conclut en prenant § d’ordre suffisamment grand pour que wge)(X; Ux)
= wgab(X;Ux); c’est possible car Q** = Q(u™) (théoréme de Kronecker—
Weber).

Pour la réciproque on remarque que d’aprés le lemme 2.4, si K C Q2P
désigne le corps de définition de Ux, on a

deg(U;Qé) _ deg(Ux) - deg(Uyx)
wo(X;UY)  wii (X;Ux) ~ woun (X;Ux)
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3. Degrés d’obstruction et réseaux. Dans ce paragraphe on étudie
le degré d’obstruction d’un translaté de sous-tore dans un autre sous-tore,
relativement & un corps algébriquement clos k. Soit B = (by, ..., by) € (ZP)N
tel que Ly = ZP et, comme précédemment, notons Tz C G% le sous-tore
associé, image de I'application

. N b b
ep: Gl — G,,, s (s1,...,8N),

et BTp son translaté par un point 3 € GY. Reprenons I'application Mg
introduite au début du §2.1 (formule (4)); le noyau ker(Mg) C ZV est un
sous-module de rang N — n, saturé, c’est-a-dire tel que le quotient
ZN /ker(Msp) soit sans torsion. Les idéaux de définition de T et de BT
dans k[zF!, ..., 23] s’écrivent [ES96]

(7) I(Tg) = (z* —1: X € ker(Mg)), I(fTg)= (2 —p": )€ ker(Mg)).

Ainsi, le sous-tore T ne dépend que de ker(Mg). Plus généralement, le trans-
laté ST3 ne dépend que de ker(Mp) et de ’homomorphisme ker(Mg) — k>,
A= B

Réciproquement, soit I" C ZN un sous-module saturé muni d’un carac-
tere o, c’est-a-dire un homomorphisme g : I' — k*. Ces données définissent
un idéal binomial

I(T,0) := (2 — o(\) : A e ') C klzi!, ..., aih.

On peut vérifier que tout sous-module saturé de Z" se réalise comme ker(Ms)
pour un certain B € (ZP)N du type envisagé ci-dessus, et que tout caractére
d’un tel module se réalise par un point 3 € GY (on peut méme choisir
B € o(I")N). Les correspondances

(I0)— I(I0) et I— Z(I)

sont des bijections entre les sous-modules saturés I de Z" munis d’un carac-
tére o, les idéaux premiers binomiaux de k[xfl, . xﬁl] ne contenant aucune
des variables x;, et les translatés de sous-tores de G2 [ES96, Cor. 2.6].

On écrira aussi T'(I, o) pour le translaté de sous-tore associé au couple
(I', 0). Le caractére trivial p = 1 correspond a un sous-tore, que I’on note alors
simplement T'(I"), et ceux pour lesquels o(I") C pu® aux variétés de torsion.
Réciproquement, pour un translaté de sous-tore X C G on désigne par I'x
et ox le sous-module et le caractére associés. La représentation par sous-
modules saturés et caractéres correspond donc aux équations des translatés
de sous-tores. Dans ce paragraphe on privilégiera cette représentation, sauf
dans la proposition 3.6.

Le translaté T'(I', 0) est défini sur un sous-corps K si et seulement si
o(I') € K*. Ceci équivaut a ce qu'il existe 8 € (K*)V tel que o(\) = g
pour tout A € I', c’est-a-dire a ce que T'(I', o) contienne un point K-rationnel.
En effet, comme I" est saturé ’homomorphisme o s’étend en o : ZV — KX,
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posant alors B1,...,08n € K* les images par ¢ des éléments de la base
canonique de Z on vérifie que p s’écrit bien A — 3.
Soient X,Y C GX des translatés de sous-tores. La condition X C Y
équivaut a
I'x DIy et (ox)|ry = ov.

En particulier, X C Y entraine T'(I'x) C T'(I'y). De plus, Y est la variété de
torsion minimale contenant X si et seulement si gy (I'y) C u*> et ox () ¢
p° pour tout A € I'y \ I'y. Autrement dit, cette variété de torsion minimale
est caractérisée par

Iy ={\eTIx:ox(\) € u™} et oy = (ox)Iry-

Le degré d’obstruction des translatés de sous-tores dans des sous-tores
relativement & k se réalise par un diviseur qui lui aussi est un translaté de
sous-tore :

PROPOSITION 3.1. Soient X,Y C G des translatés de sous-tores tels
que X C Y. Alors il existe A € I'x \ I'y tel que

wi(X;Y) = deg(div(z® — ox(\)) - Y).

Démonstration. Soient I(X),I1(Y) C k[z!, ... ,a:]jf,l] les idéaux de défini-
tion de X et de Y respectivement. L’anneau k[Y] est factoriel car isomorphe

4 un anneau du type ]k[yf[l, ey y;tl], et donc tout diviseur est principal. Soit
donc F' € I(X) \ I(Y) réalisant wi(X;Y); on peut écrire F' modulo I(Y')

sous la forme
S STy
ZIEZN/FY O’GZN/FX

avec F, = ETGF){/FY foirx™ pour o € ZN /I'x. Les mondémes 2 (0 €
ZN /T'x) sont linéairement indépendants modulo I(X) et donc, comme F €
I(X), on a F, € I(X) pour tout o, de plus il existe og € Z~ /I'x tel que
F,, # 0. Ce polynéme ne peut pas étre réduit & un monoéme car I(X) ne
contient pas de monomes et il existe donc a,b € I'x /Iy, a # b, tels que

N(F) D ab,

ott ab C RY désigne le segment d’extrémités a, b. Soit A := a — b; on déduit
de la proposition 2.1 et de la monotonie du volume mixte par rapport a
I'inclusion [Ewa96, Thm. 4.12| que le degré de div(Fy,) - Y est supérieur ou
égal au degré du diviseur div(z* —pox()))-Y, et donc que wy (X;Y) est réalisé
par un diviseur qui est un translaté de sous-tore de la forme indiquée. m

On notera que pour un sous-corps K qui n’est pas algébriquement clos,
le degré d’obstruction d’un translaté de sous-tore dans un sous-tore n’est
pas nécessairement réalisé par un diviseur qui est un translaté de sous-tore.
Voici un exemple, aimablement fourni par David :
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EXEMPLE 3.2. Soit ¢ € Q\ Q et posons
X:=(&1-9eG, Y:=G2.

On a wg(X;Y) = 1 réalisé par la droite d’équation  + y = 1, et on véri-
fie qu’il n’y a pas d’équation binomiale de degré 1, définie sur Q et con-
tenant X. Par ailleurs, on a wg(X;Y) = 1, qui est bien sir réalisé par
la droite d’équation x + y = 1, mais aussi par des diviseurs translatés de
sous-tores, d’équations z —§ = 0, y — (1 —&) = 0 ou encore (1—&)x—E&y = 0.

De plus, on vérifie U;Qg = Ux =Y = G2, et la minoration de la conjec-
ture 1.1 s’écrit p*°(X) > ¢(2), tandis que celle du théoréme 1.3, p**(X) >
m(Q(£))/8v/2, donne un minorant pouvant étre rendu arbitrairement petit
(en variant £). Ceci montre que le théoréme 1.3 ne peut entrainer la conjec-
ture 1.1.

Soient X C Y des translatés de sous-tores de dimension n et p respec-
tivement et posons

I Xy ‘= I he / 17 )%
le module quotient, qui est un Z-module libre de rang (N —n) — (N —p) =
p — n. Considérons aussi l’espace linéaire Fggy = I'xy ®z R muni de la
métrique quotient || - || induite de la métrique euclidienne || - ||2 par identifi-

cation avec 'orthogonal de I- 3]3 dans I' %. En particulier, I'x y est un réseau
de F§ v

PROPOSITION 3.3. Soient X CY des translatés de sous-tores de dimen-
sion n et p respectivement. Alors pour tout A € I'x \ I'y on a

()N ==z == (C) )

Démonstration. Posons W := div(z* — ox(\))-Y. Quitte & diviser A par
un entier, ce qui divise également deg(W) et ||A|| L par ce méme entier, on
peut supposer sans perte de généralité que Iy := I'y +7Z A est un Z-module
saturé et donc [PSO05, §3]

N —1/2
<p_ 1) Voly_pi1(Iy /Tw) < deg(W)

N O\ 12 .
<(,Y)) volv-pn (/)

-1
De méme
N\ 12 N /2
(8) (p> Voly_,(I'¥/Iy) < deg(Y) < <p) Voly_(I'¥/Iy).

Mais Voln_pt1(Ih/Tw) = || Al|LVoln_p(I3/Ty) et les inégalités cherchées
en résultent. m
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LEMME 3.4. Awvec les notations de la proposition 3.3, le premier minimum
du réseau I'x y est majoré par

92 N\ /N _ 2\ 1/2(p—n) 1/(p—n)
2 r(1.2=" deg(X) ’
Va\\n/\p 2 deg(Y)
ou I' désigne la fonction gamma d’Euler.
Démonstration. Le théoréme de Minkowski [Cas71, §VIII.4.3, Thm.V]

entraine que le premier minimum de la norme || - ||| sur le réseau I'xy est
majoré par

9 p—n\ Ve . )
7 r(1 + 2) Vol,n(I'x.y /Tx,y)Y @,

Mais d’aprés [PS05, §3] (voir aussi inégalité (8) ci-dessus),

= ()0

VOlpfn(F}gY/FX,Y) = Voly_,(I'B/Ty) ~
—pP\"Y

d’ou ’énoncé. =
En combinant le lemme 3.4 avec 'inégalité de droite de la proposition 3.3

appliquée au premier minimum du réseau I’x y on trouve :

COROLLAIRE 3.5. Soient X C'Y des translatés de sous-tores de dimen-
sion n et p respectivement. Alors

wi(X;Y) < c3(N,p,n) deg(X)" P~ deg(y)!~1/ =)

avec

- 20 ()

< 4N N3/2,

En particulier, lorsque X est réduit a un point o € G on a wy (oY) <
(2N N)3/2 deg(Y) 11/

Il est naturel de se demander si cette majoration s’étend & d’autres va-
riétés, c’est-a-dire si

we(X;Y) < ¢(N) deg(X)Y P~ deg(v) 1~/

pour des variétés projectives X C Y de dimension n et p respectivement.
Chardin [Cha89] a démontré un tel résultat pour Y = PV et X c PV
quelconque. Cependant, il semblerait qu’'une généralisation ne soit possible
qu’en imposant des conditions sur la régularité de Castelnuovo—Mumford
de Y.

Il serait également intéressant de remplacer les estimations de la propo-
sition 3.3 par une égalité. Est-ce possible en modifiant convenablement la
métrique de I'xy? Le résultat suivant fournit une expression alternative
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exacte pour le degré d’obstruction, cependant elle ne nous est pas utile pour
la suite.

PROPOSITION 3.6. Soit Y C G un translaté de sous-tore, B € (ZP)N
satisfaisant Ly = 7P et 3 € GY | tels que Y = BTg. Soit A\ € ZN \ I'y tel
que M+ I'y soit saturé et v € k* quelconque. Alors

deg(div(z* —7) - Y) = (p — D) Voly—1 (ma(Q)) [ Ms(V) |2,
ot Qp C RP désigne ’enveloppe convexe des points 0,b1,...,bn, T\ la pro-
jection orthogonale y : RP — Mg(\)* =2 RP~L et ||-||2 la norme euclidienne.

Démonstration. Posons W := div(z* —7) Y. Comme A\Z+ Iy est saturé,
W est réduit et irréductible de dimension p — 1; c¢’est donc un translaté de
sous-tore.

Soit E := Mg(\)* et EZ := 7\(ZP); alors EZ est un réseau de E et on
vérifie Vol,_1(E/E%) = ||[Mg(\)||5*. Posons maintenant c; := my(b;) pour
j=1,...,Net€C:=(cy,...,cn), de sorte que Le = EZ, et soit n € G tel
que v = n’, de sorte que nTe est de dimension p— 1. Le translaté de sous-tore
nTe est 'image de I'application s +— (115, ..., nysY) et on vérifie

(s, ... s =t = pM(sahtrten Av ),

Mais ci A\ + - - -+ ey AN = (b)) A1+ -+ 7 (b)) AN = mA(Mp(A)) = 0 d’on
nlTe C W et donc nTe = W. Le calcul de degré découle alors du calcul du
volume du polytope P := Conv(0,cy,...,cn) = mA(QB) :
Qe (W) = (0~ 1! 1 28D (1)1 Vol (ma(@2)) [ M) o =
g p : Volp_l(E/EZ) p . p—l A B B 2-
REMARQUE 3.7. En combinant les propositions 3.6 et 2.1 on vérifie

MV ([0, Mz(N)], @, ..., Qz) = (p — 1)! Volp_1(mr(Qp)) || Mz (M) |2

p—1fois
Cette identité se déduit également de la formule générale suivante pour un
convexe @ quelconque en lieu et place du segment [0, Mg(\)] :

MV(Q,Q3,..,Q5) = (p—1)! Y aw(Q) Vol,_1(Qu),

p—1 fois wesP—t

ot w parcourt la sphére unité de RP, a,(Q) := max{(w,q) : ¢ € Q} et
Qu ={¢€ Qs :(w,q) =ay(q)} (voir [Ewa96, Ch. IV, Thm. 4.10]).

4. Démonstrations du théoréme 1.3 et des corollaires 1.4 et 1.5.
Nous donnons ici les preuves des résultats énoncés dans I'introduction. Re-
marquons tout de méme que dans le cas des hypersurfaces (n = N — 1)
le théoréme 1.3 est trivial : dans ce cas un translaté de sous-tore qui n’est
pas de torsion est de la forme X = Z(x® — \) pour un vecteur b € ZV a
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coordonnées premiéres entre elles et A € K>\ u*, et on a Uy = GY. Donc,
d’apres [PS05, prop. VI.4],

MX) RN

AeSS( )_ deg(UX)
 deg(X)  wg(X;GY) T

w@(X, U)()7

m(K)

ol /H(X ) désigne la hauteur normalisée de 'hypersurface X.

Démonstration du théoréme 1.3. On écrit X = oT et U = Ux = T
pour certains sous-tores 7,7, a € (K*)V et ¢ € (u™)N. On pose n =
dim(X), p = dim(Ux) et on suppose sans perte de généralité n < p.

Soit A € I'y \ I'y. Ecrivons A = ¢ + b avec b € Fg et ¢ € (F((?)L, ol
I'?:= I'®z Q. Soit encore ¢ = ((1, ..., x) € X un point quelconque. Alors
¢ = af pour un certain § € T, d’oi1, puisque 0* = 1,

= (ah) =  pour tout A € I'.

De plus ¢* € u™ car ¢ € €17, b € F[(]@ et pour tout entier m tel que mb € Iy
on a (¢?)™ = ¢m. Comme A ¢ Iy il vient que ¢* (et par la suite (¢) n’est
pas une racine de I'unité, a cause de la minimalité de U parmi les variétés de
torsion contenant X (voir a ce propos la discussion avant la proposition 3.1).

Soit L D K un corps de nombres contenant (i, ..., (. Comme ot et ¢°
ne différent que du facteur ¢? qui est une racine de I'unité, pour toute place
v € My, on a

llog [a?,| = [log [¢°lu] = |e11og [C1]o + - + en log | |o]

N
< (X leil) max(flog |Gl .., og ¢ )

i=1
< Vp —n AL max([log [Gifl, .- -, [log [Cn w]),

car c¢ est la projection de A sur l'orthogonal (Fg)L de Fg dans Fg et
dim@(l}g‘))L = p—n. Do, en sommant sur toutes les places de L,

2ie) = 3 L Qoo < Ve ML GO +REC).

oo, 1L
Et comme
o1y [Lv : Qv]
ME = 2 T met0 —log ik, -, —log G}
<R(¢GTY) + -+ h(Cy) < Nh(Q),
on a
©) o) > 2 h(a?) 2 m(K)

N+Dvp—n ML~ N+ Dvp—7n AL
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par définition de m(K), car o* € K> \ u™. La proposition 3.1 assure

existence de A € I'y \ Iy réalisant le degré d’obstruction wg(X;U) et,
par la proposition 3.3,

I (WAN)E

deg(U)
wg(X;U)

d’ou finalement
h(¢) > e(N,p,n)m(K)

avec ¢(N,p,n) = 2((N+1)*(p—n) (JZ) (p{Vl))‘l/Q > N—3/227N e qui achéve
la démonstration du théoréme 1.3. m

REMARQUE 4.1. En minorant m(K) par ¢[K : Q]~! selon la réponse at-
tendue a la question de Lehmer, on est tenté de considérer le degré d’obstruc-

tion modifié suivant, pour X et U comme dans la démonstration ci-dessus :
w(X;U) := inf{[Q(c?) : Q] deg(div(z* — ) -U) : A e I'x \ Iy}

La démonstration ci-dessus entraine alors

deg(Ux)

w(X;Ux)’

LEMME 4.2. Soit X wun translaté de sous-tore défini sur un corps CM.
Alors la plus petite variété de torsion Gx contenant X - X est un sous-tore.

A (X) 2 e er(N) -

Démonstration. Soit K le corps de définition de X. Ecrivons X = oT et
Gx = &T' pour certains sous-tores T, 7", a € (K*)N et € € (u>®)V. On a
X - X = |a*T, donc pour tout A € I’ on a |a** = ¢* € Ry N p™>®, d'ou
£ = 1; autrement dit, £ € T" et donc Gx = £T" = T’ est un sous-tore. =

Démonstration du corollaire 1.4. Lorsque K est un corps totalement réel
ou une extension abélienne de Q on a m(K) > 3 log((1 + v/5)/2) d’aprés (2)
ou m(K) > log(5)/12 d’aprés (3), et on reporte directement dans le théo-
réme 1.3.

Si K est un corps CM, la plus petite sous-variété de torsion contenant
Y := X - X est un sous-tore Gx, d’aprés le lemme 4.2. De plus, Y est définie
sur le sous-corps totalement réel Ky de K. Mais on a m(Kp) > % log (H—Z‘/g)
d’apres (2) et, si Y n’est pas une variété de torsion, on déduit du théoréme 1.3

que

) 2

a1 (N) log <1 ++/5 ) deg(Gx)
2 2 wg(Y; Gx)
Maintenant, si Y est une variété de torsion on a Y = Gx et wg(Y;Gx)

= oo, la minoration ci-dessus est donc encore vraie dans ce cas. Finalement,
on remarque %5(Y) < 20°°%(X) pour conclure la démonstration. =
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On pourrait directement déduire le corollaire 1.5 du théoréme 1.3, mais
nous préférons reprendre en partie la preuve afin d’obtenir une meilleure
constante numérique.

Démonstration du corollaire 1.5. On combine (9) dans la preuve du
théoréme 1.3 ci-dessus et le lemme 3.4 en choisissant A réalisant le premier
minimum de I'y /I, ce qui donne (X = oT, Ux = £T7)

2 1
m(K) ——
OER e

()

deg(T") 1/(p—n)
x m(K) ( deg(T') )

. 1/(p—n)
> es(N)m(K) (Cif;@) |

ﬁabs (OtT) >

avec c4(N) >2"VNN—2

REMARQUE 4.3. Notons que la minoration de la conjecture 1.2, si elle est
de nature purement géométrique, n’en est pas toujours meilleure que celle
de la conjecture 1.1. Par exemple, dans G3,, soit X une courbe arbitraire
dans le plan d’équation z = a avec a € Q* \ {£1}. Alors Bx = Z(z — a)
et Ug =G}, d’oit deg(By) = deg(U;Qé) =1 puis wo(X; Ug) = 1 tandis que
wg(X; Bx) = deg(X) est arbitraire et donc

deg(U%) deg(Bx)
wo(X; Ug) wg(X; Bx)

5. A propos du probléme de Lehmer sur k(t). Soit k un corps
algébriquement clos et ¢ une variable. Pour une extension finie K de k(¢) on
considére un revétement de la droite projective

7 Cx — PY(k)

de degré deg(m) = [K : k(t)] par une courbe projective lisse C' = Ck, corres-
pondant a lextension de corps k(t) < K. Un élément { € K s’interpréte
ainsi comme une fonction rationnelle £ : C --» k, et pour une place v € C
on note ord,(§) € Z l'ordre d’annulation de £ en v. On a la « formule du
produit » , qui s’écrit additivement

Z ord,(§) =0,

velC
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et la hauteur d'un point o = (ag : --- : ay) € PV(K) est par définition
1
h(a) := max(— ord, (), . .., —ord,(an)).
R 2

Cette formule est indépendante du choix des coordonnées projectives de «
grice a la formule du produit, et elle ne dépend pas non plus du choix du
revétement .

Pour a € PV (k(t)) dont les coordonnées «; sont des polynémes premiers
entre eux, on a h(a) = max; deg(a;). En outre, h(a) = 0 si et seulement si «
est « constant » par rapport a t, c’est-a-dire si et seulement si a € PV (k) :
on le vérifie en supposant par exemple o # 0, alors h(a) = 0 si et seulement
si ordy(aj/ag) > 0 pour j =1,...,N et tout v € C, ce qui équivaut a ce
que o/ € k. Ainsi, les éléments de k jouent dans le cas fonctionnel le role
des racines de 1'unité dans le cas arithmétique.

L’application « : C' --» P (k) s’é¢tend en une section globale C' — P (k)
car C' est supposée lisse. Notons X, C C x PN (k) son graphe; on a [HS00,
§B.10]

1
$0)

oil pp désigne la projection C' x PV (k) — PN (k) et E est un hyperplan
générique de PV (k).

Maintenant considérons le cas d’une variété X c PN (k(t)) de dimension
quelconque d > 0, définie sur K. Considérons la variétée X C C x PN (k) de
dimension d+ 1 dont la fibre générique sur C est égale a X. Soit C' — PM (k)
une immersion de C' dans un espace projectif. Soient

p1:C xPV(k) - C cPM(k), py:CxPV¥(k) — PV (k)

les deux projections naturelles, et pour di,ds > 0 tels que dy +do = d + 1
considérons le multidegré

deg (g, a,)(X) == Card(X Npy ' (B1) Npy* (E2))

h(a) = Card(X, Np; (E)),

ou By € PM et Ey C PN désignent des espaces linéaires génériques de
codimension d; et dg, respectivement. La hauteur de la variété X est alors

par définition
1
h(X) = K k(@] degg,q+1)(X)-

On peut vérifier que ceci ne dépend pas des choix effectués, et qu’elle coincide
avec la définition précédente dans le cas des points. On a h(X) > 0 et de
fait h(X) = 0 si et seulement si pa(X) est de dimension d, ce qui équivaut a
ce que X soit définie sur k. Pour les autres multidegrés, on a

[K :k(t)]deg(X) pourd; =1,dy=d,
A8 ay.a0)(X) = {0 pour dy > 2.
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La hauteur et le degré de X peuvent s’interpréter en termes de formes
résultantes de 1'idéal bihomogene I(X) C k[wo, ..., war, xo, ..., zN]. Soient
W un groupe de M + 1 variables et Vj, ..., Vy des groupes de N +1 variables
chacun et soit

résy € k[W, Vo, ..., Vi]
la forme résultante de I(X) d’indice (1,0) et (0,1),...,(0,1) (d + 1 fois)
(voir [Rémo01, §3] ou encore |PS04, §1.2] pour la définition et propriétés de
base des formes résultantes). C’est un polynéme multihomogéne dont le degré
par rapport a chaque groupe de variables est [RémO01, Prop. 3.4 et 2.11]

degyy (résx) = deg g a11)(X) = [K : k(t)]h(X),
degy, (résx) = deg(y ¢y(X) = [K : k(t)] deg(X), pouri=1,...,d.

Comme conséquence de cette interprétation et de [RémO1, Lem. 2.11| on
peut démontrer le théoréme de Bézout fonctionnel : si

f € ]k[wO)' -+, WM, T, - "7'TN] \I(:X:)
est une forme bihomogéne, alors
(10) h(X - div(f)) = degy(f)h(X) + degy, (f) deg(X).

Similairement, on obtient une formule de Hilbert—Samuel pour la dimension
de l'espace des formes de bidegré (n, ) modulo I(X) [Rém01, Thm. 2.10] :

(11)  dimy(k[X],,5))
 deg(g,aq1)(X) S 4 deg(1,4)(X)
o (d+1)! d!

= [K : Kk(t)] <(5(f1))! 5 (mgd(!X) néd> (1+o0(1))

né? + O((n+ 6)6¢™1)

pour 7, — oo.
Par ailleurs, le minimum essentiel de X est naturellement défini par

p(X) :=1inf{f : {£ € X : h(§) < 0} est Zariski dense}.

On pose Uy C PN (k(t)) la plus petite variété définie sur k et contenant X.
Le résultat principal de ce paragraphe est ’analogue fonctionnel suivant de
la conjecture 1.1 :

PROPOSITION 5.1. Soit X € PN(k(t)) une variété de dimension d > 0.
Alors

ess h(X) deg(UX>
@+ Du™(X) > deg(X) - wi(r) (X3 Ux)

Démonstration. La premiére inégalité résulte de la proposition 5.2 ci-
dessous. Pour la seconde, on remarque Uy = pa(X) C PV (k). Cette variété
est donc égale & X si X est définie sur k, et de dimension d + 1 sinon.
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Si X = Uy on a wy)(X;Ux) = oo et le résultat est clair, sinon X est
de codimension 1 dans Ux. On a clairement

degg,q41)(X) = deg(Ux) deg(pz|x) = deg(Ux).

D’un autre c6té, le diviseur minimal de Ux défini sur k(¢) et contenant X est
U, o(X) ot o parcourt les k(t)-immersions du corps de définition K de X

dans la cloture algébrique k(t). Le degré de ce diviseur est [K : k(t)] deg(X)
et donc wy(y)(X;Ux) = [K : k(t)] deg(X). On en conclut

h(X)  deggar)(X) - deg(Ux) deg(Ux)

= = = . n
deg(X)  degq)(X) — [K :k(t)]deg(X)  wi)(X;Ux)
Il ne reste qu’a démontrer I’analogue fonctionnel suivant du théoréme des
minimums algébriques successifs. On reprend pour cela en partie les idées

de [DP98, Thm. 3.1].

PROPOSITION 5.2. Soit X C PN (k(t)) une variété de dimension d > 0.

Alors hxX)
€ss X
K < deg(X)

Démonstration. Pour l'inégalité de gauche, il suffit de démontrer que
pour tout diviseur Z de X il y a des points dans X \ Z de hauteur <
h(X)/deg(X). En intersectant X avec d formes linéaires génériques a coef-
ficients dans k le cycle intersection est de dimension 0, de degré deg(X) et
a support dans X \ Z. Par le théoréme de Bézout (formule (10) ci-dessus)
la hauteur de ce cycle est h(X), et donc son support contient au moins un
point de hauteur < h(X)/deg(X).

Pour I'inégalité de droite, on commence par supposer sans perte de géné-
ralité que X est définie sur k(¢). Soit I(X) I'idéal de définition de X dans
k(t)[zo,...,zn] et € > 0. Il existe une base de l'espace dual I(X)Y de la
forme

< (d+ 1)p™(X).

bi = (§")aenn+1,jaj=ss 1= 1,..., L= dimyy (k()[X]s),

avec & € X (k(t)) et h(&;) < pu®5(X)+-e, par définition du minimum essentiel.
On en déduit a ’aide de la formule de Brill-Gordan que

L L
(12)  h(I(X)s) = h(I(X)5) < D h(bi) =6 ) h(&) < SL(™*(X) + <)
i=1 1=0

Par ailleurs on a, en posant w = (wg,w1) et = (xo,...,ZN),

(13) dimy (K[X](5.5)) = dimy (k[w, 2} ,6)) — dimg (1(X) ¢,6))

=(n+1) (5 JJF\,N> — dimg (1(X) ,5)).
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Notons J := dimy(I(X);) = (6+N) L. D’aprés [Thu95, Cor. 2| (voir
aussi [Mah41, p 489]) il existe une base ci,...,c; du k(t)-espace I(X)s
satisfaisant Zj_l h(cj) = h(I1(X)s5). Mais alors les éléments

tej,  j=1,...,J,1=0,...,0— h(c;),
sont linéairement indépendants sur k dans I(X), sy qui est donc de dimen-
sion au moins (n + 1)J — Z}'le h(c;) > (n+1)J — h(I(X)s). En reportant
dans (13) on obtient

) im0 < ) (* ) = 00 04 ACON

< (n+ 1)L+ h(I(X)s).

En réunissant (11), (12) et (14) il vient avec 'expression asymptotique de L
comme fonction de Hilbert :

MX)  capr, deg(X)
)yl o sl ) (1 1
<(d+1)! g " (o))
deg(X)
S
et enfin, en divisant par 69! et en faisant tendre 7 et § vers I'infini de sorte
que 1/0 reste borné,

6T+ 140 (X) +¢)) (1+o0(1))

h(X) _ dea(X)
d+1)!~

puis le résultat voulu lorsque ¢ tend vers 0. =

(LX) +e),
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