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1. Introduction. Dans cet article tous les plongements et tous les au-
tomorphismes de corps valués que ’on considérera seront supposés continus.

Rappelons qu’une extension galoisienne d’un corps local & corps résiduel
fini est arithmétiquement profinie (APF) si et seulement si ses sous-groupes
de ramification en numérotation supérieure sont d’indice fini dans le groupe
de Galois (cela permet de définir aussi la numérotation inférieure de la
filtration de ramification de son groupe de Galois). Un groupe compact
G d’automorphismes d’un corps local est dit APF si ses sous-groupes de
ramification en numérotation inférieure G; (i € N) sont d’indice fini et si

S:)roo (Ggl:th) = +o0, avec Gy = G|yj41 si t € [0,+0o[ \ N (ce qui permet de

définir aussi leur numérotation supérieure).
La théorie du corps des normes de Fontaine et Wintenberger [W1] con-
duit a considérer les deux catégories £ et € suivantes :

La catégorie £. o Un objet de £ est la donnée d’un corps local K et
d’une extension galoisienne, APF, infinie de K.

e Un morphisme 7 € More(L/K, L' /K') est un plongement de L dans L’
tel que L'/7(L) et K'/7(K) soient des extensions séparables finies.

La catégorie €. o Un objet de € est la donnée d’'un corps local X de
caractéristique p et d’'un sous-groupe compact G du groupe des automor-
phismes (continus) de X.

e Un morphisme 7 € More((X, G), (X',G’)) est un plongement de X
dans X’ tel que l'extension X'/7(X) soit séparable finie, que la restriction
res;(x) de X "a 7(X) applique les éléments de G’ sur des automorphismes
de 7(X) et que 7! (res,(x)(G'))7 soit un sous-groupe ouvert de G.

2010 Mathematics Subject Classification: Primary 11S15; Secondary 11S520.
Key words and phrases: local field, ramification, solvable extensions.

DOI: 10.4064/aal55-2-2 [139] © Instytut Matematyczny PAN, 2012



140 F. Laubie et D. Poingt

A un objet L/K de £, on associe son corps des normes X (L). A un
morphisme 7 de L/K dans L'/K’, on associe le plongement continu X (7)
de X (L) dans Xg/(L'), qui, pour toute extension finie E'/K’ telle que
E'r(L) = L', applique sur la projection z’;, de I'élément 2/ = 7(z) €
Xg/(L'), la projection -1y de € Xg(L) sur 7~ !(E'). Un élément
du groupe de Galois de L/K est un automorphisme de l'objet L/K de £ et
Xk (Gal(L/K)) s’identifie & un sous-groupe compact de Aut(Xg(L)). On
pose X(L/K) = (Xk(L), Xk (Gal(L/K))) et X(7) = Xk (7) pour tout mor-
phisme 7 de L/K dans L'/ K’. Cela définit un foncteur X de £ dans € [W1].

On sait que le foncteur X induit des équivalences de catégories entre cer-
taines sous-catégories de £ et certaines sous-catégories de € et chacune de ces
équivalences de catégories fournit des théoremes arithmétiques. C’est ainsi
que 'on montre que les groupes compacts de Fg-automorphismes des corps
de séries formelles F,((T)) qui sont des groupes de Lie p-adiques résolubles,
peuvent étre réalisés comme des groupes de Galois d’extensions de corps
locaux de corps résiduel F, en respectant leurs filtrations de ramification
([L, théoreme 1.5.3]). Le but de cet article est de généraliser ce résultat
aux groupes compacts de Fj,-automorphismes des corps de séries formelles
F,((T)) qui sont résolubles et non nécéssairement topologiquement de type
fini, c’est-a-dire n’admettant pas nécessairement de sous-groupe dense de
type fini.

Il en résultera que les groupes compacts de Fg-automorphismes des corps
de séries formelles F,((7")) qui sont résolubles (c’est-a-dire les sous-groupes
fermés résolubles du groupe de Nottingham [C]) sont arithmétiquement
profinis et peuvent étre réalisés comme des groupes de Galois d’extensions
de corps locaux de corps résiduel F, en respectant leurs filtrations de rami-
fication. Autrement dit :

ProrposiTiON 1.1. Si G est un sous-groupe fermé résoluble du groupe
des Fq-automorphismes continus du corps Fy((t)), il est APF et il existe
une extension galoisienne APF L d’un corps local K, a corps résiduel Fy, et
un isomorphisme de G sur Gal(L/K) qui pour tout i € N applique le sous-
groupe de ramification G; de G sur le sous-groupe de ramification Gal(L/K);
de Gal(L/K).

2. Une généralisation d’un théoréme de Keating. Dorénavant k
est le corps fini & ¢ = p/ éléments.

La sous-catégorie £ de £. o Un objet de £ est la donnée d’un corps
local K de corps résiduel k et d’une extension galoisienne, APF, infinie et
totalement ramifiée de K.

e Les morphismes € Morg, (L/K,L'/K') sont parmi les morphismes
€ More(L/K, L' /K') ceux qui induisent I'identité sur le corps résiduel k.
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La sous-catégorie € de €. o Un objet de € est la donnée d’un corps local
X de caractéristique p et de corps résiduel k et d’un sous-groupe compact,
infini G du groupe Autg(X) des k-automorphismes de X.

e Les morphismes € More, ((X,G), (X', G’)) sont parmi les morphismes
€ More (X, G), (X', G")) ceux qui induisent I'identité sur le corps résiduel .

Le foncteur X induit par restriction un foncteur de £; dans €, encore
noté X [W1J.

THEOREME 2.1 (K. Keating [Kel). Soit £y a1 (resp. € ap) la sous-caté-
gorie pleine de £y, (resp. de €) dont les objets sont les objets de Ly, (resp.
les objets (X,G) de €) qui sont des extensions abéliennes (resp. avec G
abélien). La restriction du foncteur X a Ly a1, est une équivalence de catégo-
ries sur €y ap.

On note £, (resp. € ) la sous-catégorie de £ (resp. €;) dont les objets
sont ceux de £ (resp. €) et dont les morphismes sont les isomorphismes
de £ (resp. €).

On dit qu’un groupe profini G est résoluble de classe n > 1si Gy, # (1) et
[Gr, Gy] = (1) ou, pour tout m > 1, G, = [Gm—1, Gm—1] est le sous-groupe
fermé de G,,—1 engendré par les commutateurs et ou Go = G. 1l faut faire
la distinction entre les extensions galoisiennes résolubles, c’est-a-dire dont le
groupe de Galois est résoluble, et les extensions galoisiennes pro-résolubles,
c’est-a-dire dont toutes les sous-extensions galoisiennes finies sont résolubles
(c’est le cas des extensions galoisiennes des corps locaux & corps résiduels
finis).

Soit ,S;JES (resp. C;,res) la sous-catégorie pleine de £, (resp. de € ) dont
les objets sont les objets de £; (resp. les objets (X, G) de €) qui sont des
extensions résolubles (resp. avec G résoluble). Il est clair que le foncteur X
induit par restriction un foncteur de S;’res dans €;7res.

On se propose d’établir le résultat suivant :

THEOREME 2.2. La restriction du foncteur X a S; res €8T une équivalence
de catégories sur € .

3. Extensions des corps de normes. L’outil principal dans la démon-
stration du théoreme 2.2 est la propriété de transitivité des corps de normes
que nous rappelons ci-dessous.

Soit L/K un objet de £ et soit M une extension finie de L galoisienne
sur K. Alors M /K est un objet de £ et I'inclusion de L dans M induit un
morphisme canonique de X (L) dans X g (M).

Soit N une extension de L galoisienne sur K et soit X, /i (N) la limite
inductive des X (M), M parcourant I’ensemble des extensions finies de L
galoisiennes sur K et contenues dans N.
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Alors X7,k est une équivalence de catégories entre la catégorie des exten-
sions séparables de L pour les L-plongements et la catégorie des extensions
séparables de Xk (L) pour les X (L)-plongements ([W1l, théoreme 3.2.2]).

Soit Kgep une cloture séparable de L. Alors X,/ (Ksep) est une cloture
séparable de X (L) et Gal(Ksep/ K ) s’identifie au groupe des automorphismes
de X1k (Ksep) qui laissent stable Xx (L) et qui induisent sur X (L) un
automorphisme qui est dans I'image de Gal(L/K) ([W1, section 3.2]).

Soit N C Kgep une extension galoisienne de K contenant L. L’extension
N/K est APF si et seulement si Xy, /x(N)/Xk(L) l'est et, dans ce cas,
Xk (N) s’identifie a Xx, (1) (X1 x(N)) (WL, proposition 3.4.1]). En parti-
culier, les extensions galoisiennes, résolubles, totalement ramifiées des corps
locaux & corps résiduel fini sont APF.

Le lemme suivant en résulte aussi clairement :

LEMME 3.1. Soit (X,G) un objet de €, soit H un sous-groupe fini dis-
tingué de G (de sorte que G/H s’identifie a un groupe d’automorphismes
de XH). Supposons qu’il existe un objet L/K de £ tel que X(L/K) =
(X G/H). Alors, dans une cloture séparable fizée de L, il eriste une et
une seule extension M/L telle que l’extension M /K soit galoisienne et que
lobjet X(M/K) de € soit isomorphe a (X, G).

LEMME 3.2. Soit £1 une sous-catégorie pleine de 2,:. On suppose que X
induise un foncteur pleinement fidéle de £, dans Qf,:. Soit (X,G) un objet
de €, soit H un sous-groupe ouvert distingué de G. Supposons qu’il existe
un objet L/K de £, tel que X(L/K) = (X, H). Alors G s’identifie a un
sous-groupe de Aute(L/K) et X(L/LY) = (X, Q).

Démonstration. Comme H est distingué dans G, G est un sous-groupe
de Aute, ((X,H)) et, a cause de la pleine fidélité de X, il s’identifie & un
sous-groupe de Autg, (L/K) et L¢ = KG/H est un sous-corps de K tel que
[K : LY < oo;enfin X(L/LY) = (X, G) parce que X;c(L) = Xg(L) = X. u

4. Le foncteur X est fidele. Il s’agit d’un résultat probablement
connu, démontré par J.-P. Wintenberger dans plusieurs situations dans les-
quelles il est possible d’exhiber un foncteur quasi-inverse (voir [W1j, [W2],
[W3]). La démonstration de la fidélité de la restriction du foncteur X a la
catégorie £ o a été récemment donnée par K. Keating dans [Ke]. Mais
n’ayant pas trouvé de démonstration de la fidélité de X de £ dans € en
toute généralité, nous proposons la suivante.

Soient L/K et L' /K’ deux objets de £; soient o, 7 € More(L/K, L' /K")
tels que X(o) = X(7). Rappelons que X(7) associe & (g)peg(r/k) € XK (L)
un morphisme (2 ) preg(r/ /1) € Xrr(L') tel que 2y, = 7(2,-15) pour tout
E' ¢ &(L'/K') tel que E'T(L) = L'; bien sir, 7~ E' désigne 7~ (E'N7(L)).
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Soit M’ le sous-corps de K’ engendré par (K' N 7(L)) U (K'Nno(L));
c’est aussi un sous-corps de 7(L)o(L). Soit N une extension galoisienne
finie de K contenant a la fois la sous-extension maximale totalement ra-
mifiée de L/771(M’) et la sous-extension maximale totalement ramifiée de
L/o=H(M"). Soit (zg)pes/n) € Xn(L) = Xk (L). Comme X(0) = X(7),
pour tout £ € E(L/N), on a 7(vg) = o(xg). Si (TE)peg(r/n) est une uni-
formisante de X (L), alors pour tout E € £(L/N), xg est une uniformisante
de E, 7(xg) est une uniformisante de 7(E), et o(zg) de o(E). De méme,
si (zp) Eee(L/N) engendre un systeme de représentants multiplicatifs de X,
il en est de méme de xp dans E, de 7(xg) dans 7(F) et de o(xg) dans
o(E), pour tout E € E(L/N). Les sous-corps o(E) et 7(E) de L' sont des
corps locaux admettant une uniformisante et un systéme de représentants
multiplicatifs commun, donc ils coincident et 7 et ¢ coincident sur F, pour
tout £ € E(L/N), donc sur L. =

5. Démonstration du théoréme 2.2. Dans la suite, £ désigne une
sous-catégorie de £; admettant les mémes isomorphismes que £j.

LEMME 5.1. On suppose que X induise un foncteur pleinement fidéle
de £1 dans €. Soit (X,G) un objet de €, soit H un sous-groupe fermé,
non ouvert, distingué de G tel que (X, H) soit un objet de € et qu’il existe
un objet F/E de £, tel que X(F/E) = (X, H). On suppose que, pour tout
sous-groupe fermé J de Auty(X) isomorphe a G/H, (X, J) soit dans 'image
essentielle de X. Alors (X, G) est dans l'image essentielle de X.

Démonstration. Soit F//E un objet de £ tel que X(F/E) = (X, H).
Comme H est distingué dans G, G est un sous-groupe de Aute, (X, H))
et, a cause de la pleine fidélité de X, il s’identifie & un sous-groupe de
Aute, (F/E), de sorte que G/H s’identifie & un sous-groupe de Aut(E);
G/H étant infini, E est un corps local de caractéristique p. L’extension
F/E est totalement ramifiée et (E,G/H) s’identifie & un objet (X, .J) ou J
est un sous-groupe fermé de Auty(X). Soit alors M/K un objet de £ tel que
X(M/K) = (FE,G/H). 1l existe une extension galoisienne L de M et un E-
isomorphisme de corps de X s/ (L) sur F' ([WI, théoreme 3.2.2]). Montrons
que L/K est galoisienne. Soit (G;);cn une suite décroissante de sous-groupes
ouverts, normaux de G telle que (), G; = (1); on note H; = H N G;. Pour
tout i, G/ H; s’identifie & un groupe d’automorphismes de X (L), H/H; &
un sous-groupe fini normal de G/H; de corps des invariants F, donc, d’apres
le lemme 3.1, L est galoisienne sur K de groupe de Galois isomorphe &
G/H;, L/K est galoisienne de groupe de Galois isomorphe a G et Xg (L)
s'identifie a Xx, () (Xp/r (L)) = Xp(F) ~ X ([WI, proposition 3.4.1]).
Donc X(L/K) =~ (X,G). =
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Soit 'Sk,resd (resp. Qk,resd
dont les objets sont les extensions résolubles de classe < d (resp. dont les
objets sont les couples (X, G) ou G est un groupe résoluble de classe < d). Il
s’agit de démontrer que X induit une équivalence de catégories entre £

k,res?
et Q:k,resd

Pour d =1 c’est le théoreme de Keating [Ke].

) la sous-catégorie pleine de S;JES (resp. de €,:7res)

pour tout entier d > 1. Raisonnons par récurrence sur d.

Soit d > 2 et supposons que X induise une équivalence de catégories
entre £, - Le foncteur X étant fidele de £ dans €, il induit

k,resd—1 et 6Ic,resdfl'
par restriction un foncteur fidele de £, dans €
essentiellement surjectif.

Soit (X,G) un objet de €, et soit G’ = [G, G] le sous-groupe fermé

~

Montrons qu’il est

k,r k,res?”

de G engendré par ses commutateurs. Alors (X, G’) est un objet de €, a1

D’apres 'hypothese de récurrence, il existe un objet F'/E de ngesd_l tel que
X(F/E) = (X,G"). D’apres le lemme 3.2 si G’ est ouvert dans G, et d’apres le
lemme 5.1 sinon, il existe un objet L/ K de SZ,resd tel que X(L/K) = (X, G).

Il ne reste plus qu’a montrer que le foncteur X est pleinement fidele
de Eg,resd dans Q:;,resd' Soient (X1,G1) et (X3, G2) deux objets de Qﬁ]:’resd. 1l
existe des objets L1 /K et La/Ks de Qﬁ;’resd tels que X(L1 /K1) = (X1,G1) et
X(Ly/K3) = (X2,G2). Soit 7 € QﬁOT@;((Xl,Gl), (X2,G2)). 11 faut montrer
qu'il existe o € Morg~ (L1/K1, L2/ K3) tel que X(o) = 7. En voici une
démonstration dans le cas ou l'indice de G| dans G; (et donc aussi de G,
dans Gg) n’est pas fini; le cas contraire se traite pareil.

Soient, pour ¢« = 1 ou 2, G, = [G,,G,], M, = Lf;i, E, = Xg,(M,) et
F, = X, /K, (L,). Alors X(F,/E,) s’ identifie a I'objet (X,,G}) de e;resd_l.
L’isomorphisme 7 induit par conjugaison un isomorphisme de groupes 7*
de Gy sur G dont la restriction & G% est un isomorphisme sur Gj. Donc
(X1,G)) = (X2,GY) et, par 'hypothese de récurrence, il existe un mor-
phisme p de la catégorie 2;’resd71 de l'objet F}/E; dans 'objet Fy/FEs tel que
X(p) = 7; c’est un isomorphisme de corps de F sur F; tel que p(Ep) = Es.

Comme G/ est un sous-groupe normal de G,, G, s’identifie & un sous-
groupe de Qle@;:resdfl ((X,,G))). Comme 7* induit naturellement un isomor-

phisme de groupes de Ga/GY, sur G1/GY, p induit un isomorphisme entre les
objets (E1,G1/G)) et (Eq, G2/GY) de la catégorie Q:;,resl = Q:,:’ab.

Comme X(M,/K,) = (E,,G,/G), il existe 7 € Mor g~ (M1 /Ky, Ms/K>)
tel que X(0) = p|g, (théoreme 2.1). Il existe une extension galoisienne L, de
M, et un E,-isomorphisme de corps de Xy, /k, (L,) sur F' (W1, théoréme
3.2.2]). Comme dans la démonstration du lemme 5.1, on voit que L, est une
extension galoisienne de K,. Donc & se prolonge en des isomorphismes de
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~

k,resd—1 de Ll/Ml sur
Lo /Ms. Par ’hypothese de récurrence, 'un d’eux o est tel que X (o) coincide
avec T en tant qu’isomorphisme de (X1, G}) sur (X2, G%) dans Ql:,resd*“ donc
X(o)=7.m

corps de Lj sur Lo qui induisent des isomorphismes de £

6. Ramification. Soit G un sous-groupe fermé résoluble de classe d
du groupe des Fg-automor-phismes continus du corps F,((t)). D’apres la
proposition 1.1 qui est une conséquence évidente du théoreme 2.2, il est
APF et il existe une extension galoisienne APF L d’un corps local K, a
corps résiduel F,, et un isomorphisme de G sur Gal(L/K) qui, pour tout
1 € N, applique le sous-groupe de ramification G; de G sur le sous-groupe
de ramification Gal(L/K); de Gal(L/K).

On peut donc définir sa fonction de Herbrand ), comme la bijec-
tion réciproque de ¢ (x) = Sg (Gfliét) sur [0, 4+o0[, puis sa filtration de rami-
fication en numérotation supérieure : G% = Gwc(u) de sorte que ¢, (z) =
§5(GY: G") dt.

Un saut de ramification supérieur de G est un saut de la filtration (G%) ;
c’est un nombre rationnel u tel que Ve > 0, G¥*¢ ¢ GU. 1l est bien connu que
si G est abélien (d = 1) alors les sauts sont entiers (théoreme de Hasse-Arf).

PROPOSITION 6.1. Soit b un saut de ramification supérieur du groupe des
F,-automorphismes (ou du groupe de Galois totalement ramifié) G résoluble
de classe d. Pour tout nombre premier | # p, on a

v (b) + (d—1Dvy(g—1)>0
ot vy désigne la valuation l-adique.

Démonstration. Rappelons que la fonction de Herbrand ¢, d’une ex-
tension APF non nécessairement galoisienne (voir par exemple [W1]) E/K
est définie par Vg /i (r) = Sg(go : H9G") du ou G est le groupe de Galois
sur K de n’importe quelle extension galoisienne N de K qui contient E et
ou H = Gal(N/E); on a les formules de transitivité v p/x = Vg/F o ¥p/k
pour K C F C E; comme 9/ est strictement croissante, la formule des
dérivées a droite T/JIE/K = %E/F oYp/K - w%/K montre que si ¢/ g n'est pas
dérivable en z alors ¢/ non plus.

Soit U le groupe des unités de K. Soit

x
Y(a)=\(U:UYdt=q—1+qlg—1)+ - +q"(g—1)(z - |z])
0
la fonction de Herbrand d’une extension abélienne totalement ramifiée max-
imale de K. C’est une bijection croissante, convexe, linéaire par morceaux
de [0, +oo[ sur lui-méme.
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Soit .
— m

pour ¢" — 1 < z < ¢! — 1 sa bijection réciproque, soit ¥g = 1 o --- 0 1)
sa d-iéme itérée et soit ¢4 la bijection réciproque de 4. Si a et b sont
des entiers naturels premiers entre eux alors le dénominateur du nombre
rationnel ¢(a/b) divise ¢™(q — 1)b pour un certain m € N*. L’ensemble
des points singuliers de 1 (resp. de ¢) c’est-a-dire ’ensemble des points de
discontinuité de la dérivée ¢’ (resp. ¢'), est N* (resp. (N*) = {¢"" — 1 }nens)-
Par récurrence sur d, ’ensemble des points singuliers de ¢4 est ¢4_1 (N*) car
Yl = ohg_1-) | avec ¢g_2(N*) C ¢pg—1(N*). Donc, encore par récurrence
sur d, les dénominateurs des x € Q en lesquels 14 n’est pas dérivable divisent
q"™(q¢ — 1)%! pour un certain m € N*. Autrement dit : les dénominateurs
0 des points singuliers de 1y vérifient v;(6) < (d — 1)v;(¢ — 1) pour tout
nombre premier [ # p, ou v; désigne la valuation [-adique.

Il reste & montrer que toute extension résoluble de classe d et totalement
ramifiée L/ K est contenue dans une extension totalement ramifiée APF de
K dont la fonction de Herbrand est ¢y4. Soit K = Ky C K1 C --- C K431 C
K4 = L la tour des sous-extensions abéliennes maximales de L/K, c’est-a-
dire K;11 est 'extension abélienne maximale de K; contenue dans L. Soit
Keep (resp. Ly,) une cloture séparable de K contenant L (resp. I'extension
non ramifiée maximale de L contenue dans Kep) et soit ¢ un relevement
dans Gal(Kgep/K) d'un générateur du groupe de Galois de Ly,/L. Pour
tout sous-corps E de Kgep, on note E2b 1a cloture abélienne de E contenue
dans Kgep. On construit par récurrence une tour d’extensions abéliennes
totalement ramifiée : M; est le sous-corps maximal de K?P fixé par ¢ et,

pour i =1,...,d—1, M;;1 est le sous-corps maximal de be fixé par ¢} il
est clair que M; D K;.
Par récurrence sur ¢ = 1,...,d, les extensions M;/K sont APF'; en effet,

si M;_1/K est APF, alors comme I'extension Xy, | /x(M;)/ X (M;—1) lest
aussi, il en est de méme de M;/K ([W1, proposition 3.4.1]). Soit 91y = ¥
la fonction de Herbrand de M;/K et soit, pour i > 2, 1(; la fonction de
Herbrand de I'extension Xy, | /i (M;)/ X (M;-1); comme le foncteur corps
de normes respecte la ramification, on a ¥;) = ¢pr,_, /K © ¥,/ €0 comme
X,k (M;) est une extension abélienne maximale totalement ramifiée de
X (Mi—1) = TF4((t)), on a ¢y = 1 et donc ¥y, /i est la d-ieme itérée 1y
de . Il en résulte que les sauts de ramification supérieurs de L/K sont des
points singuliers de 4. u

REMARQUE 6.2. Il serait intéressant de savoir si I’équivalence de caté-
gories du théoreme 2.2 s’étend a des catégories ayant davantage de mor-
phismes.
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REMARQUE 6.3. Cette remarque est une réponse du rapporteur ano-
nyme a une question posée par les auteurs. Le théoreme 2.2 implique que tout
sous-groupe fermé G, résoluble de classe d de Autr, (F,((f))) et maximal pour
ces propriétés, est isomorphe, en tant que groupe filtré par sa ramification, au
groupe de Galois d’une extension £ maximale, totalement ramifiée, résoluble
de classe d d'un corps local F' de corps résiduel F,. Comme I’a remarqué
le référé, il résulte de travaux bien connus de Shafarevich [J] et de Kawada
[Kal que la caractéristique de F' est nulle si et seulement si le groupe G est
topologiquement de type fini.
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