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Une remarque sur les extensions pondérées
de I’inégalité de Turan—Kubilius

par

R. DE LA BRETECHE (Paris) et G. TENENBAUM (Nancy)

1. Introduction. Nous nous intéressons ici a la forme pondérée de
I'inégalité de Turéanubilius

(1.1) Vi(z; g) Zg — Ef(x)]> < C(x;9)Dy(x)?,
n<x

ou f est une fonction additive complexe, g est une fonction arithmétique
réelle positive ou nulle et ot 'on a posé

Gi(z) =) g(n),

n<e
(") 1
Bp(z) =Y =—=(1-—],
<z b p
f(")?
Dy(x)? =) =
PV p
Sous ’hypothese
(1.2) supg(n) < Hy,
n<e

nous déduisons immédiatement des résultats classiques de Hildebrand [3] et

Kubilius [4] que (1.1)) a lieu avec
xH
1.3 C(z;g) == {2 +0(1 d
(13) (@:9) = {3 + oD} 15
ou la quantité o(1) est indépendante de f et g.

Nous nous proposons ici d’examiner la situation ou la majoration indi-
viduelle (|1.2)) est remplacée par une majoration en moyenne.
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Une telle approche a été considérée dans [1] lorsque g est une fonction
arithmétique multiplicative avec comme choix d’espérance la moyenne em-

pirique
1

S g,

Gl(l‘) n<w
Cette quantité n’est heuristiquement, et en moyenne, proche de E¢(x) que
lorsque g(p) est proche de 1. Dans ce cas, le résultat général suivant, di a
Elliott [2] est applicable. Nous en donnons ici une formulation légérement
différente et une nouvelle démonstration. Ici et dans la suite, nous désignons
par w(n) le nombre des facteurs premiers distincts d’un entier naturel n.

THEOREME 1.1. Sous I’hypothése

xH?
(1.4) d g <=5 (w(d) <222 1),
n<z d
d||n

linégalité de Turan—Kubilius (1.1|) a lieu, uniformément en g, avec
C(z;9) < xHy /G (x).

REMARQUES. (i) Notons encore
Ga(z):=> g(n) (d=1,z>1).

nx
d||n

D’apres l'inégalité de Cauchy—Schwarz, '’hypothese (1.4]) implique
zH,

(1.5) Galz) < 22 (w(d) < 2,2 = 1).

Il en résulte en particulier que xH,/G1(z) > 1.
(ii) Nous établissons plus loin que 'on a

(1.6) Gf@%f(n)g(n) = Ey(2) +0<Df(x) %)

Cela justifie le choix, commode pour les applications, de remplacer dans
la moyenne empirique par E¢(z).

(iii) 11 est facile de vérifier que 1’énoncé, apparemment plus particulier,
donné par Elliott dans [2] implique le Théoréme La formulation souple
donnée plus haut permet d’expliciter 'uniformité sous-jacente et donc de
favoriser le développement d’applications.

(iv) La démonstration proposée par Elliott dans [2] repose sur un lemme
d’estimation effective de fonctions multiplicatives positives ou nulles et sur
une astucieuse utilisation de la formule intégrale de Cauchy. Nous proposons
ici une preuve directe utilisant la forme duale de la version classique non
pondérée de I'inégalité de Turan—Kubilius.
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Lorsque g(n) désigne le nombre des représentations de n sous la forme
n = a+ b ou a (resp. b) parcourt un ensemble de taille A (resp. B), le
Théoreme n’est utile que si ’hypothese ((1.4) est satisfaite avec

H, = o(min(A, B)) lorsque z — oo.

Le résultat suivant peut en effet étre considéré comme un énoncé de base
pour ’ensemble des poids g de ce type.

THEOREME 1.2. Soient A et B des sous ensembles de [1,x] tels que
A+BcC[lz], A=A, |B| =B. Sig(n) :={(a,b) e AxB:a+b=n}
(n > 1), alors l’hypothése , et donc aussi la relation , est vérifiée
avec H, := min(A, B).

A titre d’illustration dun cas représentatif d’application du Théo-
reme nous énoncons le résultat obtenu pour le choix g = w.

THEOREME 1.3. Pour le choiz g = w, l'inégalité de Turdn—Kubilius (1.1))
est réalisée avec

C(r;w) < 1.
La démonstration est immédiate puisque ’on a dans les hypotheses con-
sidérées
Gi(z) < xlogyx, Hp =<logyx.
Ici et dans la suite, nous désignons par log;, la k-ieme itérée de la fonction
logarithme.

La forme duale de l'inégalité de Turan—Kubilius pondérée peut étre
énoncée comme suit.

THEOREME 1.4. Soit g une fonction arithmétique positive ou nulle sa-
tisfaisant (L.4). Pour toute suite {cn}22, de nombres complexes, on a

@7 Do D> gn)en - 1/p2 n)en

pY <o n<e n<e
p’ln

Preuve de la relation (1.6). Notons M le membre de gauche de (|1.6]).
D’apres 'additivité de f nous pouvons écrire

M= Eyla) = o5 3 10" { )—1;3/p01(x)}

V<o

< zH, Z g(n)|eal?.

n<e

d’oli, grace a 'inégalité de Cauchnychwarz,

M = By(@)f? < Z'f Sy

pY <z pY <z
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La derniere somme releve de la version duale de I'inégalité de Turdan—Kubilius
—cf., par exemple, [6, chap. III.3]. Nous avons

1-1 2
> #oee) - L a@) <Y o) < B2
pY<w p n<z

Cela établit bien le résultat annoncé.

2. Démonstration du Théoréeme Nous pouvons classiquement
nous restreindre au cas ou f est réelle, positive ou nulle. Décomposons f
sous la forme f = fi1 + fo ou fa(p ”) a pour support I’ensemble & des puis-
sances p” telles que p” > z'/* ou v > 2 et f1(p¥) a pour support I'ensemble
complémentaire dans celui de toutes les puissances de nombres premiers.

Pour 5 = 1,2, posons
1 1
G(x)nzgxg(n)fj(n)’ My; = M%Q(”)ch(n)2»

de sorte que

(2.1) Vi(z;9) <2 Z (Maj — 2My; By, (x) + By, (x)?)
<2P+2 Y (Qj — 2Miy;Ey, (x) + Ey, (x)%),
152

ou l'on a posé

1
Gwa (z),

pY <z

Q~G1(x > TG,

P, q<x1/4
pF£q

Z fp Gprqn ().

p¥,q" €€
psﬁq

Q2

Comme, en vertu de (L.5), ona P < vH,Dy (x)?/G1 (), nous pouvons écrire

(2.2) Vf(ar;g) < Z (Q] — 2M1jEfj (l’) + Efj ($)2) + lef(lz) Df(l‘)2.
1<5<2
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Soient

Gilw) = D aln) (d>1),
i

_Gile) _Gy(e) | Gala)
p q pq

Pour majorer 1, nous observons que 'on a identiquement

Rpg(z) == Gpg() — (l_l/ﬁ)Gq(:ﬁ)

(1 —-1/9)Gp(x) | (1-1/p)d —~1/9)Gi(z)

Ry (2) = Gpy(2) (p # q).

q pq
— R, (2) {G;;gq(x) - G;";(x)} - {G;q2 (2) - Gq;(‘”)}
I T e
+ G (@) — Gj’];(x) - G;’;Q(x) + C;IQE]?

pour tous nombres premiers p, ¢, p # ¢, et nous utilisons le grand crible sous
la forme

Z qu;;q(x)Q <Lz Z g(n)? < 2?H?
pa<VT n<

établie dans [5]. 11 suit

Q1 — 2M11 By, (2) + Ef, (2)* = U + Z fp)f(a) }2"7((;))
=U+V —2W; +2W, + W3
avec

._ o[ (L=1/p)* 2(1—1/p)Gy(x) }

U:= p§/4f(p) { D2 pG1(x)
tz f(p)2 xHx 2
< G1(z) Z p? < Gi(2) Prt)’
p<al/4

Vie 3 oo ) « e p gy

| pg<al/4 G1i(x) Gi(z) d 7

p#q
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G]";Q(a:)
W glﬂf D Gl - 222
P#q
o 10) 1o f ooy - C1l®)
ot
_G;2($)_G;2($) Gi(x)
e pq%;/éxf { Q(x) p? q? " P’q? }
P#q

La forme duale de 'inégalité de Turan—Kubilius fournit

e g 02 3 ol B

p<Lal/4 q<z q<z/p? q

Dy(z)zH, f(p) o THy
< Gl(x) p§/4 P < Df(l‘) Gl(l')

puisque
fp
(X 0) «x /Wy L e
p<x1/4 p<z px

Par un argument semblable, nous obtenons la méme majoration pour Wo.
L’estimation de W3 résulte directement de (1.5)), et nous omettons les détails.
En reportant dans (2.2), nous obtenons

(2.3) Vi(z;9) < Q2+ Ej, (z)% +

“am{ (S5 +oer)

pYeé

ou nous avons fait appel a (1.5)). Or

17 2 1
< > fﬁﬁ )> <Ds@) ) 5 < Dy)*

pYel pre€
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