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0. Introduction. Le théorème des trois longueurs (voir le survol [1]) af-
firme que si α est irrationnel et N entier, les points {kα}, pour 0 ≤ k < N ,
partitionnent le cercle de périmètre 1 en arcs dont la longueur ne prend
que deux ou trois valeurs. Lorsque N = qn + iqn−1, pour i ≤ an+1, est le
dénominateur d’un convergent partiel de α, seules deux longueurs apparais-
sent sur le cercle. On peut alors définir un mot sur l’alphabet {0, 1} qui
décrit l’ordre d’apparition des deux longueurs possibles. Nous étudions les
mots définis lorsque N est de la forme N = qn+qn−1, les mots obtenus pour
les autres convergents pouvant se déduire de ceux-là.

Définition. Pour tout n non nul, Ψn est le mot de N = qn+qn−1 lettres
sur l’alphabet {0, 1} dont la j-ème lettre est 1 si et seulement si le j-ème
arc apparaissant sur le cercle de périmètre 1 subdivisé par les points 0, {α},
. . . , {(N − 1)α} est de longueur (−1)n−1 (qn−1α− pn−1). Les mots Ψn sont
appelés mots d’agencement des longueurs.

Une étude plus approfondie [14] des nombres {nα} montre que chaque
mot Ψn est l’image du précédent par une substitution appartenant au mo-
nöıde de Sturm — étudié dans le cadre de la caractérisation des mots stur-
miens points fixes de substitutions (voir [7, 11]). Ces substitutions préservent
la propriété combinatoire d’équilibre, c’est-à-dire le fait que les nombres
d’occurrences de la lettre 0 dans deux facteurs de même longueur diffèrent
au plus de 1.

Théorème. Les mots d’agencement des longueurs sont équilibrés et
leurs valeurs d’adhérence sont des mots soit sturmiens — c’est-à-dire qu’il
ont pour tout entier n exactement n + 1 facteurs de longueur n — soit
ultimement périodiques.
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Nous utilisons dans cet article le lien étroit qui existe entre les valeurs
d’adhérence des mots d’agencement des longueurs et les valeurs d’adhérence
des mots initiaux de la suite des quotients partiels lus à l’envers, notés
an . . . a1.

En effet, l’étude de [14] implique que les mots d’agencement des longueurs
sont gouvernés par ces mots lus à l’envers. On en déduit au théorème 2.1
que les valeurs d’adhérence ultimement périodiques des mots d’agencement
sont obtenues à partir des sous-suites de quotients partiels de α tendant vers
l’infini. Ceci implique des résultats du type :

Proposition. Les valeurs d’adhérence de la suite des mots d’agence-
ment des longueurs sont toutes sturmiennes si et seulement si les quotients
partiels du développement en fraction continue de α sont bornés.

On montre avec un raisonnement similaire que les mots infinis de NN
qui sont valeurs d’adhérence de la suite an . . . a1 des quotients partiels lus
à l’envers, sont en bijection avec les valeurs d’adhérence sturmiennes de la
suite des mots d’agencement des longueurs (proposition 3.1). Ceci permet
d’identifier les valeurs d’adhérence sturmiennes en appliquant à des codages
de rotations des techniques d’induction utilisées dans l’étude des échanges
d’intervalles (voir par exemple [2, 10]).

Théorème. Les valeurs d’adhérence sturmiennes des mots d’agence-
ment des longueurs associés à un angle α de convergents pn/qn et de quo-
tients partiels an sont les codages de la trajectoire de 1 − β par la rota-
tion d’angle β sur [0, 1[, par rapport à la partition [0, 1 − β[ ∪ [1 − β, 1[
(respectivement ]0, 1−β]∪ ]1−β, 1]), ceci pour toutes les valeurs d’adhérence
irrationnelle β de la suite de nombres [0; 1, an, . . . , a1] = q2n/(q2n + q2n−1)
(respectivement q2n+1/(q2n + q2n+1)).

Le plus grand angle des valeurs d’adhérence des mots d’agencement est
ainsi fortement lié au quotient de récurrence des suites sturmiennes d’angle
α, calculé dans [6]. De plus, l’ergodicité de l’opérateur de décalage sur les
fractions continues implique que :

Corollaire. Pour presque tout angle α, tout élément de l’ensemble
St des facteurs des mots sturmiens est facteur d’un mot d’agencement des
longueurs.

Cet article est organisé comme suit : on définit dans le paragraphe 1
les mots d’agencement des longueurs. On étudie dans le paragraphe 2 les
valeurs d’adhérence ultimement périodiques de ces mots, et leurs valeurs
d’adhérence sturmiennes dans le paragraphe 3. Dans le paragraphe 4, on
s’intéresse au cas quadratique et on montre que les valeurs d’adhérence sont
alors toutes sturmiennes, en nombre fini, et points fixes de substitutions
qu’on détermine. Enfin, dans le paragraphe 5, on généralise les résultats
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précédents aux mots d’agencement des longueurs définis pour n’importe
quel convergent partiel.

Remerciements. Je remercie V. Berthé et P. Arnoux pour leurs pré-
cieux conseils, patience et soutien. Je remercie également le rapporteur de
cet article et J.-P. Allouche pour leurs commentaires judicieux.

1. Mots d’agencement des longueurs. Pour tout réel x, on note [x]
sa partie entière et {x} sa partie fractionnaire. Dans tout ce qui suit, α est
un irrationnel de ]0, 1[.

Le théorème des trois longueurs, ou conjecture de Steinhaus, a été prouvé
par S. Świerczkowski [13]. De nouvelles preuves ont ensuite été données par
de nombreux auteurs (voir [1, 12, 14]).

Ce théorème a un lien profond avec la théorie des fractions continues.
Rappelons que si α est irrationnel, le développement en fraction continue de
α est obtenu (voir [8]) par l’algorithme qui définit, pour tout n, les nombres
an et tn :

t0 = α, an = [tn] et tn+1 = 1/{tn}.
Les entiers an sont appelés quotients partiels. Du fait de leur définition,

ils vérifient la formule

α = a0 +
1

a1 +
1

.. . +
1

an−1 +
1
tn

= [a0; a1, . . . , an−1, tn].

On appelle convergents partiels de α les rationnels suivants, mis sous leur
forme irréductible : pn,i/qn,i = [a0; a1, . . . , an−1, i]. Les convergents totaux
sont obtenus pour i = an (on note pn = pn,an et qn = qn,an). On a alors
pn,i = ipn−1 + pn−2 et qn,i = iqn−1 + qn−2.

Les convergents partiels sont en fait les nombres de Farey associé à l’angle
α : chaque pn,i/qn,i est le rationnel qui approxime le mieux l’angle α, parmi
les rationnels de dénominateur strictement inférieur à qn,i+1.

Par un abus de langage, on appelle les dénominateurs qn,i convergents
partiels associés à α. Le théorème des trois longueurs s’énonce comme suit.

Théorème des trois longueurs. Si α est irrationnel et N entier,
les points {iα}, pour 0 ≤ i ≤ N − 1, partitionnent le cercle de périmètre 1
en N arcs dont la longueur ne prend que deux ou trois valeurs, l’une étant
la somme des deux autres.

Plus précisément, si qk+1,i est le plus grand convergent partiel associé à α
qui minore N strictement, c’est-à-dire N = qk+1,i+r, avec 0 < r ≤ qk, alors
les points 0, {α}, . . . , {(N − 1)α} partitionnent le cercle en N intervalles :
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• (N − qk) sont de longueur (−1)k(qkα− pk),
• r sont de longueur (−1)k−1(qk−1α− pk−1)− i(−1)k(qkα− pk),
• (qk− r) sont de longueur (−1)k(−(qk−1α− pk−1) + (i− 1)(qkα− pk)).

Fig. 1. Illustration du théorème des trois longueurs

En particulier, si r = qk, c’est-à-dire si N est un convergent partiel,
seules deux longueurs apparaissent, et le cercle orienté subdivisé fournit
un mot fini sur l’alphabet {0, 1}, correspondant à l’ordre d’apparition des
longueurs. On s’intéresse aux mots obtenus pour les entiers de la forme
N = qn+1,1 = qn + qn−1. Le premier point qui n’a pas encore été placé sur
le cercle est {qn+1,1α}.

Définition 1.1. Pour tout n non nul, Ψn est le mot de N = qn + qn−1
lettres sur l’alphabet {0, 1} dont la j-ème lettre est 1 si et seulement si le
j-ème arc apparaissant sur le cercle subdivisé par les points 0, {α}, . . . et
{(N − 1)α} est de longueur (−1)n−1 (qn−1α− pn−1).

On pose Ψ0 = 1. Les mots Ψn ainsi définis sont appelés mots d’agencement
des longueurs ou plus simplement mots d’agencement.

Fig. 2. Un exemple de mot d’agencement des longueurs
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Une analyse plus fine de la manière dont s’insèrent les points {qn+1,i α}
sur le cercle implique que cette suite de mots est liée aux substitutions sui-
vantes — une substitution est un endomorphisme de monöıde libre pour la
concaténation.

Définition 1.2. Pour tout n, on appelle In et Jn les substitutions sui-
vantes :

In(0) = 1, Jn(0) = 1,

In(1) = 01n, Jn(1) = 1n0.

Proposition 1.1 (voir [14]). Si les an sont les quotients partiels d’un
irrationnel α, les mots d’agencement des longueurs Ψn associés à α vérifient
la formule

∀n > 0 Ψn =

{
Ian(Ψn−1) si n est pair,

Ia2n+1(Ψn−1) si n est impair.
(1)

Du fait de leur définition, les substitutions In et Jn appartiennent toutes
au monöıde de Sturm, c’est-à-dire l’ensemble des substitutions engendrées
par σ1, σ2 et E :

E(0) = 1, σ1(0) = 0, σ2(0) = 0,

E(1) = 0, σ1(1) = 01, σ2(1) = 10.

Ce monöıde, qui contient en particulier la substitution σ1E (0 7→ 01,
1 7→ 0), plus connue sous le nom de morphisme de Fibonacci, a été étudié
dans le cadre de la caractérisation des mots sturmiens points fixes de sub-
stitutions (voir par exemple [7, 11]). Selon un raisonnement classique que
nous reprenons ci-dessous, ses éléments conservent la propriété combinatoire
d’équilibre. On rappelle qu’un mot infini équilibré est tel que la différence
des nombres d’occurrences d’une lettre dans deux de ses facteurs de même
longueur est toujours bornée par 1 en valeur absolue, et qu’un mot fini
équilibré est un facteur d’un mot infini équilibré.

Lemme 1.1. Les mots d’agencement des longueurs Ψn sont équilibrés.

Preuve. Le mot Ψ0 = 1 étant équilibré, il est suffisant de montrer que
les trois générateurs du monöıde de Sturm conservent l’équilibre des mots.
Par symétrie, on est amené à montrer ceci pour σ1.

Si l’image d’un mot U équilibré n’est pas équilibrée, il existe deux fac-
teurs de σ1(U) de même longueur, dont la différence des nombres d’occur-
rences de 0 n’est pas bornée par 1. On prouve ainsi l’existence d’un facteur
W tel que 0W0 et 1W1 apparaissent dans σ1(U).

La lettre 1 étant isolée dans σ1(U), le mot W s’écrit W = 0Z0, et σ1(U)
admet pour facteurs les deux mots W1 = 00Z00 et W2 = 10Z010. Mais le
deuxième et le dernier 0 de W1 ne peuvent provenir par R que de la lettre 0,
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ce qui implique que Z0 = σ1(V ), V facteur de U . On obtient ainsi que
σ1(0V 0) et σ1(1V 1) apparaissent dans σ1(U), et 0V 0 et 1V 1 dans U , ce qui
est impossible.

Les mots infinis équilibrés se divisent en deux catégories. Un mot infini
est dit sturmien s’il contient exactement n+1 facteurs distincts de longueur
n pour tout entier n, c’est-à-dire qu’il est de complexité minimale parmi les
mots non ultimement périodiques. Dans [9], Morse et Hedlund montrent que
les mots sturmiens sont en fait les mots infinis équilibrés non ultimement
périodiques. Ils prouvent aussi qu’un mot infini u est sturmien si et seule-
ment si c’est un codage de rotation, c’est-à-dire si et seulement s’il existe
un irrationnel β ∈ ]0, 1[ et un nombre % — appelé intercept — tel que u
code la trajectoire sur ]0, 1[ de % par la rotation d’angle β sur les intervalles
]0, 1 − β] et ]1 − β, 1] (on parle alors de codage à gauche), ou sur les inter-
valles [0, 1− β[ et [1− β, 1[ (codage à droite). Le mot caractéristique d’angle
β est le mot sturmien d’intercept nul. C’est le seul mot sturmien d’angle β
qui admet deux extensions gauches sturmiennes : les codages à droite et à
gauche d’intercept 1− β.

L’équivalence entre ces définitions arithmétique et combinatoire a inspiré
de nombreuses applications de ces mots sturmiens, entre autres exemples en
cristallographie, en infographie et en théorie ergodique (voir [3] pour une
synthèse des travaux). En particulier, la définition géométrique des mots
sturmiens implique que le théorème des trois longueurs a une formulation liée
aux mots sturmiens : dans un mot d’angle β, les fréquences des facteurs de
longueur m ne peuvent prendre que trois valeurs, qui sont les trois longueurs
obtenues en plaçant sur le cercle les points (k{1− β})0≤k<m (voir [4]).

Dans cet article, on explore un lien plus subtil entre le théorème des
trois longueurs et les mots sturmiens. En effet, le lemme 1.1 signifie que les
mots d’agencement des longueurs sont des facteurs de mots infinis équilibrés,
c’est-à-dire sturmiens ou ultimement périodiques. Nous allons chercher à
identifier ces mots équilibrés, en s’intéressant aux valeurs d’adhérence des
mots d’agencement. Ainsi, le lemme 1.1 implique directement le théorème
suivant. On rappelle que l’ensemble des mots finis et infinis sur l’alphabet
{0, 1} est un espace compact pour la topologie discrète. Selon cette topologie,
deux mots sont d’autant plus proches qu’ils ont même début. Elle est aussi
définie par la métrique suivante, où |u| ∈ [0,+∞] est la longueur du mot u :

d((un)0≤n<|u|, (vn)0≤n<|v|) =

{
0 si (un)0≤n<|u| = (vn)0≤n<|v|,

exp(−min{n, un 6= vn, |u|, |v|}) sinon.

Théorème 1.1. Les valeurs d’adhérence de la suite des mots d’agence-
ment des longueurs (Ψn)n>0 associés à un irrationnel α sont des mots infinis
ultimement périodiques ou sturmiens.
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2. Valeurs d’adhérence ultimement périodiques. Grâce aux règles
de transformation de la formule (1), on détermine le début des mots d’agen-
cement Ψn associé à α en fonction des quotients partiels an de α :

Ψ0 = 1,

Ψ1 = 1a10,

Ψ2n commence par 01a2n0 si n > 0,

Ψ2n+1 commence par 11+a2n+10 si n > 1.

(2)

Lemme 2.1. Une suite extraite (Ψk(n)) de la suite des mots d’agence-
ment des longueurs converge vers 1∞ ou 01∞ si et seulement si d’une part,
k(n) est de parité constante à partir d’un certain rang, et d’autre part, les
quotients partiels ak(n) tendent vers l’infini.

Preuve. Si les mots d’agencement Ψk(n) convergent vers un mot u, la
première lettre de u est la première lettre des Ψk(n) à partir d’un certain
rang, ce qui implique (formules (2)) que k(n) est de parité constante, par
exemple impaire. Si les quotients partiels ak(n) ne tendent pas vers l’infini,
ils admettent une sous-suite bornée, dont on peut extraire une sous-suite
(am(n)) constante égale à a. Les mots Ψm(n) commencent ainsi par 11+a0 et ne
peuvent converger vers 1∞ ou 01∞. Les formules (2) impliquent directement
la réciproque.

Corollaire 2.1. Les mots 1∞ et 01∞ sont les seules valeurs d’adhé-
rence de la suite des mots d’agencement des longueurs associés à α si et
seulement si les quotients partiels de α tendent vers l’infini.

Preuve. Si les quotients partiels an ne tendent pas vers l’infini, il existe
une suite extraite ak(n) qui est bornée. Par compacité, les mots Ψk(n) admet-
tent une sous-suite convergente Ψm(n). Sa limite est une valeur d’adhérence
qui ne peut-être égale à 1∞ ou 01∞, sans quoi m(n) tendrait vers l’infini.
La réciproque est immédiate.

Le lemme 2.1 permet de caractériser les valeurs d’adhérence ultimement
périodiques des mots Ψn :

Théorème 2.1. La suite des mots d’agencement des longueurs (Ψn) as-
sociée à l’angle α admet un mot ultimement périodique u pour valeur d’adhé-
rence si et seulement s’il existe une suite d’entiers k(n) de parité constante,
et un entier p qui vérifient les conditions suivantes :

• les quotients partiels ak(n) tendent vers l’infini,
• les p suites d’entiers (ak(n)+1) . . . (ak(n)+p) sont constantes égales à des

entiers b1 . . . bp,
• on a
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u =





IbpJbp−1 . . . Jb1(01∞) si k(n) est pair et p pair,

JbpIbp−1 . . . Jb1(01∞) si k(n) est pair et p impair,

JbpIbp−1 . . . Ib1(1∞) si k(n) est impair et p pair,

IbpJbp−1 . . . Ib1(1∞) si k(n) est impair et p impair.

Preuve. Si les conditions sont vérifiées, la suite (Ψk(n)) converge selon le
lemme 2.1 vers v ∈ {01∞, 1∞}, et la substitution Q de l’enoncé est selon la
formule (1) telle que Q(Ψk(n)) = Ψk(n)+p dès que ak(n)+i = bi pour i ≤ p, ce
qui est vrai pour n assez grand. Ainsi, u = Q(v) est la limite des Ψk(n)+p.

Réciproquement, si u est valeur d’adhérence des Ψn, les mots Ψk(n) dont
elle est la limite commencent par la même lettre à partir d’un certain rang
et les formules (2) impliquent, quitte à restreindre la suite k(n), que la
parité de k(n) est constante, par exemple paire. Si u ∈ {01∞, 1∞}, le lemme
2.1 implique que les quotients partiels ak(n) tendent vers l’infini, et les hy-
pothèses sont vérifiées avec p = 0. Dans le cas contraire, u commence par
γ1b0 avec γ ∈ {0, 1}, et à partir d’un certain rang, les quotients ak(n) sont
tous égaux à b (formules (2)). Ainsi, les Ik(n) sont toutes égales à une même
substitution Q.

Par compacité, on peut supposer que les mots Ψk(n)−1 convergent eux
aussi vers un mot v, qui va vérifier Q(v) = u. Les substitutions σ1 et σ2 sont
telles que la préimage par ces applications d’un mot ultimement périodique
est un mot ultimement périodique de période strictement inférieure, sauf
si les deux mots sont ultimement constants (voir [11]). La substitution Q
étant engendré par σ1 et σ2, on en déduit que v est ultimement périodique,
de période strictement inférieure à celle de u. De proche en proche, on exhibe
ainsi une succession de mots ultimement périodiques dont la période décrôıt
strictement. Ce processus s’arrête après un nombre fini p d’étapes, et le mot
obtenu est alors nécessairement 1∞ ou 01∞. Privée de ses premiers termes,
la suite (k(n) + p)k>0 vérifie les conditions requises.

Corollaire 2.2. Si les mots d’agencement des longueurs admettent des
valeurs d’adhérence ultimement périodiques, un des deux mots 1∞ ou 01∞

est lui-même valeur d’adhérence.

Preuve. Si les mots d’agencement ont une valeur d’adhérence ultime-
ment périodique, alors on vient de montrer qu’une sous-suite de quotients
partiels tend vers l’infini, ce qui implique selon le lemme 2.1 que 1∞ ou 01∞

est valeur d’adhérence.

On caractérise la situation inverse grâce à ce corollaire et au lemme 2.1.

Corollaire 2.3. Les valeurs d’adhérence des mots d’agencement des
longueurs associés à un angle α sont toutes sturmiennes si et seulement si
les quotients partiels de α sont bornés.
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3. Valeurs d’adhérence sturmiennes. Avec un raisonnement proche
de celui du théorème 2.1, on relie les valeurs d’adhérences sturmiennes des
mots d’agencement Ψn aux quotients partiels. L’ensemble

⋃
n≥0Nn ∪NN est

muni de la topologie discrète, qui est aussi définie par la métrique suivante :

d((un)0≤n<|u|, (vn)0≤n<|v|) =

{
0 si (un)0≤n<|u| = (vn)0≤n<|v|,

exp(−min{n, un 6= vn, |u|, |v|}) sinon.

Proposition 3.1. L’application

(bn)n≥0 ∈ NN → lim
n→∞

Ib1Jb2 . . . Jb2n(0) ∈ {0, 1}N

(respectivement (bn)n≥0 → lim
n→∞

Jb1Ib2 . . . Jb2n+1(0))

met en bijection l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite de mots
(a2na2n−1 . . . a1) (respectivement (a2n+1a2n . . . a1)) et l’ensemble des valeurs
d’adhérence sturmiennes débutant par 0 (respectivement par 1) de la suite
des mots d’agencement des longueurs.

Preuve. Soit u une valeur d’adhérence des mots Ψn, sturmienne et com-
mençant par 0. Les formules (2) impliquent que u est limite d’une sous-
suite de la forme (Ψ2k(n)). De plus, u est un mot sturmien et est donc
distinct de 01∞. Soit b1 la plus grande puissance de 1 apparaissant dans
le début de u privé de son premier 0. Selon les formules (2), les quotients
a2k(n) sont alors égaux à b1 à partir d’un certain rang. Le fait que les mots
Ψ2k(n) = Ib1(Ψ2k(n)−1) convergent tandis que Q est injective sur les let-
tres implique que la suite (Ψ2k(n)−1) ne peut que converger vers un mot
v qui vérifie Ib1(v) = u et n’est donc pas ultimement périodique — sans
quoi u le serait aussi (voir [11]). De proche en proche, on en déduit que
chaque suite (a2k(n)−p), pour p fixé, vaut une constante bp à partir d’un
certain rang, ce qui équivaut à dire que les mots a2k(n)a2k(n)−1 . . . a1 con-
vergent vers le mot (bn), qui est entièrement déterminé par u et vérifie que
u = limΨ2k(n) = lim Ib1Jb2 . . . Jb2k(n)

(0).
Réciproquement, si une sous-suite (a2k(n)a2k(n)−1 . . . a1) converge vers un

mot infini (bn), chaque suite (a2k(n)−p), à p fixé, va être égale à bp à partir
d’un certain rang. Ceci permet de définir pour tout p une substitution Sp
(égale à Ibp ou Jbp) et un entier n(p) tels que Q2k(n)−p = Sp pour n > n(p).
Les mots S1S2 . . . S2p−1(0) sont débuts les uns des autres et convergent donc
vers un mot u. Chacun de ces mots est le début de Ψ2k(n) dès que n > n(p).
On en déduit que les Ψ2k(n) convergent vers u, et que u ne peut pas être
ultimement périodique, sans quoi une sous-suite (a2k(n)−p)n>0 tendrait vers
l’infini (théorème 2.1) et ne pourrait être constante à partir d’un certain
rang. La preuve pour les valeurs d’adhérence débutant par 1 est similaire.

On en déduit une condition nécessaire et non suffisante sur α pour
l’existence d’une valeur d’adhérence sturmienne. On dit qu’une sous-suite
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(xk(n)) d’une suite (xn) est à lacunes bornées s’il existe une constante M
telle que k(n+ 1)− k(n) < M pour tout n.

Corollaire 3.1. Si la suite des mots d’agencement des longueurs as-
sociée à un angle α admet une valeur d’adhérence sturmienne, alors la suite
des quotients partiels de α n’admet aucune sous-suite à lacunes bornées qui
tend vers l’infini.

La réciproque de cette affirmation est fausse, comme le montre l’exemple
de l’angle α dont les quotients partiels sont définis comme suit :

an2+i =

{
n si i = 0,

i si 0 < i < 2n+ 1.

Preuve. Si les mots d’agencement admettent une valeur d’adhérence
sturmienne, une sous-suite (ak(n)ak(n)−1 . . . a1) converge, et, p étant fixé,
tous les quotients partiels ak(n), ak(n)−1, . . . , ak(n)−p sont bornés. Ainsi, la
suite (an) ne peut admettre de sous-suite à lacune bornée par p qui tend
vers l’infini.

Si, pour l’angle α défini en énoncé, les mots d’agencement ont une valeur
d’adhérence sturmienne, il existe une suite d’indice k(n) telle que les ak(n)
sont tous égaux à partir d’un certain rang, c’est-à-dire que k(n) est de la
forme k(n) = m(n)2 + i0. Ainsi, ak(n)−i0 = am(n)2 = m(n) tend vers l’infini,
et les mots (ak(n)ak(n)−1 . . . a1) ne convergent pas.

Enfin, si une sous-suite (ak(n)) de quotients partiels de α tend vers l’infini,
alors, M étant fixé, ak(n) > M pour n > n0, et les indices k(n) sont de la
forme k(n) = m(n)2 + i, avec M ≤ i ≤ 2m(n) + 1. Si n1 est le plus grand
entier tel que k(n1) ≤ (m(n0) + 1)2, on a k(n1 + 1) ≥ (m(n0) + 1)2 +M , ce
qui implique que k(n1 + 1)− k(n1) ≥M. Ainsi, k(n) ne peut être à lacunes
bornées, et α est bien un contre-exemple à une éventuelle réciproque.

On prouve aussi une condition suffisante mais non nécessaire d’existence
d’une valeur d’adhérence sturmienne : un contre-exemple est donné par α =
[0; 1, 1, 2, 1, 2, 1, . . . , n, n− 1, . . . , 2, 1, n, n− 1, . . . , 2, 1, . . .].

Corollaire 3.2. Si le développement en fraction continue de α con-
tient des plages arbitrairement longues de quotients partiels bornés, les mots
d’agencement des longueurs associés à α admettent une valeur d’adhérence
sturmienne.

Preuve. Il existe alors une suite k(n) de parité constante, et une autre
suite l(n) tendant vers l’infini, telles que ap < M pour k(n) ≤ p ≤ k(n) +
l(n). Les mots ak(n)+l(n) . . . ak(n) étant dans le compact constitué des mots
finis et infinis sur l’alphabet fini {1, . . . ,M}, il existe une suite extraite
(m(n)) de (k(n)) telle que (am(n)+l(n) . . . am(n))n>0 converge vers un mot u.



Théorème des trois longueurs 205

Puisque l(n) tend vers l’infini, les mots am(n)+l(n) . . . a1 convergent eux-
même vers u, et le théorème 3.1 permet de conclure.

Introduisons deux nouvelles substitutions du monöıde de Sturm, qui
complètent σ1 et σ2 :

σ3(0) = 01, σ4(0) = 10,

σ3(1) = 1, σ4(1) = 1.

Ces substitutions interviennent par exemple lorsqu’on recherche l’appli-
cation de premier retour d’une rotation d’angle β sur le plus grand des deux
intervalles ]1−β, 1] et ]β, 1] ou le plus grand de [0, β[ et [0, 1−β[. On montre
par induction qu’il s’agit d’un échange de deux intervalles, c’est-à-dire encore
une rotation. On en déduit :

Proposition 3.2 (voir [2]). Soit β un irrationnel et γ défini par

γ =

{
(2β − 1)/β si β > 1/2,

(1− β)/β si β < 1/2.

Soit uβ et uγ (respectivement vβ et vγ) les codages à gauche (respec-
tivement à droite) d’angle β et γ et d’intercept 1− β et 1− γ. Alors

si β > 1/2, uβ = σ4(uγ) et vβ = σ3(vγ),

si β < 1/2, uβ = σ2(uγ) et vβ = σ1(vγ).

Corollaire 3.3. Si les bn sont non nuls, les mots Jb1Ib2 . . . Jb2n+1(0)
(respectivement Ib1Jb2 . . . Jb2n(0)) convergent vers le codage à gauche (res-
pectivement à droite) d’angle β = [0; 1, b1, b2, . . .] et d’intercept 1− β.

Preuve. En itérant la proposition 3.2, on obtient que les codages à gauche
et à droite uα et vα d’angle α et d’intercept 1−α sont liés au développement
en fractions continues [0; a1, . . . , an, . . .] de α par les relations :

uα = lim(σ2)a1−1(σ4)a2(σ2)a3 . . . (σ4)a2n(1),

vα = lim(σ1)a1−1(σ3)a2(σ1)a3 . . . (σ1)a2n+1(0).

Les substitutions In, Jn et σi vérifient

σn1 = EJn, σn2 = EIn, σn3 = InE, σn4 = JnE.

On conclut en posant a1 = 1 et an = bn−1 pour n > 1.

On en déduit une caractérisation des valeurs d’adhérence sturmiennes
de la suite des mots d’agencement des longueurs.

Théorème 3.1. Les valeurs d’adhérence sturmiennes des mots d’agen-
cement des longueurs associés à un angle α de convergents pn/qn et de
quotients partiels an sont les codages de la trajectoire de 1 − β par la ro-
tation d’angle β sur [0, 1[, par rapport à la partition [0, 1 − β[ ∪ [1 − β, 1[
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(respectivement ]0, 1−β]∪ ]1−β, 1]), ceci pour toutes les valeurs d’adhérence
irrationnelles β de la suite de nombres [0; 1, an, . . . , a1] = q2n/(q2n + q2n−1)
(respectivement q2n+1/(q2n + q2n+1)).

Preuve. Ceci découle directement de la proposition 3.1 et du corollaire
3.3 en remarquant que, par continuité du développement en fractions con-
tinues sur R\Q, l’angle de la valeur d’adhérence sturmienne associée à une
valeur d’adhérence (bn) des mots a2na2n−1 . . . a1 est la limite des rationnels
[0; 1, a2n, a2n−1, . . . , a1] = q2n/(q2n−1 + q2n) (voir [8]).

Le fait que l’angle d’une valeur d’adhérence est toujours supérieur à 1/2
est cohérent : en effet, par définition, l’image d’un mot par Qn contient
beaucoup plus de 1 que de 0. Ce théorème sera redémontré dans le cas
quadratique de manière élémentaire dans la partie 4, et généralisé à d’autres
mots d’agencement des longueurs dans la partie 5.

On déduit facilement, en terme de théorie des langages, que dès que le
développement en fractions continues d’un angle contient toute suite finie
d’entiers, le langage St des facteurs de tous les mots sturmiens peut se lire
dans les mots d’agencement. De tels nombres forment un ensemble de mesure
pleine par ergodicité de l’opérateur de décalage sur les fractions continues
(T (x) = {1/x}) par rapport à la mesure de Gauss, absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue (voir [5]).

Corollaire 3.4. Pour presque tout angle α, toute suite équilibrée est
valeur d’adhérence de la suite des mots d’agencement des longueurs. Pour
de tels angles, l’ensemble des facteurs des mots d’agencement est égal à
l’ensemble St des facteurs de tous les mots sturmiens.

4. Le cas quadratique. Si α est quadratique, le théorème de Lagrange
(voir [8]) affirme que ses quotients partiels an forment une suite ultimement
périodique, et les théorèmes 2.1 et 3.1 nous disent que les valeurs d’adhérence
des mots d’agencement sont toutes sturmiennes et en nombre fini. La propo-
sition suivante montre que la réciproque est vraie.

Proposition 4.1. Les valeurs d’adhérence de la suite des mots d’agen-
cement des longueurs associés à un angle α sont en nombre fini et toutes
sturmiennes si et seulement si l’angle α est quadratique.

Preuve. Supposons que les mots d’agencement (Ψn) admettent exacte-
ment C valeurs d’adhérence qui sont toutes sturmiennes. Si la suite des
quotients partiels (an) n’était pas ultimement périodique de période C!, il
existerait une suite ϕ(n) strictement croissante et de parité constante telle
que aϕ(n)+C! 6= aϕ(n) pour tout n > 0. Posons %(n) = ϕ(n)+C+C!. Quitte à
renommer ϕ, la compacité de {0, 1}? implique que (Ψ%(n))n>0 converge vers
un mot u, qui est sturmien par hypothèse.
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Selon la proposition 3.1, les mots (a%(n) . . . a1)n>0 convergent vers un
mot infini v, ce qui implique que chaque suite (a%(n)−p . . . a1)n>0 converge
elle-même vers Sp(v), où S est l’opérateur de décalage vers la droite. Puisque
les valeurs d’adhérence sont en nombre fini, on en déduit qu’il existe p0 < C
et T ≤ C tels que Sp0(v) = Sp0+T (v). L’application de S à cette égalité
implique alors que Sp(v) = Sp+C!(v) pour tout p ≥ p0. En particulier,
SC(v) = SC+C!(v), c’est-à-dire, en reprenant la définition de v,

lim
n→∞

aϕ(n)+C! . . . a1 = lim
n→∞

aϕ(n) . . . a1.

Ainsi, dès que n est assez grand, aϕ(n)+C! = aϕ(n), ce qui contredit le choix
de ϕ.

Les valeurs d’adhérence sont alors identifiées :

Proposition 4.2. Si l’angle α est quadratique, les valeurs d’adhérence
de la suite des mots d’agencement des longueurs sont points fixes de substi-
tution.

Si α = [0; a1, . . . , a2n0 , (c1, . . . , c2T )∞], les substitutions en question sont
les Ic2kJc2k+1 . . . Ic2T Jc1 . . . Jc2k−1 et les Jc2k+1Ic2k+2 . . . Ic2T Jc1 . . . Ic2k .

Preuve. Selon la proposition 3.1, une valeur d’adhérence u des Ψn com-
mençant par 0 est limite de mots de la forme Ib1Jb2 . . . Jb2n(0) où la suite
b = (bn) est valeur d’adhérence des a2n . . . a1. Dans le cas qui nous con-
cerne, b est donc un mot périodique de période 2T . Or, pour tout m,n, le
mot InJm(0) commence par 0. Ainsi, si σ est la substitution Ib1Jb2 . . . Jb2T−1 ,
les mots Ib1Jb2 . . . Jb2n(0) commencent tous par σ[n/T ](0). On déduit du fait
que σ(0) commence par 0 que u est le point fixe de σ.

On retrouve ainsi de manière élémentaire le théorème 3.1 dans le cas
quadratique.

Proposition 4.3. Soit α = [0; a1, . . . , a2n0 , (c1, . . . , c2T )∞] un angle
quadratique. Alors les valeurs d’adhérence des mots d’agencement des lon-
gueurs associés à α sont toutes sturmiennes et d’angles

αk = [0; 1, (ck, ck−1, . . . , c1, c2T , . . . , ck+1)∞] , 0 ≤ k < T.

Preuve. Notons σk la substitution IckJck+1 . . . Ic2T Jc1 . . . Jck−1 si k est
pair et JckIck+1 . . . Ic2T Jc1 . . . Ick−1 sinon. Soit uk le point fixe de σk, unique
vu la définition des Jn. Soit αk l’angle de uk.

L’entier k étant fixé, les mots uk et uk+1 vérifient uk+1 = τ(uk), avec τ ∈
{Ick+1 , Jck+1} suivant la parité de k. Notons βn et γn (respectivement β′n et
γ′n) les nombres de 0 et 1 dans le début de uk de longueur n (respectivement
dans l’image de début par τ , qui est un début de uk+1). On a ainsi βn + γn
= n.
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La définition géométrique des mots sturmiens impliquant que l’angle
d’un mot sturmien (vn) est égal à la proportion de 1 dans ses préfixes, on a

αk = lim
γn
n

et αk+1 = lim
γ′n

β′n + γ′n
.

Or, la définition de τ implique que β ′n = γn et γ′n = βn + ck+1γn. Ainsi

1
αk+1

− 1 = lim
n→∞

γn
βn + ck+1γn

=
1

ck+1 +
1
αk
− 1

.

De proche en proche on obtient
1
αk
− 1 =

1

ck +
1

αk−1
− 1

= . . . =
1

ck +
1

ck−1 + . . .+
1

ck+1 +
1
αk
− 1

c’est-à-dire que
1
αk
− 1 = [0; (ck, ck−1, . . . , c1, c2T , . . . , ck+1)∞].

5. Autres mots d’agencement des longueurs. Le théorème des trois
longueurs affirme en particulier que seules deux longueurs apparaissent sur
le cercle si et seulement si le nombre de points placés sur le cercle est un
convergent partiel de l’angle. On définit ainsi un mot d’agencement des
longueurs Φn,i pour tout convergent qn,i, avec i ≤ an. On a alors Ψn = Φn+1,1.

Chaque mot Φn,i étant l’image de Ψn−1 par une substitution du monöıde
de Sturm ne dépendant que de i (voir [14]), les suites de mots (Φn,i0), pour
i0 fixé, ont des propriétés identiques à celles qui ont été prouvées pour (Ψn).
Seule la valeur des angles des valeurs d’adhérence sturmiennes est modi-
fiée : leur développement en fraction continue ne commence plus par [0; 1]
mais par [0; i0]. Par exemple, on peut s’intéresser comme dans [15] à la
subdivision du cercle par qn points, c’est-à-dire aux mots Φn,an .

Proposition 5.1. Les mots d’agencement Φn,an , obtenus en découpant
le cercle par les {nα} pour 0 ≤ n < qn, ont pour valeurs d’adhérence stur-
miennes les codages sur [0, 1 − β[ ∪ [1 − β, 1[ (respectivement ]0, 1 − β] ∪
]1−β, 1]) de la trajectoire de 1−β par la rotation d’angle β, ceci pour toute
valeur d’adhérence irrationnelle β des nombres q2n−1/q2n (respectivement
q2n/q2n+1), où les qn sont les convergents de α.

Preuve. Selon [14] les mots d’agencement sont tels que Ψn = I1(Φn,an)
si n est pair et Ψn = J1(Φn,an) sinon. Si v est une valeur d’adhérence stur-
mienne de (Φn,an) qui s’écrit v = limn→∞ Φk(n),ak(n)

avec k(n) pair, la suite



Théorème des trois longueurs 209

(Ψk(n)) converge vers I1(v). Selon la proposition 3.1, il existe des entiers bi
tels que

I1(v) = lim
n→∞

Ib1Jb2 . . . Jb2n(0) = lim
n→∞

Eσb12 σ4E
b2 . . . σ4E

b2n(0)

= lim
n→∞

Eσb12 σ
b2
4 . . . σb2n4 (1).

Puisque par définition I1 = Eσ2, on obtient ainsi que v est la limite des
σb1−1

2 σb24 . . . σb2n4 (1), c’est-à-dire l’extension gauche du mot caractéristique
d’angle [0; b1, b2, . . .] = [0; ak(n), ak(n) − 1, . . . , a1] = qk(n)−1/qk(n).

Dans le cas particulier où α est de la forme α = [0; a, a, . . .], la proposition
5.1 est une version plus faible d’un résultat de van Ravenstein et al. [15],
qui dit que pour de tels angles, le mot Φn,an privé de sa première et de
sa dernière lettre est un préfixe du mot sturmien caractéristique d’angle α.
On remarque que ceci implique bien que les suites (Φ2n,a2n) et (Φ2n+1,a2n+1)
convergent vers les codages à droite et à gauche de la rotation d’angle α et
d’intercept 1− α.

Van Ravenstein et al. concluent [15] en demandant quels sont les angles
qui vérifient une propriété identique à celle qu’il établit pour les [0; a, a, . . .].
La réponse à cette question se déduit de la proposition 5.1.

Proposition 5.2. Soit α un angle tel que les mots d’agencement des
longueurs Φn,an privés de leur première et dernière lettre sont des débuts du
mot caractéristique d’angle α. Alors le développement en fraction continue
de α est de la forme [0; a, a, . . .].

Preuve. Soit α vérifiant les hypothèses ci-dessus. La suite des mots
d’agencement (Φn,an) admet alors exactement deux valeurs d’adhérence :
les prolongements à gauches par 0 et 1 du mot caractéristique d’angle α.
Selon la proposition 4.1, l’angle α est donc quadratique. De plus, les valeurs
d’adhérence sont de même angle, à savoir α. Selon la proposition 5.1, le
développement en fraction continue de α ne peut donc être qu’ultimement
constant, égal à un entier a. La proposition 5.1 implique alors que l’angle
des valeurs d’adhérence est α1 = [0; a, a, . . .], qui doit être égal à α.
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