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MOHAMED MKAOUAR (Sfax)

Introduction. Soient p un nombre premier et [F, le corps a ¢ éléments
et de caractéristique p. L’ensemble F,((X ~!)) représente le corps des séries
formelles & coefficients dans F,. Un élément f € F,((X~!)) est donc de la
forme

+oo
f= Z fiX™
j=s

ou s € Z. On note par [f]| la partie polynomiale de f, deg f = s et o(f) =
fs. Il est clair que si P est un polynome de degré n dans F,[X] tel que
P=a, X"+ ...+ ag, alors 0(P) = a,. Si f est une série formelle vérifiant
I’équation

(E) Anfm+.. .+ A1f+4,=0

ou les Ay sont des polynémes de F,[X] non tous nuls, on dit que f est
algébrique sur F,(X). Si de plus I'équation (E) vérifie deg Ay, < deg A1
pour tout k € {0,...,m} \ {m — 1} et f est de degré m, on dit que f
est une série formelle algébrique de type (1). Soit f € F,((X~1)); alors
f = fo = [f] %+ (f — [f)). Soient ag = [fo] et fi = (f — [f]) ", on définit
par la suite f, = a, + f,, il et a, = [fn]. Finalement, il est clair qu’on peut
écrire f sous la forme

f:ao+—1 = lag; a1, az,...|.

ar+ ———
as + ...

Cette nouvelle écriture de f est appelé développement en fraction continue
de f, et la suite de polynémes (ay),>0 est appelé suite de quotients partiels
de f. Il est clair que dega; > 1 pour tout entier strictement positif.
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Soit f une série formelle quadratique € F,((X~!)). Alors la suite de
quotients partiels de son développement en fraction continue est ultime-
ment périodique (i.e. f = [bo;b1,...,bs,a1,---,a¢]). Nous poserons T(f) =
max<i<; deg a; et Per(f) =t sa période. On dit aussi qu’une série formelle
quadratique f est purement périodique si sa suite de quotients partiels est
périodique (i.e. f = [a1;az2,..-,ar,a1)); si de plus f = [a1;@a, -+, g, a1))
= [at;G1-1,---,0a1,04¢]), on dit que f est palindromique.

Dans le cas réel Schinzel [8] a montré lexistence de la quantité

S(N,n)= sup Per(Nx),
Per(z)=n

ou z est un nombre réel quadratique. Un peu plus tard Cohen [4] a redé-
montré lexistence de S(N,n); de plus, il a évalué la quantité S(N,n), il a
prouvé 'existence de

) = (252) =sun ()

n>1 n Per(z)

et il a donné la valeur exacte de R(IN) pour une infinité d’entiers N. D’autre
part Cohn a étudié dans [5] la longueur de la période du développement en
fraction continue de d'/2, ot d est un entier qui n’est pas un carré parfait ;
il a montré que

Per(Vd) < %\/glogd +O0(Vd).

Dans [6] Lewittes a caractérisé les nombres réels quadratiques qui sont palin-
dromiques et il a évalué le nombre A(n) des réels qui sont palindromiques
et dont le discriminant est égal a n.

Dans le cas des séries formelles, il est démontré dans [7] que si f est
une série formelle quadratique sur Fy(X) vérifiant Af? + Bf +C = 0, alors
Per(f) < (2988 — 1),

L’objectif de ce travail est de donner dans le cas des séries formelles
I’équivalent du théoreme de Galois pour le cas quadratique : a savoir la ca-
ractérisation des séries formelles quadratiques qui admettent un développe-
ment en fraction continue purement periodique. D’autre part, on généralise
le résultat établi par Mkaouar [7] sur Fo((X 1)), dans F,((X~1)), ot la
caractéristique p du corps > 2 est de donner un majorant a la période d’une
série formelle quadratique de type (I) en fonction des coefficients de son
polynéme minimal. De plus, si p > 3, on donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu'un polynoéme @ € F,[X] admet une racine carré dans
F,((X™1)) et que la période du développement en fraction continue de celle-
ci est un O(q?9°8 Q). Finalement, on donne une caractérisation des séries
formelles quadratiques palindromiques.
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Enoncé des résultats

THEOREME 1. Soit f une série formelle quadratique sur F,(X) et [f]
£ 0. Alors f admet un développement en fraction continue purement pério-
dique si et seulement si f est de type (I).

THEOREME 2. Soit f une série formelle quadratique sur Fy(X) de type
(), vérifiant Af?> + Bf + C = 0. Alors

Per(f) < (¢%8P — 1)%¢?%€ B ¢t T(f) < degB.

THEOREME 3. Soit f une série formelle algébrique de type (I) et de
degré m sur F, (X), telle que [f] # 0 et Apf™ + ...+ A1 f + Ao = 0.
Alors [f] = —[Am-1/An] et la série formelle h = 1/(f — [f]) est une série
formelle de type (I).

THEOREME 4. Soient q¢ > 3 et Q un polynéme de degré pair avec o(Q)
un carré parfait. Alors Q admet au moins une racine carrée f € F,((X~1));
de plus si QQ n’est pas un carré parfait dans Fy[X], alors toute racine carrée
f de Q vérifie

Per(f) < %% et T(f) < 3degQ.

THEOREME 5. Soit f une série formelle quadratique sur Fy(X). Alors f
est palindromique si et seulement si elle vérifie une équation de type Af? +
Bf —A=0 avec A,B € F,[X] et deg B > deg A. De plus si A(n,q) désigne
le nombre de séries formelles palindromiques dont le discriminant est de
degré 2n, alors

2n
q 1+ loglog 2 .
A —o(—%__ — 1 - 0808 =1 4
(n,q) O(no‘\/log—2n> avec o o 2 sip (mod 4)
et
q2n 44
A = — | p = .
(n,q) O(\/ﬁ) si p=3 (mod4)
Démonstration du théoréme 3. Posons g = f — [f]. Alors
0="> A;([f]+9)
§=0
m 7 m m
-3y (e -3 () ur)s
j=0 k=0 k=0 N j=k
Soit

) Ci = ikAj (1)

Comme deg f > 0 alors deg Ay f¥ < deg A,,_1f™ ! pour k < m — 1, et
par suite d’apres (E), deg A, f™ = deg A,,_1f™ 1. Ceci donne deg f =
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deg A,,_1 — deg A,, et
m—1
f=—An_1/An — Z L
j=1

avec [ = Ay j_1/Amf?. Dol
degl; =degAy—j—1+ (j —1)degA,, — jdeg A1 <0,

ce qui donne que [f] = —[Apm—1/Am].
Soit h = 1/(f — [f]), alors la série formelle h vérifie I’équation

i Cp—rh* = 0.
k=0

Comme f est algébrique et degré m, alors h ’est aussi. Donc pour montrer
que h est de type (I), il suffit de montrer que degCy > deg C) pour tout
ke {0,...,m}\{1}. Comme [f] = —[An—1/An], alors Ay,_1 = —[f]An+R
avec deg R < deg A,,,. D’apres (1),

m m—2

Co =" Al = (3 A1) + RIf™

j=0 j=0
et
m . -2 ‘
Cr= DGl = (X0 GALATY) + Anlf1™ T 4 (m = DRI

§=0

Jj=

3

~—~ O

Il est clair que degC7; = (m — 2)deg[f] + deg A,,—1 et que degCy <
(m —2)deg[f]+deg A,,,—1. Comme deg C, < deg A,,—1+ (m —k —1) deg[f]
pour tout k € {1,...,m}, alors, pour tout £k € {1,...,m} \ {1}, on a
deg C), < deg C1.

Application

COROLLAIRE 1. Soient n € N* et f une série formelle algébrique sur
F,(X) vérifiant [f] #0 et AfT ™ + ABf? +1 =0, avec deg B > 0. Alors
f=lao;a1,...], ou

0y = (—1)" A" =D /(@ +1) o

Preuwve. Soit fo = f, ap = [fo], Po = A, Qo = AB, Ry =0, Sp = 1 et
fs+1 =1/(fs — [fs])- Alors d’apres le théoreme 3, f est de type (I) et vérifie
I’équation PsfgnJrl + st;l” + Rsfs +S5s =0, avec

Ps+1 = Psagn+1 + Qsagn + Rsas + SS? Qerl = Psagna

Rs+1 :QS+CLSPS, Ss—l—l :Psy As41 = _|:QS+1:|'
Ps+1
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A l'aide d’une récurrence simple sur s on montre que
P, =AEDD2 o = (_1)514(1*(*1)S)/QA(qS”Jr(*l)sq”)/(q“rl)qu”7
Ry =0, S,=A0-(1D7/2

et que
as = (—1)* Al +EDD/ @) gaT

COROLLAIRE 2 ([1], théoreme 6). Soit n € N. Alors I’équation
L QfF + PF+PQ+1=0
admet une racine unique dans Fo((X 1)), et
F=Q@Q + P Q7 + P,
Preuve. 11 suffit de remarquer que la série formelle g = 1/(f — Q) vérifie
P (QY + P +1=0
d’aprés le corollaire 1 : il suffit de prendre A =1, B = Q%" + P et ¢ = 2.

Démonstration du théoréme 1. Ici, on donne 1’équivalent du théoreme
de Galois pour le cas quadratique sur F ((X1)). Il est clair que si f est
périodique alors f vérifie I'équation Q,f? + (Qn_1 — Pn)f — Pa_1 = 0, olt
f = la1;a2,.-,a,a1) et P,/Qn = [a1;a2,...,a,]. On a alors deg @, <
deg(P, — Qn—1) = deg P, et deg P,,_1 < deg P,.

On suppose maintenant que f est de type (I) et vérifie Af? + Bf
+ C = 0. Alors f est ultimement périodique, donc f est de la forme f =
[a1; ag, ..., at, fi41], out fiy1 est une série formelle périodique. Soit f = f; et
fn+1 =1/(fn — an). Comme f est de type (I), alors d’apres le théoreme 3,
fn Vest aussi et vérifie Péquation H, f2 + K, f, + H,_1 = 0, avec Hy = C,
H1 = A, Kl = B, a]; = —[Kl/Hl], et

(2) HnJrl = aiHn +an Ky + anlv
(3) KnJrl = 2a,H, + Knv
(4) Qn+1 = _[Kn+1/Hn+1]-

SOlt Per(f) = Per(le) = l AIOI'S Ht+j = Ht+l+ja Kt+]‘ = Kt+l+j et
Qi4j = Gyj41, pour tout j > 1. Ceci donne d’apres la formule de récurrence
(2) pour Hyyyyo et Hyyo que

(5) Ht - Ht+l‘
Par suite,

Kipi41 =2ai 4 Hyyy + Koy = 204 Hy + Ky = K1 = 20, Hy + Ky,
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ce qui donne

(6) 2Napss — a)Hy = Ky — Kpp.

Soit alors

(7) K, = [Ki/H|Hy + Ry = —a;H; + Ry,

avec deg Ry < deg H;, et

(8) Ky = [Kiq1/Hip)Hevo + Ry = —app He + Riyy,

avec deg Ry; < deg Hy. En remplacant K;;; et K; par leurs expressions
dans (6), on obtient

9) (ar41 —ar)Hy = Ry — Riqy.

Comme deg(R; — Ri1;) < deg Hy, (9) nous permet de dire que a; = as4g
et Ry = Ri4q, ce qui donne d’apres (5), (7) et (8), Ky = K4 et par suite
d’apres les formules de récurrence (2), (3) et (4), Hi—1 = Hy—144,..., H1 =
}_[14,17 thl = Kt71+la-' . 7K1 = K1+l et az_1 = at—1+41y---,01 = A14], C€
qui montre que f est périodique.

Démonstration du théoréme 2. Pour la démonstration de ce théoreme,
on a besoin du lemme suivant :

LEMME 1. Soit f une série formelle de type (1) vérifiant (E) : Af? +
Bf+C =0. Alors f et —(f+ B/A) sont les seules solutions de (E). De plus
st f =lay;az, ..., an, a1, alors —(f + B/A) = [0; —ap, —an—1,...,—a1].

Preuve. 11 est facile de vérifier que si f est solution de (E), alors
—(f + B/A) Test aussi, donc on peut supposer sans perte de généralité que
[f] # 0. Dans ce cas d’apres le théoreme 3, [f] = —[B/A] = a;. Soit
P,/Qn, = [a1;a2,...,ay,]. 1l est clair que

Pnf + Pn—l
f [alaa27"'7an7f] an""Qn—l’
ce qul donne an2+<Qn—1 _Pn)f_Pn—l =0.0na Pn—l/Pn = [07 Ap,y An—1,
coa1) et Qno1/Qn = [0;an,...,az2]. Posons h = [0; —ay,...,—a1]; alors
h =[0;—an,...,—a1 + h], ce qui donne —h = (Pp,—1 — Qn_1h)/(Pn — Qnh)
et par suite h vérifie 'équation Q,h? + (Q,_1 — Py)h — P,_1 = 0. Comme
f vérifie la méme équation que h, elles sont conjuguées et par conséquent
h=—(f+ B/A).

Suite de la démonstration du théoréme 2. Soit f € F ((X~1)) de type

(I) vérifiant Af? + Bf + C = 0. On peut supposer que [f] # 0. Soit
f = [ayag, anar), f = fi et far1 = 1/(fu —an). Alors d’apres le
théoréeme 3, pour tout n € N* la série f, est de type (I) et elle vérifie
I’équation

anr% + ann + Hn—l =0
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ou les suites de polynémes H, et K, sont définies par les relations de
récurrences données par (2), (3) et (4). La division euclidienne de K, par
H,, donne K,, = —a, H, + R,, avec deg R,, < deg H,,. Or (3) nous permet de
dire que K,+1 = —K,, + 2R,,, ce qui donne que pour tout entier positif n,

(10) deg K,, = deg B.

Comme f est de type (I), alors d’apres le théoreme 1, f est purement
périodique, donc d’apres (10), la suite W,, = (H,,, K,,) 'est aussi et partage
la méme période [ que f. Soit t € N; alors Wiy = Wi et Wiyip1 = Wiy,
Soit donc s € N* le plus petit entier tel que Wiy = Wy et Wyygi1 = Wigq.
Les formules de récurrences qui relient H,, 1 et K11 a H,, K, a, montrent
que Hyyg12 = Hyyo, Hiysy3 = Hyys,...,Hypos = Hyps, Kipspo = Kiqo,
Kiisys = Kigs,..., et que Kipos = Kiys. Ceci montre que s est la
période de la suite W,, = (H,, K,) et par suite s = [. Comme H,, # 0
et d’apres (10), deg H,, < deg K,, = deg B, le nombre de termes distincts
de la suite W, est majoré par (¢4°&5 — 1)¢°® B, Alors le nombre de cou-

ples (W,,, W,11) distincts est majoré par (¢%°¢Z — 1)2¢?4°¢ 5. Donc dans

les (g8 — 1)2¢%d°¢B 1 1 premiers termes de la suite (W, W,41), on
trouve deux couples identiques (W, Wiy1) = (Wigs, Witst1), ce qui donne
I =5 < (q%8B — 1)2¢29¢ B D’autre part, pour tout entier strictement
positif n on a dega,, = degK,, — deg H,, et d’apres (10), on déduit que
T(f) < deg B.

Démonstration du théoréme 4. Pour la démonstration de ce théoreme,
on a besoin de quelques lemmes.

LEMME 2. Soit q > 2. Alors l’équation (E) : AY? + BY +C = 0 avec
A,B,C € Fy[X]|\ {0} et deg B > deg A,deg C' admet au moins une racine
f dans Fo((X71)) telle que deg[f] > 1.

Preuve. Soient H,, K,, et a, les suites de polynémes définies par Hy =
C, Hl = A, Kl = B et a) = —[Kl/Hl], HnJr]_ = Q%Hn +CLnKn -}-_E[n,17
Kpy1 =2a,H, + K, et apy1 = —[Kpy1/Hpy1]. I est clair que les termes
H, i1, K11 et apy1 ne sont définis que si H,, # 0. Pour cela, on suppose
que H,, # 0 pour n < m. Soient Py =1,Q0 =0, P,/Q, = [a1,...,a,] et
U, =AP2 + BP,Q, + CQ?,
Vn = 2PnPn71A + (Pnanl + QnPnfl)B + 2QnQn710

Montrons que pour tout n € {1,...,m},
(an) Un - Hn—i—ly

Les propriétés (ay,) et (5y,) sont vraies pour n = 1. On les suppose vraies
pour n < s < m. Alors en utilisant le fait que pour tout s € N, P, =
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asPs_1+ Ps_2 et Qs = asQs—1 + Qs—2, on aura
Us = A(asPs—1 + Ps_2)? + B(asPs_1 + Ps_2)(asQs—1 + Qs—_2)
+ C(asQs—1 + Qs—2)*
= ay(AP?_ | + BPs_1Qs1 + CQ3_y) + (APZ_5 + BP, Qs> + CQ3 )
+a5(2AP;_1Ps_5 + B(Ps_1Qs—2 + Qs_1Ps_2) + 20Q,_1Qs)
=a?Hs+ asKs + Hy_y
= Hsy1.

De méme

Ve =2(asPs_1+ Ps2)Ps 1A+ 2(asQs—1 + Qs—2)Qs1C
+ ((asPs—1 + Ps—2)Qs—1 + (asQs—1 + Qs—2)Ps_1)B
=2a,(P? A+ P, 1Q, 1B+ Q> ,0) +2Qs 2Q, 1C
+2P,_oPs 1A+ (Ps—2Qs—1 + Qs—2Ps_1)B
=2a,H, + K,

- s+1-

Il est clair maintenant que si A,, # 0 pour tout n < m, alors

2

e S’il existe m > 1 tel que A,, # 0 pour tout n < m et A,,+1 = 0, alors

P\ P,
Al 2 Bl 2™ C=0
(Qm) - (%)* ’

ce qui donne que (P, /@) = [a1;...,an] est solution de (E).
e Si A, # 0 pour tout n € N, alors on considere la série formelle f =
lim(P,/Q,) = lim[as;...,ay], et par conséquent

2
Af2+Bf+C:hmA(%> +B<%) +C

o1
= hm @An%»l
=0 (car pour tout n € N, deg A,, < deg B).

LEMME 3. Soient ¢ > 3 et Q un polynéme dans F,[X]. Alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) deg Q est pair et o(Q) est un carré parfait.
(ii) Il existe deuz couples distincts (T, S) € Fy[X]? tels que deg T > deg S
et Q=T2-5.
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Preuve. (i)=-(ii). Soit p une racine carré de o(()). Posons

2n

k 2

Q = E akX ) Qop = 0,
k=0

T, =) BX*  Bu=o
k=0
Dire que deg(Q — Tg) < deg T, signifie pour tout k € {n,n+1,...,2n},
(11) D (2—e)BiB; = o,

0<i<j<n
i+j=k
ou g;; vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon. Si on suppose les 3; connus pour s <t < n,
alors on sait déterminer d’une maniere unique 35_1 si s > 0. En effet, d’apres

(11),
265—1 = Onts—1 — Z (2 - Eij)/giﬁjv
0<i<j<n
i+j=n+s—1

or d’apres notre supposition, tous les 3;, 3; sont connus dés que 0 <7 < j
<neti+j=n+s—1, ce qui détermine entierement les coefficients de T,
en fonction de ceux de Q. L’existence de deux couples (7, .S) vérifiant (ii)
vient du fait que si (@) est un carré parfait € F,, alors les seules racines
carrées de o(Q) sont p et ¢ — o et par conséquent (T,,S,) et (T4—p, Sq—p)
sont les seuls couples vérifiant (ii).

(i))=(i). Il est clair que deg @ = 2degT et que o(Q) = o(T?) = o*(T).

Suite de la démonstration du théoréme 4. Soit @ un polynéme de degré
pair et 0(Q) est un carré parfait. Alors d’apres le lemme 3, il existe T,.S €
F,[X] tels que deg T > deg S et Q = T? — S. D’apres le lemme 2, 1’équation
(F) : SY?2 +2TY + 1 = 0 admet au moins une racine g dans F,((X 1))
telle que deg[g] > 1. Soit donc f = T + 1/g, qui vérifie 'équation f? =
T? — S = Q. Comme @ n’est pas un carré parfait dans F,[X], alors d’apres
le théoreme 2, toute racine carrée f de @ vérifie

Per(f) < (qdegT _ 1)2q2degT < q2degQ

et
T(f) < degT = 5 degQ.

COROLLAIRE 3. Soient ¢ > 3 et A, B,C € F,[X]. Soient A = B*—4AC
et (B) ’équation algébrique AY? + BY + C = 0. Alors (E) admet au moins

une solution dans F,((X 1)) si et seulement si deg A est pair et o(A) est
un carré parfait.

Preuve. 11 est clair que si deg A est pair et o(A) est un carré parfait,
alors d’apres le théoreme 4, A admet une racine carrée § € F,((X1)).
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On vérifie facilement que les séries formelles (—B £ 0)/(2A) sont les seules
solutions de (E).

Réciproquement, si f est une solution de (E), il est clair que 'on a A =
(2Af+ B)?, ce qui donne que deg A est pair et que o(A) est un carré parfait.

Par la suite A désigne le discriminant de la série formelle quadratique
solution de (E).

Un nombre réel = est dit quadratique s’il est irrationnel et vérifie une
équation du type ax? + bx + ¢ = 0 avec a, b, ¢ des entiers relatifs premiers
entre eux. On note par la suite A(x) = b? — 4ac le discriminant de .
Lewittes [6] a montré les deux théorémes suivants :

THEOREME. Soit © un nombre réel quadratique. Alors les trois pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) x est palindromique.
(ii) Norme(z) = —1.
(iii) A(x) est la somme de deuz carrés.

THEOREME. Soient A(n) l’ensemble des nombres quadratiques x dont le
discriminant A(x) égal a n et w(n) le nombre de facteur premier de n. Si
16 |n ou si n admet un facteur premier = 3 (mod4), alors A(n) = 0. Si
tout facteur premier de n = 1 (mod4), alors A(n) = A(4n) = 2w =1 ¢
A(8n) = 290,

Cela donne dans le cas des séries formelles le théoréme 5 :

Démonstration du théoréme 5. Soit f une série formelle palindromique.
Alors elle est de type (I), donc elle vérifie une équation de type Af? +
Bf +C = 0 avec degB > degA,degC. D’apres le lemme 1, si f =
[a1; @2, 5 Gn, a1 ), alors (f + B/A)™' = [an;@n_1,...,01,Gn ). Puisque f
est palindromique, on a f = (f + B/A)™!. D’autre part si A(n,q) est le
nombre de séries formelles palindromiques dont le degré du discriminant est
égal a 2n, alors A(n, q) est majoré par B(n,q), le nombre de représentations
des polynomes de degré 2n sous la forme de la somme de deux carrés dont
le degré < n. Mireille Car [2], [3] a donné une formule asymptotique de
B(n,q), a savoir : si p =1 (mod4), alors

2n
q 1+ loglog 2
B =0 ——— a=1— ———>—
(n,9) <na\/log 2n> avee log 2 ’

et si p =3 (mod4), alors
2n

B(n7Q> ~ a q avec a = H(l_qudegP)fl/g

e Pel

et I est 'ensemble de polynémes unitaires et irréductibles dans F,[X].
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