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Capitulation des 2-classes d’idéaux de Q(v/2,V/d)

ou d est un entier naturel sans facteurs carrés
par

ABDELMALEK Azizl et ALl MOUHIB (Oujda)

1. Introduction. Soient K un corps de nombres, K1) le corps de
classes de Hilbert de K, p un nombre premier et K}}) le p-corps de classes
de Hilbert de K. Parmi les plus grands théoréemes concernant le probleme
de capitulation, on trouve “le théoreme de 1’idéal principal” qui s’énonce
comme suit : Toutes les classes de K capitulent dans K. Ce théoréme a
été conjecturé par D. Hilbert et démontré par P. Furtwangler.

Si L est une sous-extension propre de K1) /K, alors la propriété que
chaque classe de K capitule dans L n’est pas toujours vérifiée. En effet, il
suffit de choisir un corps de nombres dont la p-partie du groupe de classes
est non élémentaire.

L’existence d’une sous-extension propre de K (1)/ K ou toutes les classes
capitulent est équivalente a l’existence d’un premier p divisant le nombre
de classes de K et d’une sous-extension propre de K]E}) /K ou toutes les
p-classes capitulent.

Plusieurs mathématiciens se sont intéressés a 1’étude du probleme de
capitulation pour des cas particuliers de corps de nombres. On note les
travaux suivants sur des corps ayant une 2-partie du groupe de classes de
type (2,2).

H. Kisilevsky [Ki-76] a étudié le probleme de capitulation pour les corps
de nombres ayant un 2-groupe de classes de type (2,2). En utilisant un
calcul sur le transfert, il a lié le probleme de capitulation a la structure
du groupe Gal(Kf) /K) ou K§2) désigne le deuxiéme 2-corps de classes de
Hilbert de K. A. Derhem [De-92] a étudié le probleme pour des corps quadra-
tiques réels dont le 2-groupe de classes est de type (2,2) et le discriminant
n’est divisible par aucun premier ¢ = —1 (mod4). A. Azizi [Az-93] a étudié
le probleme de capitulation des 2-classes d’idéaux des corps K = Q(\/E, i)
ou d un entier naturel sans facteurs carrés et le 2-groupe de classes de K
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est de type (2,2); en utilisant les unités, il a trouvé le nombre des classes
de K qui capitulent dans les sous—extensions propres de Kél) /K, ensuite
il a déterminé la structure du groupe Gal(K / K). I. Benhamza [Be-97] a
étudié le méme probléme pour les corps K = Q(\/_ ,v/—2) ol d est un entier
naturel sans facteurs carrés et le 2-groupe de classes de K est de type (2,2).
Enfin, E. Benjamin et C. Snyder [Be-Sn-95] ont étudié le probléme pour des
corps quadratiques réels dont le 2-groupe de classes est de type (2,2) et le
discriminant est divisible par un premier ¢ = —1 (mod4).

Ici, on s’intéresse au probleme de capitulation des 2-classes d’idéaux des
corps biquadratiques de la forme Q(\/E, \/3) ou d est un entier naturel sans
facteurs carrés.

Soient K = Q(v/2, Vd d) un corps biquadratique ou d est un entier naturel
sans facteurs carrés, Ké ) 1e 2- corps de classes de Hilbert de K, Ky 2 e 2-
corps de classes de Hilbert de Ké Vet K™ le corps de genres de K. On
suppose que Gal(K /K) ~ 7./27 x 7/27. D’apres la théorie des groupes

£ K (car sinon le 2-groupe de classes de K serait cyclique) et par suite
[K(*> K] =2ou K = KV,

Dans cet article, on va étudier le probleme de capitulation des 2-classes
d’idéaux de K dans les sous-extensions propres de K él)/ K, en distinguant
les cas ou [K(*) K] =2et K& = Kél). On commence par rappeler quel-
ques résultats utiles dans le reste de ce travail.

2. Résultats préliminaires. Le premier résultat concerne le rang du
2-groupe de classes de certains corps de nombres.

Soient M un corps de nombres dont le nombre de classes est impair, L
une extension quadratique de M, r le nombre des idéaux premiers de M
ramifiés dans L, N}, /u Papplication norme par rapport a l'extension L/M
et Fys le groupe des unités de M.

PROPOSITION 1 ([Gr-73]). Avec les notations ci-dessus, le rang du 2-
groupe de classes Co 1, de L est donné par la formule suivante :

rang(Cor) =r—1—e ou 2°=[Ey: Ny (L") N Eyl.

Le résultat suivant concerne une propriété intéressante du symbole du
reste normique.

PROPOSITION 2 ([Ha-30]). Soient k un corps de nombres contenant les
racines m-iémes de l'unité, k une extension finie de k, o € k* et € k. On
note P un idéal premier de k, et P un idéal premier de k au-dessus de P.
Alors
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(%), - (57,

PP
ot le produit est pris sur tous les premiers de k qui sont au-dessus de P.

PROPOSITION 3 ([Be-Le-Sn-98|). Soient p, p’, p” des premiers tels que

pour tout i € {1,2,3} on a p; # —1 (mod4) et (5) = (5—,/,) = —(1%) =1.

Si on note e l'unité fondamentale de Q(+/pp'p"), alors on a :

» % P '
N@(\/pp’p”)/@(g) =-1= <17>4<;>4 N <I7>4<;>4.

PROPOSITION 4 ([Be-Le-Sn-98]). Soient L un corps de nombres dont le
2-groupe de classes est de type (2™,2™) ou m et n sont deux entiers stricte-
ment positifs, et L(Y) le 2-corps de classes de Hilbert de L. S’il existe une
extension quadratique non ramifiée de L dont la 2-partie du nombre des
classes est égale a 2™~ 1, alors la 2-partie du nombre des classes des trois
extensions quadratiques non ramifiées de L est égale a 2™ et la suite
des 2-corps de classes de Hilbert de L s’arréte en L(1).

Le résultat suivant concerne le probleme de capitulation pour un corps
de nombres dont le 2-groupe de classes est de type (2,2).

Soient K un corps de nombres, L une extension cyclique non ramifiée de
K, Kél) le 2-corps de classes de Hilbert de K et K§2) le 2-corps de classes
de Hilbert de Kél). On pose G = Gal(Kéz)/K). Alors G’ = Gal(KéQ)/Kél))
et G/G' ~ Gal(Kél)/K). On note Ck (resp. Cr) le groupe de classes de K
(resp. L).

Soit j I'application de C'x vers Cp, qui fait correspondre a la classe d’un
idéal I de K l'idéal dans L engendré par I; on désigne par N la norme de
L/K.

On dit que K est de type (A) si [Ker(j) NN (Ck)| > 1, est de type (B)
si |[Ker(j) NN(Ck)| =1, ot N(Ck) est 'image de Cx par N.

On suppose que le 2-groupe de classes de K est de type (2, 2), c’est-a-dire
G/G' est de type (2,2). Alors d’apres [Ki-76], le groupe G est isomorphe a
Qm, Dy, ou Sy, avec :

Qm=(z,y) on 22" =y?=q, =1, ylay=a"1,
Dy ={z,y) on 2" =y2=1, y lay=a"",
2m—

Sm = {(z,y) ou =z = =1, ylay = 22" L

Dans tous ces cas on a G/ = (22) et les trois sous-groupes d’indice 2 de G
sont Hy = (x), Hy = (x2,7) et H3 = (22, xy).

Soient K1/K, Ko/K et K3/K les trois sous-extensions de Kél)/K tels
que K; est le sous-corps de Kéz) laissé fixe par H; et j; I'application défini
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pour L = K;. Si K§2) # Kél), alors il existe une sous-extension M de
K§2)/K§1) de degré 2 sur Kél).

THEOREME 1 ([Ki-76]). On suppose que G/G’ est de type (2,2). Alors
on a:

(i) Si KSQ) = él), alors les corps K; sont de type (A), |Ker(j;)| = 4
pour i =1,2,3 et G est de type (2,2).

(ii) St Gal(M/K) ~ Qs3, alors chaque K; est de type (A), |Ker(j;)| = 2
pouri=1,2,3 et G ~ Q3.

(iii) Si Gal(M/K) ~ Ds, alors Ko et K3 sont de type (B) et |Ker(j2)| =
|Ker(j3)| = 2. De plus si My est de type (B), alors |Ker(j1)| =2 et G ~ S,.
Si My est de type (A) et |Ker(j1)| = 2, alors G ~ Q. Enfin si My est de
type (A) et |Ker(j1)| = 4, alors G ~ D,y,.

PROPOSITION 5. Awec les notations précédentes, on a :

(i) 1l existe une sous-extension propre de Kél)/K dont le 2-groupe de
classes est cyclique.

(ii) Les 2-groupes de classes de Ko et de K3 sont cycliques si et seulement
si G est abélien ou bien G ~ Q3.

(iii) Si G est diédral, alors Hy et H3 sont diédrals.

(iv) Si G est quaternionique, alors Hy et Hs sont quaternioniques.

(v) Si G est semi-diédral, alors Ho est diédral, tandis que Hg est quater-
nionique.

PROPOSITION 6 ([Ki-76]). Soient K wun corps de nombres dont le 2-
groupe de classes est de type (2,2), et K1, Ko et K3 les trois extensions
quadratiques non ramifiées de K. Alors on a l'une des propriétés suivantes :

(i) Les 2-groupes de classes des corps K1, Ko et K3 sont cycliques.

(ii) Le 2-groupe de classes de K1 est cyclique et les 2-groupes de classes
de Ky et de K3 sont de type (2,2).

3. 2-Groupe de classes de Q(v/2,v/d). Soient d # 2 un entier naturel
sans facteurs carrés, K = Q(\/i, \/E) un corps biquadratique et Cy g le
2-groupe de classes de K. Pour m un entier naturel, on note e(m) la norme
par rapport a lextension Q(y/m)/Q de I'unité fondamentale de Q(y/m).
Dans ce paragraphe, on va detérminer tous les entiers d pour lesquels Cy g
est de type (2,2). On aura besoin de certains résultats sur les unités qu’on
va démontrer dans ce qui suit :

3.1. Lemmes sur les unités

LEMME 1. Soient p et p' deux premiers différents tels que p = p' = 1
(mod4) et K = Q(v/2,v/pp'). Alors on a :
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(i) L’indice des unités Qg de K est égal a 1 ou 2.
(i) Sie(2pp’) =1 et (f—)) = ([%) = (%) =1, alors Qx = 2.

Preuve. Soient €1, €5 et €3 les unités fondamentales respectives de Q(\/i),
Q(vpp') et Q(v2pp)).

(i) On sait d’apres [Kub-56] que Qx € {1,2,4}; alors il suffit de montrer
que Qr # 4. Comme e(2) = —1, d’apres [Kur-43] on a Qg = 4 si et
seulement si €9 et 3 sont des carrés dans K.

On pose g2 = x/2+(y/2)v/pp’ ol = et y sont deux entiers. Si e(pp’) = —1,
alors €2 n’est pas un carré dans K. Si e(pp’) = 1, alors (z—2)(z+2) = pp'y?,
par suite s’il existe quatres entiers y1, y2, m et n tels que :

{ r+2= 2my%, . ,
ou y1yz =y et mn = pp’,
T F2 = 2ny3,
alors ny2 —my? = £2 et par suite y; et yo sont de méme parité. Orp =p' =1
(mod 4) implique que ny2 —my? =0 (mod4). Donc on a une contradiction.
S’il existe deux entiers y; et yo tels que :

x+ 2 = pp'yi,
{x¢2=yi
alors en posant W = y1v/pp/ + y2, on trouve que W? = 4e,. Ainsi NEE
W/2 € Q(v/pp'). Ceci contredit le fait que e5 est I'unité fondamentale de
Q(+v/pp'). Par conséquent, il existe deux entiers y; et yo tels que :
x+2=py,
{w¥2=ﬂ%,
Alors en posant W = y1,/p + y21/7/, on trouve que W?2 = 4ey. Ainsi VE2 =
s(1yD +12V1) € K. Dot Qx € {1,2}.

ol y1y2 = y et mn = pp/,

ol Y1y2 = y.

(ii) On suppose que (%) = (1%) = 1et e(2pp’) = 1. On pose g3 =
z + y’@ ol 3:’2 et i son}‘g deuxlentifers. Qn a (' —‘11)(‘33' +(11) = 2p};fy )
I(f;)gleglezs Z(/ :f)et N (tpél)s - :( p,) , nécessairement il existe deux entiers
r+1= y%, .
{x¢1ZMM@ Ry

Alors en posant W = y; + y2/2pp/, on trouve que W? = 2¢3. Ainsi /23 =
(y1/2)V2 + yo/pp’ € K. D’ot1 le résultat. m
LEMME 2. Soient p, q1, g2 des premiers différents tels que p = —q1 =
_ _ S(2N (2 _ _
—g2 =1 (mod4) et K = Q(vV2,\/pa1@2). Si (&) = (&) = (&) = (&)
—1 et (%) =1, alors Qg = 2.

Preuve. Soit €1 = z/2+ (y/2)/Pq1g2 I'unité fondamentale de Q(,/pq1¢
ou z et y sont deux entiers. On a e(pqig2) = 1 et donc (x — 2)(z + 2)

)

N
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pq1g2y*. Comme (;%) = (q%) = —1, il existe deux entiers naturels y; et 1
tels que
x—2=py, X B
{x R

En posant W = y1,/p + y24/q142, on a W? = 4ey. Par suite,

(1) V=P

Soit e = z +t4/2pq1g2 'unité fondamentale de Q(1/2pg1q2). O

=1 et donc (2 —1)(z+ 1) = 2pq1¢ot?. Comme (q_1) (ql) =(z

—1et (%) =1, on a trois possibilités. La premiere est

z—1=2pt?,
{ PL ol it = ¢
z+ 1= qqot3,

alors on trouve que

t
(2) Vez =tiy/p+ 52\/2q1q2.

De (1) et (2), on tire que (/e1e3 € K, par conséquent on a Qx = 2.
La deuxieme possibilité est
z—1=2 2
q21(.h 1’ oil tite =t;
z+ 1= pt;,
alors on trouve que

t
(3) VE2 =tk + 5 \/2p.

De (1) et (3), on conclut que /g1e3 € K. Ainsi, Qi = 2.
La troisieme possibilité est

z—1= t%, R
9 ou tltg :t;
z+1=2pqiqat3,

alors on trouve que

tq
VE2 = ta/p1g2 + 5\/5
Par conséquent /9 € K, ainsi Qi = 2 et le lemme est démontré. m

LEMME 3. Soient q1, q2, q3 des premiers différents tels que q1 = qo2 =
g3 = —1 (mod4) et K = Q(v2,/q1¢2¢3)- Si (q_1) = (q%) = (q%) = _1 et
(3) (%) = () (%) = —1, alors Qi # 1.

Preuve. Soit € = x + yv/2q1q2q3 'unité fondamentale de Q(1/2¢1¢243).

On a e(2q1q2q3) = 1, par suite (z — 1)(z + 1) = 2¢1¢2¢3y*. Comme (q%) =
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(l) = (q%) =—1et (g—;)(g—;) = (Z—f) (g—i) = —1, la seule possibilité est :

{x —-1= y%7 N
ou y1y2 =Y.
z+1=2q192433,

Si on pose z = y1 + y2/2q1¢243, alors 2% = 2¢. Par suite, v/ = (v/2/2)y; +
V41G2q3y2 € K, ainsi € est un carré dans K. D'ou Qg # 1. =

LEMME 4. Soient q1, q2, q3 des premiers différents tels que ¢1 = q2 =
g3 = —1 (mod4) et K = Q(v2, /q1q2q3). Si (q%) = —(q%) = (q_a) =1et
(g—;) (L) = -1, alors Qg = 1.

q3

Preuve. On suppose que (q%) = —(q%) = —(q—3) =1et ( ) = —(g—;) =

Soient €1 = = + y./q1q2g3 'unité fondamentale de Q(ﬁ/qlng ) et g9 =u
v1/2q1g2q3 'unité fondamentale de Q(1/2q1g2q3). Les égalités e(q142q3)

e(2q1g2q3) = 1 impliquent (x — 1)(x + 1) = ¥%q1q2q3 et (u — 1)(u + 1)

2q1¢2q3v>. Si (q—i) =1, alors les seules possibilités sont :

{$_1:Q2y%7
z+1=qiq3y3,

N+ =

ou y1y2 =y,
et

2
u—1=2qqvy, .
ou v1v2 = 0.

u+1 = gsv3,
Si on pose 21 = y1,/G2 + Y2/q1G3 et 2o = v1v/2q1G2 + v2,/G3, alors 2} = 2¢;
et 22 = 2e9. Par suite, /21 = 21v/2/2 et \/z2 = 221/2/2. Par conséquent,
VEL € K, \/e2 & K et \[e1e2 ¢ K, ainsi Qi = 1.

Si (Z—g) = —1, alors les seules possibilités sont :
r—1= 2%3/%7 \
5 ou2yiyz =y,
r+1=2q1q3y3,

et
2
{U—lz(hqu .
ol v1vy = V.

u+ 1= 2g303,

Si on pose z3 = y1v/2¢2 +Y2/2q1q3 et 24 = v1,/q1q2 +v21/2¢3, alors 23 = 2¢1
et Zz% = 2e9, par suite /g1 = 23\/5/2 et /g9 = z4\/§/2. Par conséquent,
Va1 € K, \Jea & K et \Je1ea & K, ainsi Qg = 1. =

LEMME 5. Soient p, p', q des premiers différents tels quep=p = —q =

1 (mod4) et K = Q(v/2,vpp'q). Si (%) = (1%) =—-1let (%) (1%) = —1, alors
Qk = 1.
Preuve. On suppose que (%) = —( ) (%) = —(—) = 1. Soient

e1 = x + yv/pp'q P'unité fondamentale de Q(\/pp'q) et €2 = z + t\/2pp/q
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I'unité fondamentale de Q(1/2pp’q). Comme e(pp'q) = e(2pp’q) = 1, alors
(x—1)(x+1) =pp'qy® et (z — 1)(z + 1) = 2pp’qt?. On distingue deux cas :

1) (1%) = 1. Alors les seules possibilités sont :

{w—1=2p’qy%, -
ou 2y1y2 =Y,

z+1=2py3,
et 1o

z—1=2p'ty,

{ P ) ottty =t

z+1 = pqts,
Par suite, on trouve que
(1) Ver =yivp'a+y2/p
et

t2

(2) VE2 =t + 5 V2

De (1) et (2), on conclut que /21 ¢ K, /2 & K et \Jeiea ¢ K. Par

conséquent, Qx = 1.

2) (5) = —1. Alors les seules possibilités sont :
x+1=pyi, \
) 9 ouyiy2 =Yy,
rF1=paqy;,
et o
z+1=7p'ty,
{ p12 oll tity = t.
zF 1 =2pqt;,
Par suite, on trouve que
Y1 Y2
(3) VeL= TVt Vg
et
3]
(4) Ver = 5 V20 + ta/pa.

De (3) et (4), on conclut que /g1 ¢ K, \/e2 ¢ K et \/e1e2 ¢ K. Par
conséquent, Qg = 1. m

LEMME 6. Soient q, p deux premiers différents tels que p = —q = 1
(mod4) et L = Q(,/q,+/2p). Alors on a :

() e(2p) = 1= Qp = 4.
(ii) e(2p) = -1 = QL = 2.

Preuve. (i) Soient €1, €2 et e3 les unités fondamentales réspectives de

Q(v4), Q(v/2p) et Q(v/2pgq). On vérifie facilement qu'il existe deux nombres
rationnels a; et as tels que

(1) \/H:a1\/§+a2\/2—q.
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Comme e(2p) = 1, il existe deux nombres rationnels by et by tels que

(2) VE2 = bi1V2 + bay/p.

D’autre part il existe deux nombres rationnels c; et co tels que

(3) VEs = c1vim + e/
ol m et n sont deux entiers naturels premiers entre eux tels que mn = 2pq.
De (1) et (2), on déduit que /e1e2 € L et de (1) et (3), on déduit que
V€3 € L ou bien /g1e3 € L. Par conséquent, Q, = 4.
(ii) Puisque e(2p) = —1, d’apres (i), on a \/e1 € L et \/e3 € L ou bien
V€1€3 € L. Par suite Qp = 2. =
/

LEMME 7. Soient p, p' deux premiers différents tels que p = p' = 1
(mod4) et L = Q(\/p,v2p).

(i) Sie(2pp’) = e(2p') =1, alors Qr = 2.

(i) Si (1%) =—1ete(2pp) = —e(2p') =1, alors Qr = 1.

Preuve. Soient €1, g9 et e3 les unités fondamentales respectives de

Q(v/p), Q(V2p') et Q(v2p'q). On a e(p) = —1, par suite e n’est pas un

carré dans L.
(i) Comme e(2p’) = 1, il existe deux nombres rationnels z et y tels que

1) Vi = aVI+ g

Comme e(2pp’) = 1, il existe deux nombres rationnels z et ¢ tels que

(2) VEs = s+ tvn
ol m et n sont deux entiers naturels premiers entre eux tels que mn = 2pp’.
De (1) et (2), on tire que /g3 € L ou /g2,/e3 € L, ainsi Qp, = 2.

(ii) Comme e(2p’) = —1, €9 n’est pas un carré dans L. On pose 3 =
u+ vy/2pp’ ol u et v sont deux entiers. Comme e(2pp’) =1, (u — 1)(u+ 1)
= 2pp/v?. On suppose que €3 est un carré dans L. Alors il existe deux entiers
v1 et vy tels que :

{ u+1=2pv? .
/9 ou vivg = V.
uF1l=puvs,
On trouve que £2 = p’v% —2pv% et comme (Z%) = —1, on a une contradiction

et par suite Q, = 1. =

LEMME 8. Soient q1, g2, p des premiers différents tels que p = —q1 =
—q2 =1 (mod4) et L =Q(/q1q2,\/2p). Si e(2p) =1, alors Qr = 2.

Preuve. Soit £1 I'unité fondamentale de Q(,/q1¢2). Comme e(g1g2) = 1,
on vérifie facilement qu’il existe deux nombres rationnels y; et yo tels que

(1) VEL = v + y2v/q.
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Soit €2 'unité fondamentale de Q(v/2p). Comme e(2p) = 1, il existe deux
nombres rationnels ¢1 et to tels que

(2) VE2 = t1V2 + Loy /D

Soit €3 'unité fondamentale de Q(1/2pg1g2). Comme e(2pq1q2) = 1, il existe
deux nombres rationnels v, et vo et deux entiers naturels m et n premiers
entre eux tels que mn = 2pqiqs et

(3) \/5:1)1\/%4-1)2\/5.

De (1)-(3), on tire qu’il existe trois entiers naturels uniques i, j et k tels
que {7,7,k} C{0,1},i+j+k#0et \/8%8%815 € L; par suite, Q, =2. =

LEMME 9. Soient q1, qo, p des premiers différents tels que p = —q1 =
—¢2 =1 (mod4) et L = Q(\/thz, V2p). On suppose que e(2p) = —1.

@) Si (7) (%) = (E)(E) = -1 (F) =1 et (3) = (&), alors Qr = 2.
(i) i (2) =1, [(q%) =—1lou(Z)=-1 [(Z)=-1ou(E)=-1]
et (q21) %+ (q_1)’ alors Qp, = 1.
Preuve. Soit ¢1 et €3 les unités fondamentales respectives de Q(,/q1¢2)

et de Q(v/2pq1q2).

(i) On sait qu’il existe deux nombres rationnels y; et ya tels que

(1) VEL = Y1Va@ + Y2/ %

Soit w un entier naturel sans facteurs carrés tel que NQ( VZpaia) /Q(l +e9) =
wt? o t est un entier naturel. D’apres les tables de [Be-Sn-95], on a w €
{2pq1,2pq2, 1, G2}, par suite il existe deux nombres rationnels u et v tels
que

(2) VE2 = uvw + vy 2p$(h.

De (1) et (2), on tire que \/e1e2 € L et puisque e(2p) = —1, I'unité fonda-
mentale de Q(1/2p) n’est pas un carré dans L et par conséquent Qr = 2.

(ii) D’apres les tables de [Be-Sn-95], on a w € {24142, 2q1, 292, pq1, P2},
par suite il existe deux nombres rationnels u’ et v’ tels que

(3) vV =dVa o \/2]%501("2

De (1) et (3), on tire que \/e1 € L, /2 € L et \/e1ea € Let donc Qr, =1. =

Dans la suite on désigne par m un entier naturel, h(m) (resp. h'(m))
le 2-nombre de classes du corps quadratique Q(y/m) (resp. le nombre de
classes de Q(v/m)) et h(K) (resp. h'(K)) le 2-nombre de classes de K (resp.
le nombre de classes de K). Soit E (resp. E;) le groupe des unités du corps
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K (resp. Q(y/my;)) ou my = 2, ma = d, m3 = 2d et i = 1,2,3. On note
Qx =[E: Hle E;] I'indice des unités de K. Alors, d’apres [Wa-66], on a
R (2)hW' (d)h'(2d

Dans ce paragraphe, on va déterminer les conditions nécessaires et suffisantes
sur d pour que le 2-groupe de classes Cy i de K soit de type (2,2). Alors
dans la suite on suppose que le 2-groupe de classes de K est d’ordre 4 et on
distingue les cas [K*) : K] =2 et K&) = Kél).

3.2. 2-groupe de classes dans le cas ot [K(*) : K] = 2. On suppose que
Co i est d’ordre 4 et [K *) K ] = 2; alors d’apres la théorie des genres, les
formes possibles de d sont :

(I)d=pgoup=—qg=1(mod4).

(II) d=pp' oup=p' =1 (mod4).
(IT) d = pg1g2 ou p = q1 = g2 = —1 (mod 4).
On suppose que K est de type (I).

THEOREME 2. Soient p et q deuz premiers tels que p= —q = 1 (mod 4)
et K = Q(v2,/pq). Alors le 2-groupe de classes de K est de type (2,2) si

D)
et seulement si (5) = —(%) =1.
Preuve. D’apres [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de K est de rang 2 si
et seulement si (%) = 1. Alors, dans ce qui suit, on suppose que ( %) =1.

Si (%) = 1, alors d’apres [Ka-76], on a 4| h(pq) et 4| h(2pq). D’autre part,

d’apres [Az-00], 'indice des unités Qi de K est différent de 1, par suite 8
q q

divise h(K). Ainsi le cas (;) = 1 est a rejeter. Si (5) = —1, alors d’apres
[Ka-76], on a h(pg) = h(2pq) = 2 (mod4). D’autre part d’apres [Kub-56],
on a Qi € {1,2,4} et comme rang(Cs i) = 2, alors 4| h(K) et par suite
Qr =4 et h(K) = 4. Ainsi le théoreme est démontré. m

On suppose que K est de type (II).

THEOREME 3. Soient p et p’ deux premiers différents tels quep =p' =1
(mod4) et K = Q(v/2,v/pp’), alors le 2-groupe de classes de K est de type
(2,2) si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

D) (3)=—(2)=—(8) =1et (), = (-1
i =(2)=—(&)=1,pp =a®+b% a# £1l (mod8) oub Z 0
(mod8) et (%)4(—1)(1”_1)/8 = —(%)4(_1)(17’—1)/8,
; =1, pp =a®+b% a # +1 (mod8) oub # 0
)4(_1)(P—1)/8 = (% 4(_1)(17’—1)/8 = —1 et e(2pp) = —1.
(
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Preuve. On sait, d’apres [Az-Mo-1] que rang(Cs k) = 2 si et seulement
si I'une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) (2) = —(2) =1et (2), = (-1)P-D/5.
(B) (2) = (2) = Let [(2), # (1)@ ou (2), # (~)F=D/].

Dans la suite, on suppose que p et p’ vérifient I'une des conditions précé-
dentes. Puisque l'extension K/Q(+/2pp’) est non ramifiée, h(K) = 4 (mod 8)
implique que h(2pp’) =4 (mod8) ou h(2pp’) = 8 (mod 16).

Supposons que (a) soit vérifiée. Si (I%) = —1, alors d’apres [Ka-76], on a
h(2pp’) = 4 (mod8) et comme K/Q(y/2pp’) est une extension non ramifiée
et rang(Cy ) = 2, d’apres la proposition 6, le 2-groupe de classes de K est

de type (2,2). Si (1%) =1let (1%)4 = (%)4, alors d’apres [Kuc-95], 4| h(pp’).
Si de plus 8| h(2pp’), alors d’aprés la formule (x) citée précédemment, on
trouve que 8|h(K); si h(2pp’) = 4 (mod8), alors d’apres [Az-Mo-1], on a
rang(Co pr) = 3 ot M = Q(/p,v2p'); or M/Q(/2pp’) est une extension
non ramifiée, alors d’apres la proposition 6, on obtient une contradiction. Par
conséquent le cas (1%)4 = (%)4 est a rejeter. Si (1%) =1let (5)4 # (%)4,
alors d’apres la proposition 3, on a e(2pp’) = 1 (car (%)4 = (—1)(1’_1)/8), par
suite, d’apres [Ka-76], h(2pp’) = 4 (mod 8) et d’apres [Kuc-95], h(pp’) = 2
(mod4); alors en utilisant la formule (), on a h(K) = 2Q k. Or rang(Cs )
= 2, alors 4| h(K) et d’apres le lemme 1, on trouve Qx = 2 et h(K) =4
(mod38).

Supposons maintenant que (b) soit vérifiée. Si (5) = 1, alors d’apres
[Ka-76], 8 | h(2pp’) et si e(2pp’) = —1, alors 16 | h(2pp’). On sait que Cy g ~
Z)27 x 7./27 implique h(2pp’) = 4 (mod 8) ou h(2pp’) = 8 (mod 16). Par la
suite on suppose que e(2pp’) = 1; alors 8 | h(2pp’) et Qx = 2 (voir lemme 1),

ainsi 8| h(K) et le cas (Z%) = 1 est a rejeter. Dans la suite on suppose que

(1%) = —1; on pose pp’ = a? 4 b2 ol a et b sont deux entiers naturels. Si

a = +1 (mod8) et b = 0 (mod8), alors d’apres [Ka-76], 8|h(2pp’) et si
e(2pp’) = —1, alors 16 | h(2pp’) ; par suite comme dans le cas ol (z%) =1,
on trouve que h(K) # 4 (mod8) et donc le cas a = £1 (mod8) et b =0
(mod 8) est a rejeter. On suppose que a # 1 (mod8) ou b # 0 (mod8);
alors si (%)4(—1)@_1)/8 = —(%)4(—1)(1’,_1)/8, on a d’apres la proposition 3,
e(2pp’) = —1 et d’apres [Ka-76], on a h(2pp’) = 4 (mod 8). D’apres [Kuc-95],
ona h(pp') = 2 (mod4) ; comme rang(Cy ) = 2, alors Qg = 2 (car Qi # 4,
voir lemme 1) et A(K) = 4 (mod38). Si (%)4(—1)(1’_1)/8 = (1%)4(—1)(1’/_1)/8 =
—1, alors d’apres [Ka-76], on a e(2pp’) = —1 et h(2pp’) = 8 (mod 16). Soit
M = Q(\/p,v2p') ; puisque M/Q(y/2pp) est une extension non ramifiée,
alors d’apres la proposition 4, on a h(K) =4 (mod8) < h(M) =4 (mod8).
D’autre part, d’apres [Kuc-95], on a h(2p') = 2 (mod4) et e(2p’) = 1. Or
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e(2p’) = 1 implique qu’il existe deux nombres rationnels = et y tels que
NG V2 +yv/p' € M et comme les unités fondamentales de Q(,/p) et
de Q(v/2pp’) sont de normes —1, alors Qp; = 1 et h(M) = 4 (mod ), donc
h(K) =4 (mod8). Ainsi le théoreme est démontré. m

On suppose que K est de type (III).

THEOREME 4. Soient p, q1 et qo des premiers différents tels que p =
—q1 = —q2 =1 (mod4) et K = Q(V2, /pqiqz). Alors le 2-groupe de classes

de K est de type (2,2) si et seulement si l'une des conditions suivantes est

vérifiée :
0 (3)= -1, (2) = (2) = 1ot (2) = (&) =
@ G =-1 G = @) =1a B2

N N N

[N INT IN0T 1IN0 1IN0

)
)
(iii)
(iv)
(v) (

Preuve. D’apres [Az-Mo-1], on a rang(Cs i) = 2 si et seulement si 1'une
des conditions suivantes est vérifiée :

(a) (2) = let [(2) = —Tou (2) = —1].
(0) (3) =—let (2)=(2) =1

Dans la suite on suppose que p, ¢1 et g vérifient I'une des conditions pré-
cédentes.
(%)
2
5]

Supposons que (a) soit vérifiée. Si (qﬂl) = =
76], on a 4|h(pqiqz2). De plus, d’apres [Be-Sn-95], 8| h(2pg1q2), par suite
8 divise l'ordre de Cj k. Ainsi le cas C%) = (%) = 1 est & rejeter. Si
((%) = —1 ou bien (q%) = —1, alors, d’apres [Ka-76], on a h(pqiq2) = 2
(mod4). De plus, si (q%) = (q%) = (qﬁl) = ((%) = —1, alors d’apres [Be-
Sn-95], on a 8|h(2pqiq2) et d’apres le lemme 2, Qx = 2, d’ou 8 divise
lordre de Cy . Ainsi, le cas (q%) = (q%) = (;41) = (q%) = —1 est a rejeter.

Si (q%) (q%) = —1 ou bien (qﬂl)(%) = —1, alors, d’apres [Be-Sn-95], on

a h(2pq1q2) = 4 (mod8). D’autre part, d’apreés la théorie des genres, le
2-groupe de classes de Q(v/2pqig2) est de type (2,2) et comme Co g est
de rang 2 et K est une extension quadratique non ramifiée de Q(1/2pp/q),
alors d’apres la proposition 6, on trouve que Ch i est de type (2,2). Par

conséquent, si (%) = 1, alors Cy g est de type (2,2) si et seulement si

() = —vou () = =1], [(&) = ~tou (&) = —1] et [()(3) = -1
o' (@) () =11
Supposons maintenant que (b) soit vérifiée. Si (£) = (&

a1 92
41 h(pqi1g2) et d’apres [Be-Sn-95], on a 8| h(2pqi1¢2). Par suite 8 divise I'ordre

— — — — —
I

I
— =
—~
S
S—

1, alors d’apres [Ka-

—

) = 1, alors
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de Cy k, ainsi le cas (qﬂl) = (q%) = 1 est & rejeter. Si (qﬂl) = —1 ou

bien (q%) = —1, alors d’apres [Be-Sn-95], h(2pqi1q2) = 4 (mod8) et comme
rang(Ca i) = 2 et K/Q(1/2pq1g2) est une extension quadratique non rami-

fiée, d’apres la proposition 6, Cy i est de type (2,2). m

3.3. 2-groupe de classes dans le cas ot K*) = Kél). On suppose que
Cy ¢ est d’ordre 4 et K(*) = Kél). Alors on a [K®) : Q] = 16.

Soient p, p', q, q1, g2, q3 et q4 des premiers impairs. D’apres la théorie
des genres, les formes possibles de d sont :

1) d = qiq2q3 ot ¢1 = g2 = g3 = —1 (mod 4).

2)d=ppgqoup=p =—¢g=1 (mod4).

3) d = pipaps ol p1 = p2 = p3 = 1 (mod 4).

4) d = q142¢3q4 00 q1 = g2 = g3 = g4 = —1 (mod 4).

5)d=ppqrggoup=p =—q = —q2 =1 (mod 4).

Les cas 3), 4) et 5) sont a rejeter. En effet : D’apres la théorie des genres
on a 4| h(d) et 8| h(2d), par suite 8 | h(K). Pour les cas 1) et 2) on a 4| h(d)
et 4| h(2d), par suite h(K) =4 (mod8) si et seulement si h(d) = h(2d) = 4
(mod8) et Qx = 1.

Etude du cas 1). En ce cas, d’apres [Az-Mo-1], Cy k est de rang égal a
2 si et seulement si au plus un élément de {(q%), (q%), (q%)} est égal a 1.
On suppose que (q%) = (q%) = (q%) = —1. Alors d’apres [Be-Le-Sn-98]

on a :
h(q1g2q3) = 4 (mod8) si et seulement si (g—;) (Z_;) = (g—f) (g—z) =—1,
h(2q1g2q3) = 4 (mod8) si et seulement si (g—;) (Z_;) = (g—f) (g—z) =—1.

PROPOSITION 7. Soient q1, g2, q3 des premiers différents tels que q1 =
@ =q3=—1 (mod4) et K = Q(V2, /12q3). Si (q%) = (q%) = (q%) =-1

et (Z—;) (g—;) = (Z—f) (Z—i) = —1, alors Cy i ne peut jamais étre de type (2,2).

Preuve. On a h(q1g2q3) = h(2¢192q3) = 4 (mod8). D’apres le lemme 3,
on a Qg # 1, par suite 8 divise I'ordre de Uy k. Ainsi le résultat. m

On suppose que (q%) = —(q%) = —(qd) = 1. Alors d’apres [Be-Le-Sn-98]
on a :

Il
—_
@]
et
—

h(q1g2q3) = 4 (mod 8) si et seulement si (q—;)

}_n

h(2¢1g2g3) = 4 (mod 8) si et seulement si (—2) =1ou (
Ainsi h(q192¢3) = h(2¢q1¢2¢3) = 4 (mod 8) si et seulement si (—)( )

PROPOSITION 8. Soient q1, g2, q3 des premiers différents tels que q1 =
g2 =q3 = —1 (mod4) et K = Q(V2,\/7132¢3)- Si (q—l) = (qQ) —(ql)
1 et ( )(qg) —1, alors Cy i est de type (2,2).
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Preuve. On a h(q1q2q3) = h(2q1g2q3) = 4 (mod 8). D’apres le lemme 4,
on a Qg = 1, par suite h(K) = 4 (mod8). Puisque Cy i est de rang 2, Cs g
est de type (2,2). =

Etude du cas 2). En ce cas, d’apres [Az-Mo-1], C3 i est de rang égal a

2 si et seulement si (%) = (z%) = —1. On sait d’apres la théorie des genres

que 4| h(pp'q) et 4| h(2pp'q), par suite h(K) = 4 (mod8) si et seulement si
h(pp'q) = h(2pp'q) = 4 (mod8) et Qx = 1. On suppose dans la suite que

(p) = (pl) = —1. D’apres [Be-Sn-95], on a :

h(pp'q) = 4 (mod8) si et seulement si (z%) =—1ou (%) =1,

h(2pp'q) = 4 (mod8) si et seulement si on n’a pas (1%) = (%) = (Z%) = (%)
) prm—

Par conséquent, h(pp'q) = h(2pp'q) = 4 (mod8) si et seulement si (
2
(3)=—tet (B)(%) = -1
PROPOSITION 9. Soient p, p', q des premiers différents tels que p = p/

o ety et s T Si(2) = (2) = —1 et (1) (4) = -1,

alors Cy ¢ est de type (2,2).

BN

Preuve. On a h(pp'q) = h(2pp'q) = 4 (mod8). D’apres le lemme 5,
Qx =1, par suite h(K) = 4 (mod8). Puisque C5 i est de rang 2, C i est
de type (2,2). =

En résumé, on énonce le théoreme qui détermine tous les corps biquadra-
tiques de la forme K = Q(+/2, v/d) ayant un 2-groupe de classes de type (2, 2)
et de corps de genres de degré 4 sur K. On note par p, p’, q, q1, ¢2, q3 des
premiers différents vérifiant p=p' = —¢=—¢1 = —q@2 = —¢q3 = 1 (mod 4).

THEOREME 5. Soient d un entier naturel sans facteurs carrés, K =
Q(V2, \/E), K® le corps de genres de K et Kél) le 2-corps de classes de

Hilbert de K. On suppose que K = Kél). Alors H est de type (2,2) si et
seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

1) d = q1923, (q—l) =1, (q%) = (qls) =1 et (Z_;) (?1_;) — 1,

2)d=pr'q, (3)=(2) =—-1et (4)(%) =-1.

Ezemples numériques : Soient K = Q(\/i, \/3) ou d est un entier naturel
sans facteurs carrés et Cq i le 2-groupe de classes de K. Dans ce qui suit,
on va donner des exemples numériques illustrant chaque cas des théoremes

2,3, 4 et 5.

(1) Soient p =17, ¢ = 3 et d = pq. Ona( )—1et ( )z—l;parsuite,
d’apres le théoreme 2, Cy i est de type (2, 2)

(2) Soient p = 113, ¢ = 19 et d = pg. On a (%) =1let (%) = —1; par
suite, d’apres le théoreme 2, C i est de type (2,2).
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(3) Soient p =113, p’ =5et d=pp’. On a (%) = _(1%) = _(z%) =1let

(%)4 = (—1)P=/8 = 1 par suite, d’aprés le théoréme 3, Cy, i est de type
(2,2).
(4) Soient p =17, p' =73 et d=pp’. On app’ =a® +b> ota =4 #0

(mod8) et b = 35 # £1 (mod8) et (2) = (5) = —(%) = 1. De plus,

(%)4 # (=1)P=1/8 ¢t (1%)4 # (=1)'=1/8 Ainsi, d’apres le théoreme 3,

Cy. i est de type (2,2).
(5) Soient p =41, p' =17 et d=pp’. On a pp’ = a® +b?> ot a = 16 = 0

(mod8) et b = 21 # £1 (mod8) et (2) = (5) = —(%) = 1. De plus,

(%)4 = (=1)P=1/8 ¢t (1%)4 # (=1)@'=1/8 Ainsi, d’aprés le théoreme 3,
Cy. i est de type (2,2).

(6) Soient p =337, p' =37etd=pp’. On a (%) = (1%) = —(I%) =1. De
plus, (%)4 = (-1)P-D/8 =1 et ( )4 #* (%)4. Ainsi, d’apres le théoreme 3,
Co i est de type (2,2).

(7) Soient p =5, ¢ =7, g2 = 47 et ¢ = pqig2. On a (2) = (—1) =—1let
( ) ( ) = 1. Ainsi, d’apres le théoreme 4, Cy i est de type (2,2).

(

8) Soient p = 17, 1 = 7 et g2 = 11. Ona(;):(q%):1et (q%):

(q%) = —1, donc, d’apres le théoreme 4, C5 k est de type (2,2).
(9) Soient q1 =7, ga =3, g3 = 11 et d = q1g2q3. On a (2) = —(2) =
—(ql) 1 et ( ) = —(q—l) = 1. Ainsi, d’apres le théoreme 5, Cs i est de

3 q2 q3

type (2,2).
(10) Soient p = 5, p/ = 13, ¢ = 11 et d = pp'q. On a (g) = 1et
(%/) = (%) = (1%) = —1. Ainsi, d’apres le théoreme 5, Cy g est de type

4. Capitulation des 2-classes d’idéaux de Q(v/2,v/d). Soient
(1)

Q(\/i \/E) ou d est un entier naturel sans facteurs carrés, K5’ le 2-corps
de classes de Hilbert de K, K§2) le 2-corps de classes de Hilbert de K. él) et
K® le corps de genres de K. On suppose que Gal(Kél)/K) ~ 7./27 X 7] 2.
Alors, d’apres la théorie des groupes, K () # K, car sinon le 2-groupe de
classes de K serait cyclique. Dans ce qui suit, on va étudier le probleme de ca-
pitulation des 2-classes d’idéaux de K, en distinguant les cas [K *) K =2

et K*) = Kél).
4.1. Cas ot [K®) : K] = 2. On sait d’aprés les théorémes 2, 3 et 4

déterminer tous les corps K = Q(\/i, \/&) dont le 2-groupe de classes est
de type (2,2) et [K*) : K] = 2. On commence par donner les conditions

nécessaires et suffisantes pour que K. él) =+ K§2).
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4.1.1. Conditions pour que Kél) =+ K§2). On suppose que d remplie les
conditions du théoréeme 2.

THEOREME 6. Soient p, q¢ deux premiers tels que p= —q =1 (mod4)
et K = Q(v/2,Vd). Si (%) = —(—) =1, alors K ;é K ) si et seulement
si (%)4 = (=1)=1/8,

Preuve. Soit L = Q(,/q,v/2p). Alors le 2-groupe de classes de L est
cyclique. En effet, Q(,/q) est de nombre de classes impair et d’apres la
proposition 1, on a rang(Cs) = r — 1 — e ol r est le nombre des pre-
miers de Q(,/g) ramifiés dans L et e est I'entier naturel défini par 2¢ =
[Eo(vg) : Nojotya) (L )NEgg) ot Eg( /) est le groupe des unités de Q(1/q)
et N /7 est l'application norme par rapport & I'extension L/Q(1/q)-

Comme (%) = —1 et 2 se ramifie totalement dans L, on a r = 2 et par suite

rang(Cs 1) = 1 — e. D’autre part, L/Q(y/2p) est une extension quadratique
ramifiée, donc d’apres la théorie des corps de classes h(2p) divise h(L). Or
h(2p) est pair, d’ou le nombre de classes de L est pair. Par suite e = 0 et
rang(Cy 1) = 1.

D’autre part, I’extension K /L est non ramifiée, par suite et d’apres
[Ta-37], Ké ) et L ont le méme 2-corps de classes de Hilbert qui est Ké ).
Ainsi h(Kél)) = 1h(L) et par conséquent on a

KM 2 K o 2| h(KY) o 8| h(L).

Alors on se ramene a calculer la 2-partie du nombre de classes de L.
On a h(q) = 1 et d’apres [Ka-76], h(2pq) = 2 (mod4). On a h(L) =
%h@pq) (2p). Si on suppose que (%) £ (=1)®P=D/8 alors d’apres

~—~

4

[Kuc-95], h(2p) =2 (mod4) et e(2p) = 1. D’autre part, d’apres le lemme 6,
on a @ =4. Ainsi, h(L) =4 (mod 8), par suite Ké ) = KSQ) Si on suppose
que (%)4 = (=1)lr— 1)/8 alors d’apres [Kuc-95], 4| h(2p). On distingue deux
cas :

(i) (%)4 = (—=1)®=1/8 = 1. Alors d’aprés [Kué-95], on a : Si e(2p) = —1,
alors 8 | h(2p

~

et d’apres le lemme 6, on a Q1 = 2 et par conséquent 8 | h(L).
, alors, d’apres le lemme 6, on a Qf = 4 et par conséquent

2
—
o
—
DN
i
SN—
I
—_

(ii) (%)4 = (=1)P=1/8 = 1. Alors d’apres [Kuc-95], on a h(2p) = 4
(mod8) et e(2p) = —1. D’autre part, d’apres le lemme 6, on a Q1 = 2. Par
suite A(L) = 4 (mod8), d’ou Kél) = KSQ). Ainsi le théoréme est démon-

On suppose que d remplie les conditions du théoreme 3.
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PROPOSITION 10. Soient p et p' deux premiers différents tels que p =

p'=1(modd) et K = @(\/5, Vpp'). Alors on a :
* Si (1%) = _(2’) = _(;%) =1et (%)4 = (—1)(p_1)/ , alors K ;zé K, (2)

P
si et seulement si 8|h(2p) ou [Qr = 2 et h(2p) = 4 (mod8)] ou L =
Qv v2p).

° Si (%) = (;% = _(z%) =1 pp’:a2+b2, a # £1 (mod8) oub#0
(mod8) et (%)4(—1 )/8 = —( ), (— P=1/8 = 1, alors Kél) # K§2)
si et seulement si (]%)4 = (-1)@P'-1/8 = 1

«Si(2)=(2)=—(2)=1,p =a®+ 17 a# £1 (mod8) ou b # 0
(mod8), (%)4(—1)(1’_1)/8 = (1%)4(—1)( P18 = 1 et e(2pp') = —1, alors

KV = K.

o Si (1%) = —(1%) =(5) =1 (123)4 = (—1)P-1)/8 ¢ (%)4 # (L), alors
R #* K§2) si et seulement si (%)4 = (—1)(5"_1)/8 =1.

Preuve
* Si (%) = _(;%) = _(I%) =1et (%)4 = (—1)(7”71)/8, alors d’apres
[Ka-76], on a h(2pp') = 4. D’apres [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de L =
Q(V7P',/2p) est cyclique. L’extension K;l) /L est une extension abélienne,
(1)

non ramifiée, donc K, ' et L ont le méme 2-corps de classes de Hilbert qui
est K§2). Par suite, K§2) # Kél) si et seulement si 8 | h(L). D’apres [Ka-76],
h(2pp’) = 4 (mod38), par suite h(L) = Qrh(2p) et on trouve que 8| h(L) si
et seulement si 8 | h(2p) ou [Qr = 2 et h(2p) =4 (mod 8)].

¢ Si (3) = (%) =—(5) =1, p =a+t? a# £l (mod8) ou
b # 0 (mod8) et (%) (-1)P~1)/8 = —(1%)4(—1)(1’/_1)/8, alors d’apres

4
[Ka-76], h(2pp’) = 4 et e(2pp’) = 1. Si on suppose que (%)4 # (=1)P=1)/8,
alors, d’apres [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de L = Q(/p,/2p') est
cyclique et d’apres [Kuc-95], 4| h(2p). Si (1%)4 = (=)@ -D/8 = _1_ alors
d’apres [Kué-95], on a h(2p') = 4 (mod8) et e(2p’) = —1 et d’apres le
lemme 7, on a @ = 1, par suite h(L) = 4 (mod8) et donc Kél) = Kf).
Si (1%)4 = (—1)(7’/*1)/8 = 1, alors d’apres [Ku¢-95], e(2p’) = —1 implique
8| h(2p') et par suite 8 divise h(L), ainsi Kél) # K§2). Si e(2p') = 1, alors
d’apres le lemme 7, on a @1, = 2 et par suite 8| (L) et donc Kél) #* KSQ).

Par conséquent, 8| h(L) si et seulement si (1%)4 = (—1)'-1/8 =1,
* Si (123) = (;%) = _(1%) =1, pp = a®>+ V% a # +1 (mod8) ou

b # 0 (mod8), (2), (-8 = (2) (-1)¥'=D/8 = 1 et e(2pp) = -1,
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alors d’apres [Ka-76], on a h(2pp’) = 8 et d’apres la proposition 4, on a
KM = k(.
L (2) _ 2\ _ _ 2\ _ —-1)/8 '
8 (2) = ~(2) = (2) = L (), = (DR e (2), £ (B),
alors on a h(2pp’) = 4. D’apres [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de L =

Q(VP',v/2p) est cyclique et Kél) + KSQ) si et seulement si 8|h(L); alors
comme précédemment, 8| h(L) si et seulement si (%)4 = (—1)P-D/8 =1,
Ainsi la proposition est démontrée. =

On suppose que d remplie les conditions de I'un des cas du théoreme 4.

THEOREME 7. Soient p, q1 et qo des premiers différents tels que p
—1 = —q2 =1 (mod4) et K =Q(v2, /pq1qz). Alors on a :

o Si K wvérifie les cas (1) ou (ii) du théoréme 4, alors K 75 K(2) st
et seulement si 8| h(2qi1q2) ou [h(2qiq2) = 4 (m0d8) et Qr = 2] ou L =
QP V2¢142)-

e Si K wvérifie les cas (iii) ou (v) du théoréme 4, alors K 7é K iet
seulement si (%)4 = (-1)- 1)/8 =1.

o Si K wérifie le cas (iv) du théoréme 4, alors L = Q(\/2p, \/q142)
b % KSQ) si et seulement si (%)4 = (—1)(1”_1)/8.

t

)

Preuve

e Supposons que K vérifie les cas (i) ou (ii) du théoreme 4. Alors d’apres
[Az-Mo-1], le corps L = Q(,/p, v/2¢1¢2) est de 2-groupe de classes cyclique.
On a Kél) # K§2) si et seulement si 8| h(L). D’autre part, d’apres [Ka-76]
on a h(2pqiq2) = 4 (mod8), par suite h(K) = Qrh(2¢1¢2) et on trouve que
8| h(L) si et seulement si 8| h(2¢1g2) ou [h(2g1g2) =4 (mod8) et Qr = 2].

e Supposons K vérifie les cas (iii) ou (v) du théoréme 4. D’apres [Ka-
76], le 2-groupe de classes de Q(1/2pg1q2) est de type (2,2) et lextension

M = Q(/p,v2q162)/Q(v/2pq1g2) est une extension quadratique non rami-
fiée. D’apres [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de M est de rang 2; or K

est une extension quadratique non ramifiée de Q(1/2pg1¢2) dont le 2-groupe
de classes est de type (2,2), alors d’apres la proposition 6, la troisieme
extension quadratique non ramifiée de Q(1/2pq1¢2) qui n’est autre que L =
Q(v2p, \/21G2) doit avoir un 2-groupe de classes cyclique. On a K;l) =+ Kf)
si et seulement si 8| h(L). Ona h(L) = Qrh(2p). Si (%)4 # (=1)P=1/8 alors
d’apres [Kué-95], on a h(2p) = 2 (mod 4) et d’apres le lemme 8, Q7 = 2, par
suite A(L) = 4 (mod8) et donc Kél) = K§2). Si (%)4 = (—1)-D/8 = 1,
alors d’apreés [Ku¢-95], h(2p) = 4 (mod8) et d’apres le lemme 9, Q1 = 1,
par suite h(L) = 4 (mod 8) et donc Kél) = K§2). Si (%)4 = (-1)-D/8 =1,
alors d’apres [Kuc¢-95], si e(2p) = —1, on a 8| h(2p) et dans ce cas 8| h(L).
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Si e(2p) = 1, alors d’apres le lemme 8, on a Q = 2, par suite 8| h(L) et
donc Kél) #* Kéz).

e On suppose que K vérifie le cas (iv) du théoreme 4. D’apres [Ka-76],
h(2pp’) = 4 (mod8). Comme dans le cas précédent, on vérifie que le 2-
groupe de classes de L = Q(v/2p, \/q1G2) est cyclique. On a Kél) =+ K§2) si
et seulement si 8| h(L). Si (%)4 # (=1)P=1/8 on a h(L) = Qrh(2p); alors
d’apres [Kuc-95], h(2p) = 2 (mod 4) et d’apres le lemme 8, Q1 = 2, par suite
h(L) = 4 (mod8) et donc Kél) = Kf). Si (%)4 = (=1)P=1/8 = _1, alors
d’apres [Kuc-95], h(2p) = 4 (mod 8) et d’apres le lemme 9, Q1 = 2, par suite
8| h(L) et donc Kél) # Kéz). Si (%)4 = (=1)P=1/8 = 1, alors comme dans

le cas précédent, on trouve que Kél) =+ K§2). =

4.1.2. Structure du groupe Gal(K§2)/K). Soit K = Q(v/2,v/d) un corps
biquadratique dont le 2-groupe de classes est de type (2,2) et [K™) : K]
= 2. Dans le cas ott K/Q(v/2d) est non ramifiée (dans ce cas d remplie les
conditions des théoremes 3 et 4), d’apres [Az-Mo-2], le 2-groupe de classes
de Q(V/2d) est de type (2,2?) ou (2,2). Si ce groupe est de type (2,2?), alors
Kél) est le 2-corps de classes de Hilbert de Q(v/2d) et d’aprés la proposi-
tion 4, la suite des 2-corps de classes de Hilbert de Q(v/2d) s’arréte en K. 51) et
donc le groupe Gal(K. 52) /K) est abélien. Si le 2-groupe de classes de Q(v/2d)
est de type (2,2), alors K () est le 2-corps de classes de Hilbert de Q(v/2d)
et on sait d’apres [Az-Mo-2] que le 2-groupe de classes de K ) est cyclique,

par suite K§2) est le 2-corps de classes de Hilbert de K*). Ainsi K§2) est
le deuxiéme 2-corps de classes de Hilbert de Q(v/2d). D’aprés [De-92] et
[Be-Sn-95], on sait déterminer la structure du groupe Gal(KéQ)/Q(\/ﬁ)) et
comme Gal(Kéz)/K) est un sous-groupe d’indice 2 dans Gal(KéQ)/Q(\/ﬂ)),
le groupe Gal(Kf)/ K) est bien déterminé.

En utilisant [De-92] et [Be-Sn-95], on retrouve les deux théoremes sui-
vants :

THEOREME 8. Soient p et p’ deux premiers différents tels quep =p' =1
(mod4), K = Q(v/2,vpp) et G = Gal(KéQ)/K). Alors on a :

o Si K vérifie le cas (1) du théoréme 3 et Kél) # Kéz), alors G est diédral
sie(2p) =1 ou [e(2p) = —1 et Qr = 1], sinon G est quaternionique.

o Si K wvérifie le cas (ii) du théoréme 3 et Kél) # K§2), alors G est
diédral.

o Si K wvérifie le cas (iii) du théoréme 3, alors G est abélien.

o Si K wérifie le cas (iv) du théoréme 3 et Kél) # K§2), alors G est
diédral si e(2p) = —1, sinon G est quaternionique.
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Preuve. Supposons que K vérifie le cas (i) du théoréeme 3. D’apres
[Ka-76], on a h(2pp’) = 4 (mod8). Si Kél) # KSQ), alors d’apres [De-92],
Gal(KéQ)/Q(\/W)) est diédral si e(2p) = 1 ou [e(2p) = —1 et Qp = 1],
sinon Gal(KéQ) /Q(v/2pp’)) est quaternionique. Comme G est un sous-groupe
d’indice 2 dans Gal(Kéz)/Q(\/W), on a le résultat.

Pour les cas (ii) et (iv) du théoréme 3, d’aprés [Ka-76] on a h(2pp’) = 4
(mod8). Alors de méme comme dans le cas (i) du théoreme 3, en utilisant
[De-92], on trouve le résultat.

Pour le cas (iii) du théoreme 3, d’apres [Ka-76] on a h(2pp’) = 8 (mod 16)
et dans ce cas la tour des 2-corps de classes de Hilbert de Q(+/2pp’) s’arrete
en Kél). Par conséquent, le groupe G est abélien. =

Dans le théoreme qui suit on désigne par u l'entier naturel sans fac-
teurs carrés défini par ./\/Q( o) /Q(l + E2q1gs) = UN? 0O £24,4, st I'unité
fondamentale de Q(1/2¢1g2) et n un entier naturel.

THEOREME 9. Soient p, q1 et qo des premiers différents tels que p =
—q1 = —q2 = 1 (mod4), K = Q(v2, /pPqiq2) et G = Gal(Kg)/K). Alors
on a:

o Si K wérifie le cas (i) du théoréme 4 et Kél) # Kéz), alors G est
quaternionique si u = 2, sinon G est diédral.

e Si K wvérifie le cas (ii) du théoréme 4 et Kél) # K§2), alors G est
quaternionique si u € {2q1,2q2}, sinon G est diédral.

e Si K wérifie le cas (iil) du théoréme 4 et Kél) # K§2), alors G est
diédral.

e Si K wérifie le cas (iv) du théoréme 4 et Kél) # K§2), alors G est
quaternionique si e(2p) = —1, sinon G est diédral.

o K vérifie le cas (v) du théoréme 4 et Kél) # K§2), alors G est diédral.

Preuve. Supposons que K vérifie le cas (i) du théoréme 4. Alors d’apres
[Be-Sn-95], on a h(2pqiq2) = 4 (mod8). Si Kél) # Kéz), alors d’apres
[Be-Sn-95], Gal(Kf)/Q(\/m)) est semi-diédral si u = 2, et diédral sinon.
De plus, G est quaternionique si u = 2, et diédral sinon. Pour les autres

cas du théoreme 4, on a toujours h(2pgiq2) = 4 (mod8), alors en utilisant
[Be-Sn-95], on trouve le résultat. m

Dans ce qui suit, on va étudier le probleme de capitulation des 2-classes
d’idéaux de K = Q(V/2, VPq) o p = —q = 1 (mod4) et (%) = —(%) = 1.
D’apres [Ka-76], on a h(pq) = h(2pq) = 2 (mod4), par suite les méthodes
utilisées dans les cas précédents pour déterminer la structure du groupe

Gal(KéQ)/ K) ne sont pas valables dans ce cas.
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Dans la suite, on va déterminer les classes engendrant le 2-groupe de
classes de K. On note par Oy 'anneau des entiers d'un corps M.

Comme (%) =1,0n a pOQ( V2) = P1Po ou Py et Py sont deux idéaux
premiers différents de Q(v/2). De plus, pour i € {1,2} on a P;Ox = Y o
Y, est un idéal premier de K.

PROPOSITION 11. Awec les mémes notations, si Kél) #* K§2), alors le

2-groupe de classes de K est engendré par les classes d’idéaux de Yy et
de Ys.

Preuve. On sait que le nombre de classes de Q(v/2) est égal & 1. Comme
P et Py sont deux idéaux premiers de Q(1/2), ils sont principaux. Or pour
i € {1,2} on a P;,Ox = Y, donc les classes [Y7] et [Ya] sont des 2-classes
de K. Montrons que Y7 n’est pas principal.

On vérifie facilement que Y; reste inerte dans K*) = Q(v/2, VP /D)
alors d’aprés la loi de réciprocité d’Artin appliquée & l'extension K *) /K,
I’idéal Y7 n’est pas principal. Montrons que Y;Y5 n’est pas principal.

On a NK/Q(\/Q)(YlYg) = PPy = pOQ(ﬁ). Si Y1Y5 est principal, alors il
existe une unité u de Q(v/2) tel que pu est norme dans I'extension K/Q(v/2).
Cela est impossible. En effet, en utilisant le symbole du reste normique, on
sait que pu est norme dans K/Q(v/2) si et seulement si (%) = 1 pour
tout premier Q@ de Q(+/2) ramifié dans K (voir [Az-Mo-1]). D’autre part,
I'idéal premier P; de Q(v/2) se ramifie dans K et on a

()= (52)=(5) =
(5)-(50) (50 - (5)

Dans [Az-Mo-1], on démontre que

(5)- ()

Comme Kél) + K§2), d’apres la proposition 10 on a (%)4 = (—=1)P-D/8 =1,
par suite (5723—1’?) = 1 et donc (5%3%) = 1. Ainsi I'unité u de Q(v/2) vérifie
(%£1) = 1. De plus,

-6

D’ou (%’f‘]) = —1, par conséquent on a une contradiction. Ainsi Y1Y5 n’est
pas principal et la proposition est démontrée. =

et
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Dans la suite, on va déterminer les 2-classes de K qui capitulent dans
K®).

On sait que Y; et Y5 restent inertes dans K®), donc Y1Opw = Q1 et
Y20 ) = Q2 out Q1 et Qg sont deux idéaux premiers de K *). D’autre part
onapOr = Q%o L = Q(v/4,v2p) et Q est un idéal premier de L, par
suite QO () = Y1Yo.

PROPOSITION 12. Awec les mémes notations, les idéaux premiers Q1 et
Qo sont principaux si et seulement si I’idéal premier Q est principal.

Preuve. On sait que si Qp est principal, alors Q = NK(*>/L(Q1) est
principal.

Inversement, si I’idéal premier Q est principal, on raisonne comme suit.
On sait que le 2-groupe de classes de L est cyclique et K*) et L ont le
méme 2-corps de classes de Hilbert qui est K§2). D’autre part, d’apres la
théorie des corps de classes de Hilbert, le noyau de ’application d’Artin dans
I’'extension K. 52) /L est réduit au groupe des idéaux fractionnaires principaux
de L. Comme l'idéal premier Q est principal, @ se décompose complete-
ment dans KéQ), par suite les idéaux premiers Qp et Qs se décomposent

complétement dans K§2). Comme K§2) est le 2-corps de classes de Hilbert

de K™ le noyau de l'application d’Artin dans 'extension KéQ)/K(*) est
réduit au groupe des idéaux fractionnaires principaux de K®). Ainsi Q; et
O, sont principaux et la proposition est démontrée. m

THEOREME 10. Soient p et q deuz premiers tels que p = —q = 1 (mod 4),

(%) = _(%) =let K= @(\/5, \/ZTQ) Si Kél) #* KéQ), alors toutes les 2-

classes de K capitulent dans K. Par suite, le groupe G = Gal(KéQ)/K)
est diédral.

Preuve. Le 2-groupe de classes de K est engendré par les classes d’idéaux
[Y%])et [Y2] définis dans la proposition 11. Montrons que Y1Y> capitule dans
K™,

On a pOq(/z5q) = P? ot P est un idéal premier de Q(/2pq), par suite
POk = Y1Ys. Ainsi, il existe deux 2-classes ambigues de K relativement &
Q(+v/2pq), la classe triviale et la classe [Y;Y5]. Comme K /Q(y/2pq) est une
extension abélienne et K*)/K est une extension non ramifiée, K ) est le
2-corps de genres relatif & Uextension K/Q(1/2pq). D’apres [Te-71], toutes
les 2-classes ambigues de K ) /Q(y/2pq) capitulent dans K *). Ainsi la classe
[Y1Y5] capitule dans K ). Montrons que Y; capitule dans K ),

On sait que Y1Op ) = Q1 ol Q1 est un idéal premier de K® et que
pOr, = Q% ot Q est un idéal premier de L. D’apres la proposition 12,
Y, capitule dans K™ si et seulement si Q est principal. Montrons que Q
est principal. Soit € I'unité fondamentale de Q(,/gq). Alors il existe deux
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nombres rationnels y; et ya tels que (/25 = 11V2 + y21/2q. De plus, pOp, =
(vVPve)?etOr = Q* Comme ,/p,/zq est un entier de L, I'idéal Q est
principal, par suite I'idéal Qp est principal. Ainsi, toutes les 2-classes de K
capitulent dans K*). Comme Kél) % KéQ), d’apres le théoreme 1 le groupe
Gal(K$? /K) est diédral. m

4.2. Capitulation des 2-classes d’idéauz de K = Q(v/2,V/d) ou K =
Kél). On suppose que le 2-groupe de classes de K est de type (2,2) et
que K = Kél). On va étudier le probleme de capitulation des 2-classes

d’idéaux de K dans les sous-extensions propres de Kél)/ K.
D’apres le théoreme 5, le 2-groupe de classes de K est de type (2,2) si
et seulement si d vérifie I'un des deux cas suivants :

Cas1:d=qiaq3 ot 1 = @2 = g3 = —1 (mod4), (Z) = —(3) =
~(2) - 1et (2)(E) =1
Cas2:d=ppgoup=p = —q=1 (modd), (1%) = (1%) = —1et

(3)(3) = -1

Dans la suite, on désigne par :

e ii(m) la 2-partie du nombre de classes du corps quadratique Q(y/m),

e h(M) la 2-partie du nombre de classes du corps M,

e Ker(¢p/g) le noyau de I'application d’Artin dans I'extension abélienne,
non ramifiée E/S,

e Oy Panneau des entiers du corps M,

e L.R.A. la loi de réciprocité d’Artin.

Dans la suite, on va étudier le probleme de capitulation des 2-classes
d’idéaux de K dans les cas 1 et 2.

4.2.1. Capitulation des 2-classes d’idéaur de K = Q(v/2, V4192G3)- On
suppose que K = Q(v/2, V/4192G3) o q1, g2 et g3 sont des premiers vérifiant
les conditions du cas 1. Les trois extensions quadratiques de K contenues
dans Kél) sont K1 = Q(V/2, Va1 /3203), Ko = Q(V2, V@2, /q1q3) et K3 =
Q(V2, V@3, +/41Gz2)- On sait que 2 se ramifie totalement dans K, donc 20k =
P* ot P est un idéal premier de K. De plus, ¢10x = P?P3 ou P; et Py
sont deux idéaux premiers différents de K. Dans la suite, on suppose que
(B)=—1let (Z)=1

PROPOSITION 13. Avwec les notations précédentes, le 2-groupe de classes
de K est engendré par les classes [P] et [P1].

Preuve. Montrons que P n’est pas principal. Comme (q%) =1et (q%) =
—1, I'idéal premier P est inerte dans K3/K. Or extension K3/K est abé-
lienne et non ramifiée, donc, d’aprés L.R.A. appliquée a K3/K, P n’est
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pas principal. De plus, la classe [P] est une 2-classe, car P* est principal.
Montrons que P; n’est pas principal.

On sait que (g—;) = —(g—;) =1, donc P; est inerte dans K3/K. De méme
en appliquant L.R.A. & extension K3/K, on trouve que P; n’est pas prin-

cipal. De plus, la classe de P; est une 2-classe. En effet, comme (q%) =1,
q1 se décompose compleétement dans Q(v/2). On pose quQ( V2) = Y1Ys5 ou

Y] et Ys sont deux idéaux premiers différents de Q(v/2). Puisque le nom-
bre de classes de Q(\/i) est égal a 1, Y7 et Y5 sont principaux. De plus,
Y10k = P2, par conséquent la classe de P; est une 2-classe non triviale de
K. Montrons que PP; n’est pas principal. Comme (q%) = (q%) =-1,7P

se décompose completement dans K. D’autre part, (g—;) (Z—;) = —1, donc

P1 est inerte dans K. Si PPy est principal, alors d’apres L.R.A. appliquée

a l'extension K7/K, on trouve que PPy € Ker(¢g, /i), ce qui est impos-
sible. m

THEOREME 11. Soient q1, g2, q3 des premiers différents tels que ¢ =
g2 = q3 = —1 (mod4) et K = Q(v2,/7142¢3). Si Gal(Kél)/K) ~ 7./27 X
727, alors le groupe Gal(K§2)/K) est abélien.

Preuve. D’apres [Az-Mo-1], le nombre de classes de L = Q(v/2, V/q1) est
impair. Comme 2 se ramifie totalement dans L, on a 20, = Q% ot Q est un
idéal premier de L. Par suite, Q est principal. De plus, QOk, = POk,, par
conséquent P capitule dans K;.

D’autre part, (q%) = 1, donc 101 = Q%Q% ou Q1 et Qs sont deux
idéaux premiers différents de L. Comme dans la proposition 13, on vérifie
que les classes [Q1] et [Qa] sont des 2-classes de L, donc elles sont triviales.
Ainsi Qp et Qy sont principaux. D’ou @10k, = P10k, est principal. Par
conséquent toutes les 2-classes de K capitulent dans K. Pour montrer que
Gal(KéQ) /K) est abélien, il suffit de montrer que toutes les 2-classes de K
capitulent dans K3 (voir théoréme 1). Montrons que P capitule dans K.
D’aprés [Az-Mo-1], le rang du 2-groupe de classes de L' = Q(v/2, V@3) est
égal 2 0; donc de la méme facon que dans le cas précédent, on vérifie que P
capitule dans Kj.

Montrons que P; capitule dans K3. D’apres [Az-Mo-1], le nombre de
classes de L" = Q(v/2,,/q1¢2) est impair. D’autre part, (q%) = 1, donc
@O = B2B2 ot By et By sont deux idéaux premiers différents de L.
Comme dans la proposition 13, on vérifie que les classes [B1] et [Bz] sont des
2-classes. Or (g—;) =1, donc By est inerte dans K3/L". D’ou B1Ok, = P10k,
est principal. Par suite, P capitule dans K3. Par conséquent, toutes les 2-
classes de K capitulent dans K3. Ainsi le théoréeme est démontré. m
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4.2.2. Capitulation des 2-classes d’idéauz de K = Q(v/2,v/pp'q). On
suppose que K = Q(v/2, /pp'q) vérifie les conditions du cas 2. Les trois ex-
tensions quadratiques de K contenues dans K 51) sont K1 :Q(\/i V4, Vor'),
Ky = Q(V2, /b, Var') et K3 = Q(v2,v/P,/qp). On va étudier le probleme
de capitulation des 2-classes d’idéaux de K dans les extensions K1 /K, Ko/ K
et K3 / K.

On note par €2, €, et €2, les unités fondamentales réspectives de Q( V2),
Q(v/p) et Q(v2p).

On sait que le nombre de classes de M = Q(v/2,/p) est impair. De
plus, h(2p) = 2 (mod4), h(2) =1 et h(p) est impair. En utilisant la formule
de (x) (page 37), on trouve que l'indice des unités Qas de M est égal a 2.
Par conséquent et d’apres les systémes fondamentales donnés dans [Kur-43],
{€2,€p, \/E28pEap} est un systéme fondamental des unités de M.

Dans toute la suite on suppose que (%) =1cet (z%) = —1. Comme

(%) =1, on a qOq( 5 = Q19 ot Q) et Qy sont deux idéaux premiers
différents de Q(,/p). Si (%) = —1, alors Q|0 = Q1 et QL0 = Q2 ou QO
et Qs sont deux idéaux premiers de M. Si (1%) = 1, alors p'Og VP = PP, ol
P} et Py sont deux idéaux premiers différents de Q(,/p). De plus, ( z%) =-1,
donc P{Oyr = Py et PLOpr = P2 out Py et Ps sont deux idéaux premiers de
M. Si (&) = -1, alors (%) = 1, par suite p'Oq( /25 = BiB3 ou B et By

p/
sont deux premiers différents de Q(1/2p). De plus, on pose B{Oyr = By et
BLON = Bg ot By et By sont deux idéaux premiers de M. Comme (%) = -1,

on a 20y, = P? ol P est un idéal premier de M et on pose 20@(\/17) =P ou

P’ est un idéal premier de Q(,/p). On conclut ainsi que si (%) = —1, alors
les premiers de M qui se ramifient dans K5 sont :

Q1,Q5,P1, Pyt P si (g) =1,
Q1,Q99,B1,Ba et P si (5) = —1.

PROPOSITION 14. Sous les hypothéses de ce paragraphe, on a toujours
KD 4 g2
o Ky

Preuve. On montre que le 2-groupe de classes de K9 n’est pas cyclique.
On sait que le nombre de classes du corps M est impair. Soit Cy g, le
2-groupe de classes de Ky. D’apres la proposition 1, on a rang(Cs k,) =
r —1—e, ou r est le nombre des premiers de M ramifiés dans Ky et e
Pentier défini par 2¢ = [Eyr : N, /n(K3) N En], olt Epy est le groupe des
unités de M. De plus, {e2, &, /E2EpE2p } est un systeme fondamental d unités
de M. La détermination de l’entier e revient & chercher quand est ce que

les éléments te5'e’2, EagpEa,™ ot {i1,iz,i3} C {0,1} sont des normes ou
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non dans l'extension Ky/M. Par suite, 'entier e est compris entre 0 et 4.
En utilisant les propriétés du symbole du reste normique, on distingue deux
cas :

(i) (%) = 1. Comme (1%) = 1, le nombre 7 des premiers de M ramifiés

dans K est égal a 7. Ainsi rang(Cs g,) = 6 — e et comme e < 4, le 2-groupe
de classes de K9 n’est pas cyclique.

(ii) (%) = —1. On a r = 5, par suite rang(Cog,) =r—1—e=4—e.
Montrons que —1 est norme dans 'extension Ko/M. On sait que Ky =
M(\/P'q) et pour i € {1,2}, d’apres la proposition 2,

<—1,p’q) _ (NM/Q(\/ﬁ)(—l)aP,q> _ <1,p’Q> —1
Qi Q; Qi '
<—1,p’q> _ (Lp’q) _

P P ’

-1,p'q (P
< P, > =1 si (17 =1,
—-1,p'q (D

Par conséquent, —1 est norme dans l'extension Ko/M, d’ou e # 4 et par

suite e < 3. On a e = 3 si et seulement si pour tout {i1,i,i3} C {0,1},
81216;2, /E2€pEap'® Mest pas norme dans 'extension Ko /M. Montrons que Ep

est norme dans ’extension Ky /M.
D’apres la proposition 2, pour i € {1,2} on a

<€p7p’q> _ <NM/@(\/17)(51))7PIQ> _ (8?,,1?’61) _,
Qi Q; Q]

e P'q\ 612;717,(1 B
P P
De plus on a

6p7p,q — NM/Q(\/ﬁ) (5p),p,q = 612,,])/(1 =1 si 2 =1
P; P; Pi P ’

e P _ (Mo (&) Pa\ _ (Lo _ si(2)=_1
B; B B i '

Par conséquent, €, est norme dans l'extension Ky/M. Ainsi, on a e < 3,
d’on rang(Csa k,) > 1 et le 2-groupe de classes de K3 n’est pas cyclique.

Donc, Kél) #* Kéz). .

De méme

eton a:

et de méme
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Dans la suite, pour étudier le probleme de capitulation des 2-classes
d’idéaux de K, on distingue deux cas.

CAs1: (%) =1. On pose 20k = P*, Ok = Q%Q% ou P, Q1 et Qs sont
des premiers différents de K.

PROPOSITION 15. Si (%) = 1, alors le 2-groupe de classes de K est

engendré par les classes [P] et [Q1].

Preuve. On sait que P est inerte dans Ko /K et que 'extension Ky /K est
abélienne, non ramifiée. Alors d’apres la L.R.A. appliquée a cette extension,
on trouve que P n’est pas principal. Comme P? est principal, la classe
[P] est une 2-classe non triviale de K. D’autre part, Q; reste inerte dans
Ki/K, alors comme pour P, I'idéal Q; n’est pas principal. De plus, ¢ se
décompose dans Q(v/2), qui est de nombre de classes égal & 1, donc 0?
est principal. Ainsi [Q;] est une 2-classe non triviale de K. Comme Q3
est inerte dans K;/K et P se décompose dans K;/K, d’apres la L.R.A.
appliquée a 'extension K1/K, on trouve que Q1P n’est pas principal. Ainsi
la proposition est démontrée. m

/

THEOREME 12. Soient p, p', q des premiers différents tels que p = p
—q =1 (mod4) et K = Q(v2,vpp'q). Si (2) = —(3) = —(3) =1

(f—,) = _(z%) =1, alors le groupe Gal(KéQ)/K) est diédral.

)
~

Preuve. On pose L = Q(v/2,,/q). D’apres [Az-Mo-1], le nombre de
classes de L est impair. De plus, 2 se ramifie totalement dans L, donc
201, = Y* ot Y est un idéal premier principal de L. Comme YO, = POk,
P capitule dans K7. D’autre part, (%) =1, donc qOp, = yfyg ou Vi et Vo
sont deux idéaux premiers principaux de L. Comme YOk, = 910k,, 91
capitule dans Ki. Ainsi toutes les 2-classes de K capitulent dans K et

comme Kél) # K§2) le théoreme 1 montre que Gal(KéQ)/K) est diédral. m

COROLLAIRE 1. Le 2-groupe de classes de K1 est cyclique, tandis que
les 2-groupes de classes de Ko et de K3 ne sont pas cycliques.

Preuve. Comme toutes les 2-classes de K capitulent dans K7, le 2-groupe

de classes de K est cyclique. Comme K§2) # Kél) le théoreme 4(i) montre
que les 2-groupes de classes de K3 et de K3 ne sont pas cycliques. =

CAs 2 : (%) = —1. On a 20k = P* ou P est un idéal premier non

principal de K (car P est inerte dans K» et K3/K n’est pas ramifiée).

PROPOSITION 16. Awec les notations précédentes, le 2-groupe de classes
de Ky est cyclique et le groupe Gal(KéQ)/K) est diédral ou quaternionique.

Preuve. On sait que P n’est pas principal et se décompose dans Kj.
Comme dans la preuve du théoreme 11, on montre que P capitule dans
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K7, par suite K7 est de type (A). Donc, d’apres le théoréme 1, le 2-groupe

de classes de K; est cyclique. De plus, d’apres la proposition 14, K§2) #+

Kél), donc d’apres le théoréeme 1, le groupe Gal(Kéz) /K) est diédral ou
quaternionique. =

REMARQUE 1. Les 2-groupes de classes de Ko et de K3 me sont pas
cycliques.

Preuve. D’apres la preuve de la proposition 14, le 2-groupe de classes de
K5 n’est pas cyclique et puisque le 2-groupe de classes de K est cyclique, la
proposition 6 montre que le 2-groupe de classes de K3 n’est pas cyclique. =

PROPOSITION 17. Soient p, p' et q des premiers différents tels que p =
p = —q¢ = 1 (mod4d) et K = Q(/2,Vpp'q). Si (%) = (z) = —1 et

p/
2) (%) = —1, alors 2h(pp') | |Gal(K{? / K)].

Preuve. Soit K1 = Q(v2,/pp/, /q). D’apres le corollaire 1 et la propo-
sition 16, le 2-groupe de classes de K est cyclique et par suite K§2) est
son 2-corps de classes de Hilbert. D’autre part, 2 se ramifie totalement
dans Q(v/2, V@) et ne se ramifie pas dans Q(v/pp’). Par suite, il existe
un premier de Q(v/pp’) qui se ramifie totalement dans K; et d’apres la
théorie des corps de classes on a h(pp’)|h(K1) (voir [Ja-73, p. 195]). Or

Gal(K{Y /K| = [KY : K] = 2h(K7), d'on le résultat.

Dans la suite, pour résoudre le probleme de capitulation dans le cas ou
(%) = —1, on aura besoin d’autres corps biquadratiques, & savoir les corps

E=Q(vg,v2pp) et S = Q(V2p', /D).

PROPOSITION 18. Soient p, p

et q des premiers différents tels que p =

p = —q¢ = 1 (mod4), (%) = (1%) = —1 et (%) = —(1%) =1let FE =
Q(/a, V2pp'). Alors le 2-groupe de classes de E est de type (2,2).

Preuve. On sait d’apres [Kuc-95] et [Be-Sn-95] que h(2pp’) = 4 (mod 8)

et h(2pp'q) = 4 (mod ). Soit 1, &2 et £3 les unités fondamentales respectives

des corps Q(\/q), Q(v/2pp’) et Q(v/2pp’q). On a e(2pp’) = —1, par suite e;
n’est pas un carré dans F et il existe deux nombres rationnels x et y tels
que

(1) N N

D’autre part, d’apres la preuve du lemme 5, il existe deux nombres rationnels
t1 et to et deux entiers naturels m et n premiers entre eux tels que

(2) VEs =tivm+tay/n  oum € {p,2p'} et mn = 2pp'q.
De (1) et (2), on tire que les unités £1,e2 et €162 ne sont pas des carrés
dans E, par suite Qr = 1 et donc h(E) = 4 (mod8). D’autre part, Kél)/E
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ol Kél) = Q(V2, /D, VP, \/q) est une extension abélienne non ramifiée de
degré 4, donc le 2-groupe de classes de E est de type (2,2). =

)

Le corps Kél est aussi le 2-corps de classes de Hilbert du corps E

et les trois extensions quadratiques de E contenues dans Kél) sont K| =

Q2. v, vpp), B1 = Q(yp. /3, V2P et B2 = Q(V7, /7, v/2p).

THEOREME 13. On garde les notations et hypothéses de la proposition
précédente. Soient Kél) le 2-corps de classes de Hilbert de K et Kéz) le 2-
corps de classes de Hilbert de Kél). Si (ﬁ) = —1, alors le 2-groupe de classes

de E4 est cyclique. De plus, Gal(K§2)/K) ~ D3 et Gal(Kém/E) ~ Q3.

Preuve. On sait que le 2-groupe de classes de K7 est cyclique. On veut
montrer que le 2-groupe de classes de E; est cyclique.

On pose M = Q(,/q, /p). D’apres [Az-Mo-1], le nombre de classes de M
est impair. On note Cy g, le 2-groupe de classes de Ej. On a rang(Cs g, ) =
r—1—e our et e sont les entiers naturels définies relativement a ’extension
Ey/M (voir proposition 1). Comme (%) = (1%) = —1, on a r = 3, ainsi
rang(Co p,) =r — 1 —e = 2 — e. Montrons que e # 0, c’est-a-dire il existe
une unité de M qui n’est pas norme dans l’extension Ej/M. Soit € = = +
y,/qp 1'unité fondamentale de Q(,/gp). On 2sait que e(pg) = 1, par suite

(r — 1)(z + 1) = pgy?. Comme (%) = —(5) = 1, il existe deux entiers
naturels y; et yo tels que
{w —l=2yt
ol =y.
1= 2py§, Yiy2 =y

Alors, on trouve que /e = \/qy1 +/Py2 € M. Par conséquent, il existe un
élément u € Q(/pq) tel que € = qu? on u = y1 + (y2/q9)/DG-
D’autre part, on pose p'Oy = P1Py oul P; et Py sont deux idéaux
P q

premiers différents de M. Comme (17) = (17) = —1, p' se décompose dans

Q(y/pq). Par suite, p'Oq(, g = PPy ot Pj et Py sont deux idéaux premiers
de Q(\/pq) et P;Op = Py et PoOpr = Po. Alors d’apres la proposition 2,
on a

Ve r'a) _ (Nuwowm (Ve Pa\  (—epq) _ (—au’pq
P P Pl Pl

_(—ePa\ _ (PN _(a)\_ _,
P P v '

Par suite, /¢ n’est pas norme dans l’extension E1/M. D’ou e # 0 et puisque

. 1 - o .
I’extension Ké )/ E1 est abélienne, non ramifiée, on a e = 1, ce qui donne la
premiere partie du théoreme.
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La proposition 5 implique que Gal(KéQ) /E) est abélien ou isomorphe
a Q3. Comme Kél) #* K§2), Gal(KéQ)/E) est isomorphe a Q3. De plus, les
2-groupes de classes de Ky et de K3 ne sont pas cycliques, donc, d’apres la
proposition 5, Gal(KéQ)/K) ~D3. u

On pose 20 = B? o B est un idéal premier de E = Q(v/aq,V2pp’) et
qOp = B%B% ou B; et By sont deux idéaux premiers différents de E.

PROPOSITION 19. Soit E = Q(\/q,/2pp’) ot p,p’ et q sont des premiers
différents tels que p = p' = —qg = 1 (mod4), (%) = (z%) =—1cet (%) =

—(ﬁ) =1.5 (%) = —1, alors le 2-groupe de classes de E est engendré par

les classes [B] et [BY] ou l est la partie impaire du nombre de classes de E.
Preuve. La démonstration est la méme que celle de la proposition 15.
Le nombre [ intérvient pour que [B}] soit une 2-classe de F. m

On suppose que (1%) = 1. Dans tout ce qui suit on suppose que

@)= =)= G)=(G)=() =~

PROPOSITION 20. Soient E = Q(,/q,v/2pp’) ol p,p’ et q sont des pre-

miers différents tels que p = p' = —q¢ = 1 (mod4), (%) = (z%) = —1 et
() = —(%) =1, By = Q(/G, vb, V) et By = Q(/7, VP, v2p). Si
(%) =—1et (1%) =1, alors les 2-groupes de classes de E1 et de Eo ne sont

pas cycliques et le groupe Gal(KéQ)/E) est diédral ou quaternionique.

Preuve. Le nombre des premiers de M = Q(,/p, \/q) ramifiés dans E;
est r = 3. Soit Cy g, le 2-groupe de classes de Ej. Alors rang(Cop,) =
r—1—e=2—e. Soit &, I'unité fondamentale de Q(v/m). Alors /2, € M
(voir preuve du théoreme 13). Comme ¢, et £, ne sont pas des carrés dans
M, {ep, eq, \/%} est un systeme fondamental des unités de M. D’autre part,
—1,ep,eq et \/Epqg sont des normes dans l'extension Ey /M. En effet, on pose
20y = Q7 on Q est un idéal premier de M, p/Og /) = PiPy o Py et
P, sont deux idéaux premiers différents de Q(,/p). De plus, P{Oyr = P et
P40 = Pa out Py et Py sont deux idéaux premiers de M. Alors les premiers
de M qui se ramifient dans Ey = M (1/2p/) sont Q, Py et Ps.

Pour i € {1,2}, on a

1,29\ (Nwjawm(-1):20"\ (1,20 e (RN g
Po) P! P ) Q )

Par conséquent, —1 est norme dans 'extension Ej/M. Aussi,

20\ _ (M (@) 2\ _ (52 _ (@)
P ) P! P ) Q )
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Par conséquent ¢, est norme dans l’extension Eq /M. De plus,

e, 20\ (Nujaym(Ea): 20"\ (1,20 e €, 20"\ _
P) P! P ) Q )

Par conséquent ¢, est norme dans I’extension E;/M. Finalement,

Ve 20\ (Nwawm (VEra) 20"\ (£1,207 £\
P; N PZ( B ’[)1( - 1% -

et

Q

Par conséquent /g5, est norme dans I'extension Fy/M.

Ainsi e = 0 et donc le 2-groupe de classes de E; n’est pas cyclique. On
sait que K est une extension quadratique non ramifiée de F¥ dont le 2-groupe
de classes est cyclique (voir proposition 16). Alors d’apres la proposition 6,
le 2-groupe de classes de Fs n’est pas cyclique. Ainsi on a la premiere partie
de la proposition.

(Y

Montrons que Gal(KéQ) /E) est diédral ou quaternionique. L’idéal B se
décompose dans Ki. De plus, le corps L = Q(\/Z V/q) est de nombre de
classes impair. Si on pose 207, = Y* o1 Y est un idéal premier de L, alors
YOk, = BOg, est principal. D’ou B capitule dans K; et donc K; est de
type (A). Donc, d’apres le théoreme 1, le groupe Gal(K§2)/E) est diédral
ou quaternionique. m

PROPOSITION 21. Soit S = Q(v/2p', \/pq) ot p,p’ et q sont des premiers
différents tels que p = p' = —qg = 1 (mod4), (%) = (z%) =—1cet (%) =

—(ﬁ) =1.8i (5) =1, alors le 2-groupe de classes de S est de type (2,2).

Preuve. On sait d’apres [Be-Sn-95] que h(2pp'q) = 4 (mod 8) et d’apres
[Ka-76], on a h(pg) = 2 (mod4), de plus d’apreés [Kué-95], h(2p') = 2
(mod 4). Soit €1, €2 et €3 les unités fondamentales réspectives de Q(/2p'),
Q(v/pPq) et Q(v/2pp'q). On 3 e(2p’) = —1 et par suite €1 n’est pas un carré

q

dans S. Comme (17) = (17) = 1, on vérifie facilement qu’il existe deux

nombres rationnels x et y tels que

(1) VE2 =2/ 20 +yy/2q.
D’autre part, puisque (ﬁ) =1, d’apres la preuve du lemme 5, il existe deux

nombres rationnels ¢1 et to tels que

(2) VEs = ti/p + tay/2pg.
De (1) et (2), on tire que les unités e2,e3 et £92e3 ne sont pas des carrés
dans S, par suite Qg = 1 et donc h(S) = 4 (mod8). D’autre part, Kél)/S
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ol Kél) = Q(V2, /D, VP, \/q) est une extension abélienne non ramifiée de
degré 4, d’ou le 2-groupe de classes de S est de type (2,2). m

Dans toute la suite S = Q(v/2p/, \/pq) et les trois extensions quadratiques
non ramifiés de S sont E1 = Q(\/q, v/, vV20'),S1 = Q(v2p',\/pq,/2p) et
K?; = Q(ﬁv \/177 \/p_q)

Comme 2 se ramifie totalement dans S, on a 20g = G* o1 G est un idéal
premier de S. D’autre part, (%) = (%l) = —1, donc ¢Og = GG2 ou G et
Gs sont deux idéaux premiers différents de S.

PROPOSITION 22. Awec les notations précédentes, si (%) = (1%) = (%)

= (%) = —1 et (%) = (%) = 1, alors le 2-groupe de classes de S est
engendré par les classes [G] et [G]"] ou m est la partie impaire du nombre

de classes de S.

Preuve. 1l est clair que [G] et [G"] sont des 2-classes de S. De plus,
comme G est inerte dans F /S, alors d’apres L.R.A. appliquée a l’extension
E1/S, G est non principal. Puisque Gy est inerte dans K3 et m est im-
pair, alors la L.R.A. appliquée & 'extension K3/S montre que GJ* est non
principal. D’autre part, G se décompose dans S et G; est inerte dans S,
donc, d’apres L.R.A. appliquée a l'extension S1/5, GG{* est non princi-
pal. =

PROPOSITION 23. Avec les hypothéses de la proposition précédente, le

2-groupe de classes de S1 = Q(v/2p',\/2p, \/Dq) est cyclique. De plus, GGJ*
capitule dans Si.

Preuve. Les trois extensions quadratiques non ramifiés de S sont K3, Fq
et S1. D’apres la proposition 20, le 2-groupe de classes de E; n’est pas
cyclique. De plus, d’aprées la remarque 1, le 2-groupe de classes de K3 n’est
pas cyclique. Par conséquent, le 2-groupe de classes de S doit étre cyclique
(voir proposition 5). Montrons que GGJ* capitule dans 5.

Soit L = Q(+v/2¢,v/2p’). Comme 2 se ramifie totalement dans L, on a

201, = H* ot H est un idéal premier de L. Comme (%) = (%/) = —1, on
a O = H?H3 ot ‘Hy et Hy sont deux idéaux premiers différents de L.

D’autre part, on vérifie facilement que le 2-nombre de classes de L est égal
a 2 et que Lgl) = Q(V2, /4, VP') est le 2-corps de classes de Hilbert de L.
Puisque H reste inerte dans Lgl), d’apres la théorie des corps de classes de

Hilbert (le noyau de 'application d’Artin de ’extension Lgl) /L est réduit
au groupe des idéaux fractionnaires principaux), I'idéal premier H n’est pas
principal et donc [H] est une 2-classe non triviale de L. De plus, H; est inerte
dans Lgl), donc 'idéal premier H; n’est pas principal et donc [H}"] est une
2-classe non triviale de L. Comme la 2-partie du nombre de classes de L est
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égal a 2, HHT" est principal. D’autre part, L C S1 et HH"Og, = GG"Og,
est principal. Ainsi GG* capitule dans Si. m

COROLLAIRE 2. Awec les hypothéses précédentes, le groupe Gal(KéQ)/S)
est diédral ou semi-diédral.

Preuve. L’idéal GG capitule dans S;. Comme G se décompose com-
plétement dans S; et G; est inerte dans Sy, la classe de GG{* ne peut pas
étre norme de la classe d'un idéal de Si. Par suite, S; est de type (B) ou
bien toutes les 2-classes de S capitulent dans S7. Ainsi, par application du

théoréeme 1, Gal(Kém /S) est diédral ou semi-diédral. m

PROPOSITION 24. Awvec les hypothéses et les motations précédentes, le
groupe Gal(KéQ)/S) est semi-diédral si et seulement si le groupe Gal(KéQ)/E)
est quaternionique.

Preuve. Soient S = Q(v/2p',/pq) et E = Q(\/q,+/2pp’). On sait que le
2-groupe de classes de E est engendré par les classes des idéaux B et Bi ol
20p = B, qOp = B2B3 et | est la partie impaire du nombre de classes de E.
De plus, le 2-groupe de classes de S est engendré par les classes des idéaux
G et GI" ou 205 = g4,q05 = g%g% et m la partie impaire du nombre de
classes de S.

D’apres la preuve de la proposition 20, B capitule dans K1 = Q(\/i NGE
Vpp'). De plus, d’aprés la proposition 23, GG{" capitule dans S;. Ainsi
Gal(K§2)/ E) est quaternionique si et seulement si B! ne capitule pas dans

K. De plus, Gal(KéQ) /S) est semi-diédral si et seulement si GJ"* ne capitule
pas dans S7. D’ou on est ramené a montrer que Bl1 capitule dans K si et
seulement si G{"* capitule dans Sy.

On sait que K et S; ont des 2-groupes de classes cycliques et K§2) est
leurs 2-corps de classes de Hilbert. Si B! capitule dans K71, alors B{Og, = B}
ot1 B} est un idéal premier de K et B} est principal. Par suite, I’application

d’Artin dans 'extension KéZ)/Kl vérifie ¢ By = 1. Comme [ est im-

K/ K1<
pair et I’extension Kéz)/Kl est de degré une puissance de 2, on a ¢K§2)/K1 (B})
= 1, ainsi B} se décompose complétement dans K;Q) /Ki. D’autre part,
G1"Os, = G™ ot G} est un idéal premier de S et le degré résiduel fx, /o(B})
= fs,/0(G1) = 2. Comme B) se décompose completement dans KéZ)/Kl,
G} doit se décomposer compleétement dans Kf)/ S1. Par suite, 'application
d’Artin dans I’extension K§2)/5’1 vérifie ¢K£2>/Sl(ggm) = 1. Par conséquent,

l'idéal G{™ est principal. De méme, si G capitule dans S7, on montre que
Bl capitule dans Kj. Ainsi la proposition est démontrée. m

Finalement on énonce le théoréme suivant.
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THEOREME 14. Soit K = Q(V/2,/pp'q) ot p, P’ et q sont des premiers
tels quep=p' = —¢ =1 (mod4), (%) (l) —1 et (%) (1%) = (%) =—1.

Si (}%) =1, alors le groupe Gal(K( )/K) est diédral.

Preuve. Les trois extensions quadratiques, non ramifiés de K sont K| =

Q(V2,a, Vo), K2 = Q(v2, /b, Var') et K3 = Q(v2,/D, \/qp). Les trois
extensions quadratiques non ramifiés de E sont K; = Q(\/i, VO VDY),

E; = Q(/q,vp,V20') et Bz = Q(\/q, VP, /2p). De plus, les trois ex-
tensions quadratiques non ramifiés de S sont S; = Q(v/2p, v2p, /Pq),

Ey = Q(/q,/p:V2P) et K3 = Q(v2,vP,\/qp). D’apreés le corollaire 2,
Gal(KéZ) /S) est diédral ou semi-diédral.

Si Gal(Kéz)/S) est diédral, alors Gal(K§2)/Kg) est diédral. Puisque
Gal(K§2)/ K) est diédral ou quaternionique (voir proposition 16), la propo-
sition 5 montre que Gal(K§2)/ K) est diédral.

Si Gal(K§2)/S) est semi-diédral, d’apres la proposition 5, Gal(Kg)/Sl)
est cyclique, donc Gal(Kém /E1) est quaternionique (resp. Gal( K. 52)/ K3) est
diédral) ou bien Gal(K 52) /En) est diédral (resp. Gal(K 52) /K3) est quaternio-
nique). D’apres la proposition 24, Gal(Kéz) /E) est quaternionique, par suite
Gal(KéQ) /E1) est quaternionique (voir proposition 5), ainsi Gal(KéQ) /K3)
est diédral. De plus, d’apres la proposition 16, Gal(KéQ) /K) est diédral ou
quaternionique, donc Gal(KéQ) /K) est diédral. m

En résumé on a le théoreme suivant :

THEOREME 15. Soient p, p', q, q1, qo et q3 des premiers différents tels
quep=p =—q=—-q=—-@=—q¢g=1(modd), K =Q(/2,Vd) ot d est
un entier naturel sans facteurs carrés, K™ le corps de genres de K, Kél)
2-corps de classes de Hilbert de K et Kf) le 2-corps de classes de Hilbert de
KM, 8i K& = K et Gal(K{VY /K) ~ 7,27 x 7,)2Z, alors Gal(K$? /K)
est abélien ou diédral. Plus précisément on a :

le

(i) Gal(XK. (1)/K) est abélien si et seulement si d = qi1q2q3 avec (q%) =

(@)= -(3) =1 (@) =1

(i) K. 52 # K(l et Gal(K( /K) est diédral si et seulement si d = pp'q
avec (%) ( ) —1 et (4 )(1%) = —1. De plus, si (5) = —1, alors
Gal(K$Y /K) ~ Ds.

Ezemples numériques

(1) Soient p = 3313 et ¢ = 11. On a (2) = 1, (§) = -1, (3), =

(=1)P=1/8 =1 et h(2p) = 16. De plus, L = Q(/q, v2p) est de 2-groupe de
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classes cyclique et e(2p) = —1, par suite Q@ = 2 (lemme 6). Ainsi d’apres
la proposition 10, on a KSQ) # Kél). D’autre part, ]Gal(Kf)/K)\ =h(L) =

h(2p) = 16 et d’apres le théoreme 10, le groupe Gal(K§2)/K) est diédral
d’ordre 16.

(2) Soient p = 41 et ¢ = 19. On a (%) =1cet (%) = —1, de plus
(%)4 = (—1)(5"_1)/8 = —1, alors, d’apres la proposition 10, Kél) = K§2) et le
groupe Gal(Kf) /K) est abélien.

(3) Soient g1 = 7,q2 = 3 et g3 = 11. On a (q%) = _(q%) = _(q%) =1

et (Z_;) (Z_;,) = —1, donc, d’apres le théoreme 5, le 2-groupe de classes de

K = Q(V2,/31¢2q3) est de type (2,2). De plus, d’apres le théoreme 11, le
groupe Gal(Kéz) /K) est abélien.

(4) Soient p = 13,p’ =5 et ¢ = 3. On a (%) = (%) = (ﬁ) = —1et

(%) = —(1%) = 1, alors d’apres le théoreme 13, le groupe Gal(K (2)/K) ~ D

et Gal(K\? /E) ~ Qs ot K = Q(v/2, vpp'q) et E = Q(y/q, v2p1).-

(5) Soient p = 29, p’ = 181 et ¢ = 23. Ona(;):(p,)— (E):_l’

(1%) =1 et (%) = _(z%) = 1. De plus on a h(29.181) = 8 et d’apres
la proposition 17, 16 divise |Gal(K§2)/K)|. Done, d’apres le théoréeme 12,
Gal(KéQ)/K) est isomorphe & D,, ot n > 4.

(6) Soient p = 101,p" = 3917 et ¢ = 19. On a (2) = (2) = (%) =
-1, (z%) =1let (%) = —(1%) = 1. De plus on a h(101.3917) = 16 et d’apres
la proposition 17, 32 divise \Gal(Kg)/K)]. Donc, d’apres le théoreme 14, G
est isomorphe a D, ou n > 5.
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