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1. Introduction et résultats. Soit p un nombre premier. Nous no-
tons Qp le corps des nombres p-adiques, et Cp un complété d’une clôture
algébrique de Qp, que l’on munit de la valeur absolue p-adique usuelle.

Nous allons dans la première partie de cet article considérer des pro-
priétés des wronskiens généralisés de séries entières p-adiques (voir les dé-
finitions plus bas), en particulier nous allons montrer un résultat liant la
croissance d’un wronskien généralisé à la croissance du wronskien ordinaire
de m séries entières p-adiques (cf. le théorème 2.1). Comme application,
on montre que si le wronskien ordinaire de m fonctions entières p-adiques
f1, . . . , fm est un polynôme non nul, alors toutes les fonctions fk sont des
polynômes (cf. le théorème 2.4). Ce résultat a son origine dans [4], et a
été utilisé dans le cas m = 2 dans [1] pour traiter un cas particulier du
probléme ouvert de savoir si la dérivée d’une fonction méromorphe dans
tout Cp, qui n’est pas une fraction rationnelle, a toujours une infinité de
zéros.

Dans une seconde partie de cet article nous allons considérer, comme
application, des propriétés de fonctions entières et méromorphes p-adiques
qui vérifient des équations différentielles à coefficients polynômes.

Nous rappellerons les résultats connus et nous démontrerons que si une
équation différentielle linéaire à coefficients polynômes a un système complet
de solutions méromorphes dans tout Cp, alors toutes ses solutions sont des
fractions rationnelles (cf. le théorème 3.4).

Dans une troisième partie, nous allons considérer des équations différen-
tielles à coefficients dans Q[x]. On peut alors regarder leurs solutions dans
Cp pour différents nombres premiers p. Nous montrerons que si, pour une
infinité de nombres premiers p, une telle équation différentielle (E) a un
système complet de solutions fonctions méromorphes linéairement indépen-
dantes dans un disque ouvert de centre 0, de rayon strictement supérieur à 1
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dans Cp, alors toutes les solutions de (E) sont des fractions rationnelles (cf.
le théorème 4.6).

2. Wronskiens généralisés. Dans toute cette partie, le nombre pre-
mier p est fixé. On rappelle que pour une série entière f(x) =

∑
n≥0 anx

n

convergente pour x ∈ Cp, |x| < ρ (avec ρ > 0), on note, pour R ∈ ]0, ρ[,
|f |(R) = max{|an|Rn}, et que l’application f 7→ |f |(R) est une norme
ultramétrique sur l’espace des séries entières de rayon de convergence au
moins ρ, qui de plus est multiplicative, ce qui permet d’étendre la nota-
tion au cas des fonctions méromorphes dans le disque D(0, ρ). D’autre part,
pour toute fonction méromorphe dans le disque D(0, ρ), on a pour R ∈ ]0, ρ[
l’inégalité |f ′|(R) ≤ |f |(R)/R.

Nous allons avoir besoin d’un résultat sur le wronskien de séries entières,
ainsi que de quelques notations supplémentaires.

Soient f1, . . . , fm m séries entières à coefficients dans Cp, et n1, . . . , nm
des entiers naturels. Nous posons f = (f1, . . . , fm) et n = (n1, . . . , nm). Nous
appellerons wronskien généralisé et nous noterons w(f, n) le déterminant

w(f, n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f
(n1)
1 . . . f

(nm)
1

f
(n1)
2 . . . f

(nm)
2

· · · · · · · · · · · · · · ·
f
(n1)
m . . . f

(nm)
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dans le cas m = 1, on a w(f, n) = f
(n1)
1 . Comme cas particulier, le wron-

skien “ordinaire” des m fonctions f1, . . . , fm (que nous appellerons simple-
ment “wronskien”) est w(f, q), où f = (f1, · · · , fm) et q = (0, . . . ,m− 1) :

w(f, q) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1 · · · f

(m−1)
1

f2 . . . f
(m−1)
2

· · · · · · · · · · · · · · ·
fm . . . f

(m−1)
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et w(f, q) = f1 si m = 1.

Le premier résultat, qui sera à la base de tous les résultats démontrés
dans ce papier, est le suivant :

Théorème 2.1. Soient f1, . . . , fm des séries entières à coefficients
dans Cp, de rayon de convergence au moins ρ > 0, et n1, . . . , nm des entiers
naturels, f = (f1, . . . , fm), n = (n1, . . . , nm) et q = (0, . . . ,m − 1). On a
alors pour tout R ∈ ]0, ρ[ l’inégalité

|w(f, n)|(R) ≤
|w(f, q)|(R)

R(n1+···+nm)−m(m−1)/2 .
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Démonstration. Dans toute la suite, le réel R appartient à ]0, ρ[.

Le cas m = 1. On itère l’inégalité |f ′|(R) ≤ |f |(R)/R, il n’y a pas de
difficultés.

Le cas m = 2. Soient donc f1, f2 deux séries entières dans Cp (que
l’on peut supposer, pour démontrer l’assertion, linéairement indépendantes
sur Cp), de rayon de convergence au moins ρ. On regarde l’équation diffé-
rentielle vérifiée par ces deux fonctions, qui est

(E)

∣∣∣∣∣∣∣
y y′ y′′

f1 f ′1 f ′′1
f2 f ′2 f ′′2

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Elle s’écrit aussi sous la forme B2(x)y′′(x) + B1(x)y′(x) + B0(x)y(x) = 0,
avec pour f = (f1, f2), q2 = (0, 1), q1 = (0, 2) et q0 = (1, 2), les égalités
B2(x) = w(f , q2), B1 = −w(f, q1) (on voit que −B1 est la dérivée de B2),
et B0 = w(f, q0).

On a la relation |B1|(R) ≤ |B2|(R)/R du fait que −B1 est la dérivée
de B2. En exprimant que f1 est solution de l’équation différentielle (E), on
trouve que

B0 = −B2(x)
f ′′1 (x)

f1(x)
−B1(x)

f ′1(x)

f1(x)
.

Il en résulte immédiatement que |B0|(R) ≤ |B2|(R)/R2.

On écrit maintenant l’équation différentielle sous la forme suivante :

(F) y′′(x) = A1(x)y′(x) +A0(x)y(x)

avec A1(x) = −B1(x)/B2(x), A0(x) = −B0(x)/B2(x). Ce qui précède mon-
tre que |A1|(R) ≤ 1/R et |A0|(R) ≤ 1/R2 pour R > 0.

On exprime la dérivée n-ième d’une solution y de (F) sous la forme

y(n)(x) = A1,n(x)y′(x) +A0,n(x)y(x).

On a les relations de récurrence suivantes :

A1,n+1 = A′1,n +A1,nA1 +A0,n et A0,n+1 = A′0,n +A1,nA0.

Montrons que |A1,n|(R) ≤ 1/Rn−1 et |A0,n|(R) ≤ 1/Rn pour n ≥ 0 et
R ∈ ]0, ρ[. En effet, c’est vrai pour n = 0, car A0,0 = 1 et A1,0 = 0, pour
n = 1 car A1,1 = 1 et A0,1 = 0, et pour n = 2 car A1,2 = A1 et A0,2 = A0.
Ensuite une récurrence facile utilisant les formules de récurrence démontre
l’assertion.

On a maintenant la formule matricielle suivante :(
f
(n1)
1 f

(n2)
1

f
(n1)
2 f

(n2)
2

)
=

(
f1 f ′1
f2 f ′2

)(
A0,n1 A0,n2

A1,n1 A1,n2

)
,
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ce qui en prenant le déterminant donne avec les notations f = (f1, f2),
n = (n1, n2) et q2 = (0, 1) la formule

w(f, n) = (A0,n1A1,n2 −A0,n2A1,n1)w(f, q2).

Une majoration immédiate du terme A0,n1A1,n2 − A0,n2A1,n1 donne
comme majorant 1/Rn1+n2−1, ce qui termine la démonstration dans ce cas
m = 2.

Le cas général. Pour prouver le cas général, nous procédons maintenant
par récurrence sur m. Nous supposons donc le résultat acquis pour k ≤ m
séries entières, et des indices quelconques. Nous nous donnons maintenant
m + 1 séries entières f1, . . . , fm+1, des entiers n1, . . . , nm+1, nous posons
f = (f1, . . . , fm+1), n = (n1, . . . , nm+1), q = (0, . . . ,m) et il nous faut donc
démontrer que

|w(f, n)|(R) ≤
|w(f, q)|(R)

R(n1+···+nm+1)−m(m+1)/2
.

On peut sans perte de généralité supposer que f1, . . . , fm+1 sont linéai-
rement indépendantes sur Cp. Nous allons suivre essentiellement le schéma
de démonstration du cas m = 2.

Pour cela, nous écrivons l’équation différentielle vérifiée par les fonc-
tions fj :

(E)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y y′ · · · y(m+1)

f1 f ′1 · · · f
(m+1)
1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
fm+1 f ′m+1 · · · f

(m+1)
m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Cette équation s’écrit sous la forme

Bm+1y
(m+1) + · · ·+B0y = 0

où, en notant nj = (0, . . . , ĵ, . . . ,m + 1) (où le terme ĵ est omis, nj est
donc un m+ 1-uplet) on a au signe près Bj = w(f, nj), avec en particulier

Bm+1 = w(f, q).
Nous allons démontrer que l’on a tout d’abord

|Bj |(R) ≤ |Bm+1|(R)/Rm+1−j pour R > 0 et j = 0, . . . ,m+ 1.

C’est évidemment vrai si j = m+1. Pour j = m, on voit sans peine que Bm
est au signe près la dérivée de Bm+1, de sorte que |Bm|(R) ≤ |Bm+1|(R)/R.
On procède ensuite par récurrence descendante finie sur l’indice k pour
montrer l’assertion pour k ≥ 1 : On suppose le résultat acquis pour m+ 1,
m, . . . , k+ 1, et on le montre pour k ≥ 1 (on peut supposer que k ≤ m− 1).

On utilise l’équation (E), on écrit qu’elle est vérifiée pour f1, . . . , fk+1.
On note Ej le premier membre de (E) où l’on a remplacé y par fj , on
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a donc Ej = 0. On considère ensuite le déterminant (k + 1) × (k + 1)

ayant pour première ligne E1, f1, f
′
1, . . . , f

(k−1)
1 , etc., et pour dernière ligne

Ek+1, fk+1, f
′
k+1, . . . , f

(k−1)
k+1 .

Ce déterminant est évidemment nul, puisque sa première colonne est
nulle. En développant la première colonne, on trouve que l’expression sui-
vante est nulle :

(∗)
m+1∑
l=k

Blw(gk, nl,k)

où on a noté gk = (f1, . . . , fk+1), nl,k = (l, 0, . . . , k − 1).

En effet, les déterminants w(gk, nl,k) sont nuls si l ≤ k − 1, car ils ont
deux colonnes égales.

On voit maintenant, puisque k ≤ m − 1, par l’hypothèse de récurrence
sur m, que

|w(gk, nl,k)|(R) ≤
|w(gk, qk)|(R)

Rl+k(k−1)/2−k(k+1)/2
=
|w(gk, qk)|(R)

Rl−k

avec qk = (0, . . . , k).

D’autre part, on a |Bl|(R) ≤ |Bm+1|(R)/Rm+1−l pour l ≥ k + 1. On en
déduit qu’à l’exception du premier terme de l’expression (∗), tous ont leur
fonction module maximal majorée par l’expression

|Bm+1|(R)

Rm+1−l
|w(gk, qk)|(R)

Rl−k
=
|Bm+1|(R)|w(gk, qk)|(R)

Rm+1−k .

Donc il en est de même du premier terme Bkw(gk, nk,k) de (∗), et en no-

tant que w(gk, nk,k) = ±w(gk, qk) et que w(gk, qk) est non nul, ceci prouve
l’assertion.

Il reste à montrer le résultat pour k = 0 ; pour cela on écrit que l’équation
différentielle (E) est vérifiée par f1, on exprime B0 en fonction de f1 et de
ses dérivées, et des Bk, k ≥ 1, et l’inégalité à prouver en résulte.

On écrit maintenant (E) sous la forme

(E′) y(m+1) = Amy
(m) + · · ·+A0y

avec Aj = −Bj/Bm+1. On voit donc d’après ce qui précède que les Aj sont
des fonctions méromorphes dans le disque D(0, ρ) de Cp vérifiant |Aj |(R) ≤
1/Rm+1−j .

En dérivant (E′), on trouve que l’on a l’expression

y(n) = Am,ny
(m) + · · ·+A0,ny

où les Aj,n sont des fonctions méromorphes dans le disque D(0, ρ) de Cp,
qui vérifient les relations

Aj,n+1 = A′j,n +Am,nAj +Aj−1,n
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si j ≥ 1, et
A0,n+1 = A′0,n +Am,nA0

si j = 0.
Nous voulons maintenant démontrer que |Aj,n|(R) ≤ 1/Rn−j pour tout

j et tout n. On vérifie que c’est vrai si n ≤ m (on a alors Aj,n = 0 si j 6= n,
et 1 si j = n), c’est aussi vrai pour n = m + 1 par ce que l’on vient de
montrer sur les Aj , et on procède par récurrence sur n.

Si on suppose le résultat acquis pour n, en tenant compte que pour
une fonction méromorphe f , on a encore la formule |f ′|(R) ≤ |f |(R)/R, les
relations liant les Aj,n+1 aux Aj,n et aux Aj montrent le résultat, qui est
donc vrai en toute généralité.

Nous passons maintenant à la dernière partie de la démonstration, en
reprenant f=(f1, . . . , fm+1), n=(n1, . . . , nm+1) et en posant q=(0, . . . ,m).

On a la formule matriciellef
(n1)
1 · · · f

(nm+1)
1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
f
(n1)
m+1 · · · f

(nm+1)
m+1

 =

 f1 · · · f
(m)
1

· · · · · · · · · · · · · · ·
fm+1 · · · f

(m)
m+1


A0,n1 · · · A0,nm+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Am,n1 · · · Am,nm+1


qui montre que si D est le déterminant de la matrice

M =

A0,n1 · · · A0,nm+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Am,n1 · · · Am,nm+1

 ,

on a la formule w(f, n) = Dw(f, q).
Si l’on note ai,j = Ai−1,nj , pour 1 ≤ i ≤ m + 1, 1 ≤ j ≤ m + 1,

le déterminant D est une combinaison linéaire à coefficients ±1 de ter-
mes de la forme P =

∏m+1
i=1 ai,σ(i), où σ parcourt les permutations de

{1, . . . ,m + 1}. Par ce qui précède, on a |ai,j |(R) ≤ 1/Rnj−(i−1), ce qui

donne |P |(R) ≤ 1/R(n1+···+nm+1)−m(m+1)/2. On a donc la même majoration
pour le déterminant D, ce qui termine la démonstration du théorème.

Le résultat s’étend à des fonctions méromorphes :

Corollaire 2.2. Soient f1, . . . , fm des fonctions méromorphes dans un
disque D(0, ρ) de Cp, et n1, . . . , nm des entiers naturels, f = (f1, . . . , fm),
n = (n1, . . . , nm) et q = (0, . . . ,m − 1). On a alors pour tout R ∈ ]0, ρ[
l’inégalité

|w(f, n)|(R) ≤
|w(f, q)|(R)

R(n1+···+nm)−m(m−1)/2 .

Démonstration. Fixons R ∈ ]0, ρ[, et soit ρ∗ ∈ ]R, ρ[. Il existe un poly-
nôme P non nul tel que les gk = Pfk soient des séries entières de rayon
de convergence au moins ρ∗. Posons Q = 1/P , de sorte que fk = Qgk.
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On montre sans peine que w(f, q) = Qmw(g, q). On a maintenant pour
j ∈ {1, . . . ,m} l’égalité

f
(nj)
k =

nj∑
lj=0

(
nj
lj

)
Q(nj−lj)g

(lj)
k .

On en déduit que

w(f, n) =
∑

l1,...,lm

( m∏
j=1

(
nj
lj

) m∏
j=1

Q(nj−lj)
)
w(g, l)

où l = (l1, . . . , lm), et lj varie entre 0 et nj . On a∣∣∣∣ m∏
j=1

(
nj
lj

)∣∣∣∣ ≤ 1 et
∣∣∣ m∏
j=1

Q(nj−lj)
∣∣∣(R) ≤ |Q|(R)m

R
∑
nj−

∑
lj
,

et puisque les gk sont des séries entières de rayon de convergence au moins
ρ∗ > R, on a par le théorème 2.1 l’inégalité

|w(g, l)|(R) ≤
|w(g, q)|(R)

R
∑
lj−m(m−1)/2 .

Par suite,∣∣∣∣( m∏
j=1

(
nj
lj

) m∏
j=1

Q(nj−lj)
)
w(g, l)

∣∣∣∣(R) ≤
|Q|(R)m|w(g, q)|(R)

R
∑
nj−m(m−1)/2 .

Comme |w(f, n)|(R) est inférieur au maximum de ces quantités, on a

|w(f, n)|(R) ≤
|Q|(R)m|w(g, q)|(R)

R
∑
nj−m(m−1)/2 =

|w(f, q)|(R)

R(n1+···+nm)−m(m−1)/2

puisque w(f, q) = Qmw(g, q), ce qui termine la démonstration.

On peut en déduire une propriété des wronskiens généralisés de poly-
nômes :

Corollaire 2.3. Soit m ≥ 1, P1, . . . , Pm des polynômes à coefficients
dans un corps K de caractéristique nulle, et n1, . . . , nm des entiers. On pose
P = (P1, . . . , Pm), n = (n1, . . . , nm) et q = (0, . . . ,m − 1). Soit d1 le degré
de w(P , q) et d2 le degré de w(P , n) (avec la convention que le degré du
polynôme nul est −∞). On a alors l’inégalité

d2 ≤ d1 − (n1 + · · ·+ nm) +m(m− 1)/2.

Démonstration. Tout se passe dans un sous-corps L de K, extension
de type fini de Q. On peut supposer que L est un sous-corps d’un corps
Cp convenable, il suffit donc de montrer l’assertion quand K = Cp. On peut
aussi supposer que w(P , n) et w(P , q) sont non nuls, en notant que si w(P , q)
est nul, il en est de même de w(P , n).
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Soit R > 0 un réel assez grand pour que l’on ait |w(P , n)|(R) = c2R
d2 et

|w(P , q)|(R) = c1R
d1 où c1 et c2 sont des constantes. Par le théorème 2.1,

on a alors

|w(P , n)|(R) = c2R
d2 ≤

|w(P , q)|(R)

R(n1+···+nm)−m(m−1)/2

= c1R
d1−(n1+···+nm)+m(m−1)/2

et l’inégalité demandée en résulte immédiatement.

Théorème 2.4. Soient f1, . . . , fm des fonctions entières sur Cp ; on note
f = (f1, . . . , fm) et q = (0, . . . ,m − 1). Si l’on suppose que le wronskien
w(f, q) de ces m fonctions est un polynôme non nul, alors toutes les fonc-
tions fk sont des polynômes.

Démonstration. Nous allons encore faire une récurrence sur m, le cas de
m = 1 étant trivial.

Le cas où m = 2. On suppose donc que le wronskien de f1 et f2 est
un polynôme non nul Q. On commence par le cas où ce polynôme est
une constante. On regarde alors l’équation vérifiée par f1 et f2, qui est
B2(x)y′′(x) + B1(x)y′(x) + B0(x)y(x) = 0, avec donc B2(x) = w(f, q) = c

6= 0. On a les estimations |B1|(R) ≤ |B2|(R)/R et |B0|(R) ≤ |B2|(R)/R2 ;
par suite, comme leur module maximal tend vers 0 si R tend vers l’infini,
les deux fonctions entières B1 et B0 sont nulles, l’équation est cy′′ = 0, et
f1 et f2 sont des polynômes.

On poursuit en faisant une récurrence sur le degré de Q ; on suppose le
résultat acquis quand le degré de Q est ≤ h. Supposons maintenant que le
degré de Q est h + 1. Le wronskien de f ′1 et de f ′2 est (au signe près) B0,
et compte tenu de la majoration |B0|(R) ≤ |B2|(R)/R2 et du théorème de
Liouville p-adique, c’est un polynôme de degré ≤ h+ 1− 2 = h− 1. S’il est
non nul, l’hypothèse de récurrence montre que f ′1 et f ′2 sont des polynômes,
donc aussi f1 et f2. S’il est nul, les fonctions f ′1 et f ′2 sont dépendantes, on
peut supposer qu’il existe des constantes a, b telles que f2 = af1 + b, et on a
b 6= 0 car f1 et f2 sont linéairement indépendantes. Alors le wronskien de f1
et f2 est au signe près bf ′1, c’est un polynôme, donc f ′1 en est un aussi, et
donc aussi f1, puis f2.

Le cas général de m fonctions. On commence par regarder le cas où le
wronskien Q est une constante non nulle. On reprend l’équation différentielle
vérifiée par les fonctions fj sous la forme Bm(x)y(m)(x) + · · · + B0(x)y(x).
Les coefficients Bj sont des wronskiens généralisés, et comme on l’a vu dans
la preuve du théorème 2.1, on a les estimations |Bj |(R) ≤ |Bm|(R)/Rm−j

pour tout j et pour R > 0. Comme les fonctions Bj s’expriment comme des
polynômes en les fonctions fk et leurs dérivées, ce sont des fonctions entières
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dans Cp ; comme Bm est une constante, en faisant tendre R vers l’infini, on
voit que |Bj |(R) tend vers 0 si R tend vers l’infini pour j < m. Donc Bj = 0
si j < m, l’équation différentielle s’écrit cy(m) = 0, et toutes les fonctions fj
sont des polynômes.

On procède ensuite par récurrence sur le degré de Q. Supposons le
résultat acquis si le degré de Q est ≤ h, et considérons maintenant le
cas où le degré de Q est h + 1. Le wronskien généralisé S = w(f, t), où
t = (1, . . . ,m) (qui est le wronskien des dérivées des fk), vérifie par le
théorème 2.1 l’estimation |S|(R) ≤ |Q|(R)/Rm. Par suite, toujours par
le théorème de Liouville p-adique, S est un polynôme de degré ≤ h +
1 − m < h. Si ce polynôme est non nul, alors l’hypothèse de récurrence
s’applique, et montre que les f ′k sont des polynômes, et c’est donc aussi le
cas des fk.

Si le polynôme S est nul, c’est que les dérivées des fk sont dépendantes.
Le rang r du système de fonctions f ′1, . . . , f

′
m est donc ≤ m − 1. On peut

supposer que f ′1, . . . , f
′
r sont linéairement indépendantes. Alors toute dérivée

f ′j s’exprime comme combinaison linéaire de f ′1, . . . , f
′
r, et il en résulte que

toute fonction fj est combinaison linéaire de f1, . . . , fr et de la fonction
constante et égale à 1. Le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions
f1, . . . , fm, qui est de dimension m, est alors inclus dans le sous-espace vec-
toriel engendré par f1, . . . , fr, 1, qui est de dimension ≤ r+ 1. On en déduit
que r ≥ m− 1, donc finalement r = m− 1.

On peut donc supposer que f ′m s’exprime comme combinaison linéaire à
coefficients dans Cp des autres dérivées :

f ′m = a1f
′
1 + · · ·+ am−1f

′
m−1,

et que f ′1, . . . , f
′
m−1 sont linéairement indépendantes. On en conclut que

fm = a1f1 + · · ·+ am−1fm−1 + b,

où la constante b est non nulle puisque les fk sont linéairement indépendantes.
On voit alors facilement que le wronskien de f1, . . . , fm est égal (au signe
près) à b multiplié par le wronskien de f ′1, . . . , f

′
m−1. Par suite, ce dernier est

un polynôme non nul, et l’hypothèse de récurrence (sur m) montre que tous
les f ′k, 1 ≤ k ≤ m−1, sont des polynômes, donc aussi les fk, k = 1, . . . ,m−1,
c’est donc le cas aussi pour fm, ce qui termine la démonstration.

Remarque 2.5. (1) Le résultat n’est plus vrai dans le cas où le corps
de base est C. En effet, dans le cas de deux fonctions, si l’on considère les
fonctions entières f1(x) = Q1(x) exp(x) et f2(x) = Q2(x) exp(−x) avec Q1

et Q2 polynômes non nuls, le wronskien de f1 et f2 est 2Q1(x)Q2(x) = P (x),
polynôme non nul. Mais f1 et f2 ne sont pas des polynômes.

(2) Cela ne marche plus avec des fonctions méromorphes à la place de
fonctions entières. En effet, soit g une fonction entière non nulle quelconque,
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et h une primitive de g(x)2. On pose f1 = h/g et f2 = 1/g. On a alors
f ′1 = (h′g − g′h)/g2, et f ′2 = −g′/g2, donc

f ′1f2 − f1f ′2 =
h′

g2
= 1.

Comme la fonction g est arbitraire, dans le cas méromorphe, le fait que le
wronskien soit constant n’implique pas que les fonctions soient des fractions
rationnelles.

3. Équations différentielles avec des solutions méromorphes
dans Cp tout entier. Il est connu que si une fonction f , méromorphe dans
tout Cp, vérifie une équation différentielle linéaire à coefficients polynômes
de Q[x], alors f est une fraction rationnelle :

Théorème 3.1 (voir [2]). Soit s ≥ 1, et Pk, k = 0, . . . , s, des polynômes
à coefficients dans Q, avec Ps non nul. Soit f une solution méromorphe
dans Cp de l’équation différentielle

Ps(x)y(s)(x) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0.

Alors f est une fraction rationnelle.

Par contre, si l’on n’impose plus la condition sur les coefficients de
l’équation différentielle d’appartenir à Q[x], alors il existe des telles fonc-
tions transcendantes :

Théorème 3.2 (voir [3, Theorem B]). Il existe des solutions entières
transcendantes d’équations différentielles linéaires p-adiques à coefficients
polynômes.

Notre but est de démontrer un résultat sur des fonctions méromorphes ;
nous commençons par le démontrer dans le cas où les fonctions sont entières,
autrement dit la proposition suivante :

Proposition 3.3. Soit s ≥ 1, et P0, P1, . . . , Ps des polynômes à coeffi-
cients dans Cp, avec Ps non nul. Si l’équation différentielle

(E) Ps(x)y(s)(x) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0

a un système complet de solutions qui sont des fonctions entières dans Cp,
alors toutes les solutions de (E) sont des polynômes.

Démonstration. Soit W le wronskien des solutions données f1, . . . , fs,
entières et constituant une base de l’espace des solutions. La fonction W est
donc une fonction entière non nulle.

Un calcul immédiat donne que la dérivée deW vérifie PsW
′+Ps−1W = 0.

Si Ps−1 = 0, on trouve W constante non nulle, et tous les fk sont des
polynômes d’après le théorème 2.4. On suppose donc dans la suite que Ps−1
est non nul.
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Soit T la fraction rationnelle T = −Ps−1/Ps = W ′/W , qui est non
nulle. En prenant le module maximum, on trouve que |T |(R) ≤ 1/R ; il
en résulte que T possède des pôles, car autrement T serait un polynôme,
donc nul par l’inégalité précèdente, et on vient d’exclure ce cas. Dans la
décomposition en éléments simples de T , il n’y a donc pas de partie entière.
Comme elle est égale à W ′/W avec W non nulle, ses pôles sont tous simples,
avec résidus dans N. Il en résulte immédiatement que T s’écrit S′/S, où S
est un polynôme. Par suite W est un multiple de S, donc un polynôme.

Le théorème 2.4 montre alors que tous les fk sont des polynômes, ce qui
termine la démonstration.

Nous allons maintenant démontrer le résultat principal de cette partie :

Théorème 3.4. Soit s ≥ 1, et P0, P1, . . . , Ps des polynômes à coeffi-
cients dans Cp, avec Ps non nul. Si l’équation différentielle

(E) Ps(x)y(s)(x) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0

a un système complet de solutions qui sont des fonctions méromorphes dans
Cp, alors toutes les solutions de (E) sont des fractions rationnelles.

Démonstration. Soit y une solution méromorphe de l’équation différen-
tielle (E). Si ω est un pôle de y qui n’est pas un zéro de Ps, un petit coup
d’oeil sur le développement de Laurent de y en ω donne une contradiction.
Donc tous les pôles de y sont des zéros de Ps, et par suite sont en nombre
fini.

Soient f1, . . . , fs les solutions méromorphes linéairement indépendantes
de (E). D’après ce qui précède, il existe un polynôme Q non nul tel que
les fonctions gj(x) = Q(x)fj(x) soient des fonctions entières. Comme les
fonctions gj sont linéairement indépendantes, et vérifient clairement une
équation différentielle d’ordre s à coefficients polynômes, ce sont des poly-
nômes par la proposition 3.3. Il en résulte que les fj sont des fractions
rationnelles, ce qui termine la démonstration.

4. Équations différentielles à coefficients dans Q[x]. Nous allons
commencer par un résultat en supposant que les solutions sont des séries
entières de rayon de convergence strictement supérieur à 1 :

Proposition 4.1. Soit s ≥ 2, et Pk, k = 0, . . . , s, s + 1, polynômes à
coefficients dans Q, avec Ps non nul. On considère l’équation différentielle

(Es) Ps(x)y(s)(x) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0.

On suppose sans perte de généralité que les polynômes Pk sont premiers
entre eux, et que Ps est unitaire.

On fait l’hypothèse qu’il existe un ensemble infini F de nombres premiers
p tels que, pour p ∈ F , (Es) a s solutions séries formelles yk,p à coefficients
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dans Cp, dont le rayon de convergence est strictement supérieur à 1, et
linéairement indépendantes sur Cp.

Alors toutes les solutions de (Es) sont des polynômes.

Pour la démonstration nous aurons besoin de plusieurs lemmes. Dans
toute cette partie, on se donne un entier s ≥ 1, et une équation (Es) vérifiant
les hypothèses de la proposition 4.1. Si Q est un polynôme, on note d(Q)
son degré.

Lemme 4.2. On se place sous les hypothèses de la proposition 4.1. On
suppose P0 non nul. Une équation vérifiée par les dérivées des solutions
de (Es) est de la forme

Qs(x)z(s)(x) +Qs−1z
(s−1)(x) + · · ·+Q0(x)z(x) = 0

avec Qs(x) = P0(x)Ps(x), et Qk(x) = −[P ′0Pk+1 − P0P
′
k+1 − P0Pk] pour

0 ≤ k ≤ s− 1. Dans le cas où P0 est nul, cette équation est

Ps(x)z(s−1) + · · ·+ P1(x)z(x) = 0.

Démonstration. L’assertion est claire si P0 est nul. Dans le cas contraire,
on écrit

y(s) = −
s−1∑
k=0

Pk
Ps
y(k)

et on dérive, d’où

y(s+1) = −
s−1∑
k=0

P ′kPs − PkP ′s
P 2
s

y(k) −
s−1∑
k=0

Pk
Ps
y(k+1).

On a aussi, puisque P0 est non nul,

y = −
s∑
j=1

Pj
P0
y(j).

On remplace dans la première égalité le terme y, qui n’apparâıt que dans
la première expression, par cette égalité, et l’on trouve

y(s+1) =

s∑
k=1

Bky
(k)

avec Bk = (P ′0Pk − P0P
′
k − P0Pk−1)/P0Ps pour 1 ≤ k ≤ s ; on multiplie par

P0Ps pour trouver une équation différentielle à coefficients dans Q[x].

Lemme 4.3. On se place sous les hypothèses de la proposition 4.1. Soit
p ∈ F . Notons yp = (y1,p, . . . , ys,p), et nk = (0, . . . , k̂, . . . , s) pour 0 ≤ k ≤ s.
On a pour tout k l’égalité

w(yp, ns)Pk = εkw(yp, nk)Ps

avec εk = (−1)k.
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Démonstration. Une autre équation différentielle vérifiée par les solu-
tions yk,p est

w(yp, ns)y
(s)(x) + · · ·+ εkw(yp, nk)y

(k)(x) + · · ·+ ε0w(yp, n0)y(x) = 0.

On fait la différence entre l’équation différentielle (Es) que l’on multiplie
par w(yp, ns) et l’équation précédente multipliée par Ps, ce qui permet de
trouver une équation différentielle d’ordre ≤ s − 1 vérifiée par les yk,p, 1 ≤
k ≤ s. Cette équation différentielle a donc tous ses coefficients nuls. On en
déduit que l’on a pour tout k l’égalité

w(yp, ns)Pk = εkw(yp, nk)Ps

avec εk = (−1)s−k.

Lemme 4.4. On se place sous les hypothèses de la proposition 4.1. Il
existe deux polynômes A et S dans Q[x], unitaires, tels que A(x)=S(x)Ps(x),
vérifiant les conditions suivantes :

Soit p ∈ F . Notons yp = (y1,p, . . . , ys,p) et nk = (0, . . . , k̂, . . . , s) pour

0 ≤ k ≤ s. On a pour tout k la relation w(yp, nk)(x) = εkµpS(x)Pk(x)

avec εk = (−1)s−k et µp constante non nulle dans Cp. En particulier, le
wronskien wp = w(yp, ns) des yk,p est égal à µpS(x)Ps(x) = µpA(x).

Démonstration. On commence par prendre un p ∈ F , que nous allons
particulariser plus tard.

Tout d’abord, le déterminant d’ordre s dont la ligne d’indice j est

(
∑s

k=0 Pk(x)y
(k)
j,p (x), yj,p, y

′
j,p, . . . , y

(s−2)
j,p ) est nul, puisqu’il a sa première co-

lonne nulle. Par suite, en développant et en notant ts−1 = (s−1, 0, . . . , s−2)
et ts = (s, 0, . . . , s− 2), on a

Ps−1(x)w(yp, ts−1) + Ps(x)w(yp, ts) = 0

ou encore wpPs−1 + Psw
′
p = 0 avec wp = w(yp, ns). Soit T = −Ps−1/Ps, on

a donc w′p/wp = T .

Nous voulons montrer tout d’abord que wp = µpA, où µp est une con-
stante dans Cp, non nulle, et A un polynôme unitaire à coefficients dans Q,
indépendant de p ∈ F .

Si Ps−1 = 0, on a ce résultat avec A = 1. On suppose donc dans la suite
que Ps−1 6= 0.

On choisit p ∈ F assez grand de sorte que pour R ∈ ]1, ρ[ on ait |T |(R) =

Rd(Ps−1)−d(Ps), où d(Ps−1) et d(Ps) sont les degrés de Ps−1 et Ps. L’égalité
w′p/wp = T montre que |T |(R) ≤ 1/R, d’où d(Ps−1) ≤ d(Ps)− 1.

Donc T n’est pas un polynôme, et sa décomposition en éléments simples
dans Q s’écrit
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T =
∑
ω

nω∑
j=1

λj,ω
(x− ω)j

où tous les coefficients qui interviennent sont dans Q. On peut trouver un
nombre premier p ∈ F assez grand tel que les ω soient non nuls, et les autres
coefficients non nuls soient tous de module 1 dans Cp.

Comme w′p/wp a tous ses pôles simples, de résidus dans N∗, on en déduit
que

T =
∑
ω

nω
x− ω

=
A′

A
avec A =

∏
(x− ω)nω .

La construction montre que A ∈ Q[x]. Soit K un corps de nombres contenant
tous les ω, et soit σ dans le groupe de Galois de K sur Q. Si on note Aσ
l’image par σ de A, on a encore l’égalité −Ps−1/Ps = A′σ/Aσ, ce qui montre
que Aσ est un multiple scalaire de A. Mais A et Aσ sont unitaires, donc
ils sont égaux, et A ∈ Q[x]. On note de plus que comme A est l’unique
polynôme unitaire à coefficients dans Q tel que −Ps−1/Ps = A′/A, il est
indépendant de p ∈ F .

Notons maintenant que si on prend p de nouveau quelconque dans F , on
a w′p/wp = A′/A, d’où on déduit qu’il existe µp ∈ Cp tel que wp = µpA, et
µp est non nul, puisque wp est non nul.

On reprend maintenant les égalités obtenues dans le lemme 4.3 : pour
un entier k on a

w(yp, ns)Pk = εkw(yp, nk)Ps.

Donc µpAPk = εkw(yp, nk)Ps. Par suite, la fraction rationnelle APk/Ps est
développable en série entière de rayon de convergence > 1. On particu-
larise de nouveau p ∈ F , en le choisissant assez grand de façon que tous
les zéros de Ps soient de module ≤ 1. Un zéro ω de Ps apparâıt donc
dans Ps avec une multiplicité inférieure ou égale à celle avec laquelle il
apparâıt dans APk. Comme les Pk, 0 ≤ k ≤ s, sont premiers entre eux, il
existe k tel que Pk(ω) soit non nul ; la multiplicité de ω dans Ps est donc
inférieure ou égale à la multiplicité de ω dans A, et on a montré que Ps
divise A, et bien sûr cette propriété est vraie dans Q[x]. On peut donc poser
A(x) = S(x)Ps(x), où S est un polynôme unitaire à coefficients dans Q,
indépendant comme Ps et A de p ∈ F . Si on reprend maintenant un p
quelconque appartenant à F , l’égalité µpA(x)Pk(x) = εkw(yp, nk)(x)Ps(x)

donne alors µpS(x)Ps(x)Pk(x) = εkw(yp, nk)(x)Ps(x), et donc finalement

εkµpS(x)Pk(x) = w(yp, nk)(x).

Démonstration de la proposition 4.1. Nous allons procéder par récur-
rence sur l’ordre s de l’équation différentielle.
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Supposons tout d’abord que l’ordre est égal à 1. On laisse le lecteur
constater que l’on a prouvé l’assertion dans le début de la preuve du
lemme 4.4.

Nous supposons maintenant acquis le cas d’une équation d’ordre ≤ s−1,
et nous montrons l’assertion pour l’ordre s.

Supposons tout d’abord que P0 = 0. Dans ce cas, comme on l’a vu dans
le lemme 4.2, on dispose d’une équation (H) d’ordre s−1 qui est vérifiée par
les dérivées des solutions de l’équation (Es). Pour p ∈ F , soit r le rang de la
famille y′p,k ; on a donc r ≤ s− 1, on peut supposer que les y′p,k, 1 ≤ k ≤ r,

sont linéairement indépendantes. Tout y′p,k est combinaison linéaire de ces
r fonctions, on en déduit que tout yp,k est combinaison linéaire des yp,k,
1 ≤ k ≤ r, et de la série constante égale à 1, et comme le sous-espace vectoriel
engendré par les yk,p, 1 ≤ k ≤ s, et de dimension s, on a r + 1 ≥ s, donc
r = s − 1. Par suite, pour tout p ∈ F , l’équation différentielle (H) d’ordre
s − 1 possède un système complet de solutions séries entières à coefficients
dans Cp de rayon de convergence > 1. Par l’hypothèse de récurrence, toute
solution de (H) est un polynôme, donc aussi toute solution de (Es).

On peut donc supposer que P0 6= 0. Dans ce cas, le lemme 4.2 fournit une
équation différentielle d’ordre s (parce que le coefficient de z(s) est P0Ps 6= 0),
vérifiée par les dérivées des solutions de (Es). On peut normaliser cette
équation en supposant que ses polynômes coefficients sont premiers entre
eux, et que le polynôme coefficient de z(s) est unitaire. On l’écrit

(Es,1) Ps,1(x)z(s)(x) + · · ·+ P0,1(x)z(x) = 0.

Si P0,1 est non nul, on peut répéter l’opération. Nous voulons montrer
que l’on ne peut faire cela indéfiniment ; pour cela, nous raisonnons par
l’absurde. On suppose donc que pour tout h ≥ 0, une équation vérifiée par
les dérivées h-ièmes des solutions de l’équation (Es) est de la forme

(Es,h) Ps,h(x)z(s)(x) + · · ·+ P0,h(x)z(x) = 0

avec les propriétés que Ps,h est unitaire (donc non nul), P0,h non nul et les
Pk,h (0 ≤ k ≤ s) premiers entre eux.

Il en résulte que pour h quelconque et p ∈ F , les y
(h)
p,k , 1 ≤ k ≤ s,

sont linéairement indépendants sur Cp. En effet, sinon, soit h0 ≥ 1 le plus

petit entier tel que les y
(h)
p,k soient dépendants ; alors on voit comme on l’a

déjà rencontré que la constante 1 est solution de l’équation (Es,h0−1), donc
P0,h0−1 = 0, contrairement à l’hypothèse faite.

On peut alors appliquer le lemme 4.4 pour l’équation (Es,h). Il existe donc
des polynômes unitaires à coefficients dans Q, Ah(x), Sh(x), tels que Ah(x) =

Sh(x)Ps,h(x), et que pour tout p ∈ F , on a w(y
(h)
p , nk) = εkµp,hSh(x)Pk,h(x),

avec µp,h constante non nulle dans Cp.
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Nous considérons de manière particulière A(x) = A0(x), et nous choisis-
sons un entier j tel que js > d(A) (on rappelle que pour un polynôme U ,
on note d(U) son degré).

Nous faisons aussi le choix d’un entier premier p ∈ F assez grand de
façon que, pour tout h ≤ j, tous les zéros des polynômes Ah soient de
module ≤ 1, et que le coefficient δh du terme de plus haut degré dans P0,h

soit de module 1.

On a pour h ≤ j la relation w(y
(h)
p , n0) = w(y

(h+1)
p , ns), ce qui donne

ε0µp,hSh(x)P0,h(x) = εsµp,h+1Sh+1(x)Ps,h+1(x).

En considérant les coefficients des termes de plus haut degré, il vient
que ε0µp,hδh = εsµp,h+1, d’où l’on déduit que la valeur absolue de µp,h+1 est
égale à la valeur absolue de µp,h. Donc pour tout h ≤ j, la valeur absolue
de µp,h est égale à celle de µp,0 = µp.

On a maintenant, en posant mj = (j, j + 1, . . . , j + s− 1),

εsµp,jSj(x)Ps,j(x) = w(y(j)p , ns) = w(yp,mj).

Soit R > 1, assez proche de 1. On a l’inégalité

|w(yp,mj)|(R) ≤
|w(yp, ns)|(R)

Rjs
;

soit

|µp,j | |Sj |(R)|Ps,j |(R) ≤ |µp| |S0|(R)|Ps,0|(R)

Rsj
.

Compte tenu de la propriété des µp,h, du fait que les Sh et Ps,h sont uni-

taires et ont tous leur zéros de modules ≤ 1, on en tire que Rd(Sj)+d(Ps,j) ≤
Rd(S0)+d(Ps,0)−js, d’où, puisque R > 1,

d(Ps,j) ≤ d(Sj) + d(Ps,j) ≤ d(S0) + d(Ps,0)− js = d(A)− js < 0,

ce qui est absurde puisque Ps,j est non nul, et cette contradiction prouve
l’assertion.

Il existe donc un premier entier j0 tel que P0,j0 = 0 (on a j0 ≥ 1) ; par
conséquent, P0,h 6= 0 pour h ≤ j0 − 1. On applique alors le raisonnement
déjà fait (le cas P0 = 0 vu en début de démonstration), qui montre que
l’équation

Ps,j0z
(s−1) + · · ·+ P1,j0(x)z(x) = 0

d’ordre s− 1 vérifie les hypothèses de la proposition 4.1. Par l’hypothèse de
récurrence, toutes ses solutions sont des polynômes, donc aussi toutes les so-
lutions de l’équation (Es,j0). Par suite, si y est une solution de l’équation (Es),
sa dérivée j0-ième est un polynôme, et donc y est lui-même un polynôme,
ce qui termine la démonstration.
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Pour la démonstration du résultat général, nous aurons besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.5. Soit s ≥ 1, et Pk, 0 ≤ k ≤ s, des polynômes de Q[x] avec
Ps non nul. Il existe un nombre m ≥ 1, ne dépendant que des Pk, tel que
si p est un nombre premier, et y une solution de (Es) méromorphe dans un
disque de centre 0, rayon R > 0, dans Cp, alors z(x) = Ps(x)my(x) est une
série entière de rayon de convergence ≥ R.

Démonstration. On note tout d’abord qu’un pôle ω de la solution y est
nécessairement un zéro du polynôme Ps, car sinon, si c’est un pôle d’ordre N
de y, ce serait un pôle d’ordre s+N du terme Ps(x)y(s)(x), qui ne pourrait
être détruit par les termes Pk(x)y(k)(x), où ω est un pôle d’ordre inférieur.
Notons Ω l’ensemble des zéros de Ps, et V l’ensemble des indices k tels que
Pk 6= 0. Pour ω ∈ Ω et k ∈ V , on pose Pk(x) = (x−ω)mkQk(x), avec Qk(ω)
non nul, mk ≥ 0. Soit M1 le maximum des mk, k ∈ V , et supposons que
ω ∈ Ω soit un pôle de y, d’ordre N > M1. Alors ω est un pôle de tous
les Pk(x)y(k)(x), k ∈ V , et si le développement de Puiseux de y en ω est
de la forme y(x) = α/(x− ω)N + · · · avec α non nul, le premier terme du
développement de Puiseux dans Pk(x)y(k)(x) pour k ∈ V est

Qk(ω)(−1)kN(N + 1) · · · (N + k − 1)
α

(x− ω)N+k−mk
.

Soit h le maximum des N + k−mk, k ∈ V . Il existe une partie non vide
A de V tel que si k ∈ A, on a N + k −mk = h. On doit alors avoir(∑

k∈A
Qk(ω)(−1)kN(N + 1) · · · (N + k − 1)

)
α = 0.

Par suite, l’ensemble A contient au moins deux éléments, et comme α
est non nul,

∑
k∈AQk(ω)(−1)kx(x + 1) · · · (x + k − 1) est un polynôme

non nul, dont une solution est l’entier N . Si l’on considère l’ensemble des
polynômes construits de cette manière, on a un ensemble fini de polynômes
non nuls, ne dépendant que des Pk, et tel que si ω est un pôle de y d’ordre
N > M1, alors N est une racine d’un de ces polynômes. Il résulte de ceci
que l’ordre d’un pôle ω de y est majoré par une constante ne dépendant que
des Pk (et pas de l’entier premier p). L’existence de l’entier m en résulte
immédiatement.

Théorème 4.6. Soit s ≥ 2, et Pk, k = 0, . . . , s, s+ 1, des polynômes à
coefficients dans Q, avec Ps non nul. On considère l’équation différentielle

(Es) Ps(x)y(s)(x) + · · ·+ P0(x)y(x) = 0.

On fait l’hypothèse qu’il existe un ensemble infini F de nombres premiers
p tels que, pour p ∈ F , (Es) a s solutions fonctions méromorphes dans Cp,
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dont le rayon de méromorphie est strictement supérieur à 1, et linéairement
indépendantes sur Cp.

Alors toutes les solutions de (Es) sont des fractions rationnelles.

Démonstration. Soit m l’entier défini dans le lemme 4.5, et (G) l’équa-
tion différentielle vérifiée par les Ps(x)my(x) où y est une solution de (Es).
Alors (G) est comme (Es) une équation différentielle que l’on peut sup-
poser à coefficients dans Q[x]. Soit p ∈ F . Les solutions yk,p, 1 ≤ k ≤ s,
méromorphes, de rayon de méromorphie > 1, linéairement indépendantes,
de (Es) donnent par ce procédé des solutions zk,p(x) = Ps(x)myk,p(x) de
l’équation (G), linéairement indépendantes, qui seront par le lemme 4.5 des
solutions développables en série entière de rayon de convergence > 1. Par
la proposition 4.1, toute solution de (G) est un polynôme. Par suite, toute
solution de (Es) est une fraction rationnelle.
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et révisé le 8.11.2012 (7086)

http://dx.doi.org/10.1006/jnth.2000.2602
http://dx.doi.org/10.1080/17476930903394945

	Introduction et résultats
	Wronskiens généralisés
	Équations différentielles avec des solutions méromorphesdans Cp tout entier
	Équations différentielles à coefficients dans Q[x]

