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Théoreme de Pdlya en caractéristique finie
par

LAURENCE DELAMETTE (Lille)

G. Podlya a établi qu'une fonction entiere sur C d’ordre exponentiel
strictement inférieur a 1 ou d’ordre exponentiel égal a 1 et de type ex-
ponentiel inférieur & log2 prenant des valeurs entieres relatives sur N, est
un polynéme. M. Car a démontré un analogue de ce théoreme de Pdlya
sur 'anneau des polynémes F,[T] ot Fy est le corps fini & ¢ éléments. Des
exemples prouvent que le résultat obtenu est optimal pour I'ordre exponen-
tiel, mais ne l’est pas pour le type. Dans cet article, en faisant appel aux
déterminants d’interpolation qu’a introduits M. Waldschmidt [6] en cara-
ctéristique nulle, nous améliorons, dans le cas ol ¢ est assez grand, le résultat
établi par M. Car.

1. Position du probléeme. En 1915, G. Pdlya a montré qu’une fonction
entiere f sur C telle que

fycz e T B o) on (71, = sup 1(2)
r—eo r |z|<r
est un polynome. L’exemple de la fonction f(z) = 2% permet de démontrer
que ce résultat est optimal.

FEtudions un analogue en caractéristique finie.

On désigne par Fy[T] 'anneau des polynomes en une variable & coef-
ficients dans le corps fini Fy, & = Fy(T) son corps des fractions, koo =
F,((1/T)) le complété de k pour la valuation (1/T)-adique v normalisée par
v(T) = —1 que l'on prolonge & une cloture algébrique k (resp. ko) de k
(resp. koo) ainsi qu'a C' le complété de koo.

Posons, pour tout z dans C,

v(z) = — deg(2)
et pour f fonction entiere sur C, pour tout réel r,

M(f,r) = } SFI)>< (deg(f(2)),z € C).
eg(z)<r
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Quand r est rationnel, cette quantité est égale a
M, (f) = sup{rn +deg(a,) |n € N} ou f(X)= ZanX”
neN
([5], une démonstration de ce résultat est proposée en appendice).

Comme les fonctions M, (f) et M(f,r) sont croissantes, le résultat dé-
montré par M. Car [1] peut s’énoncer sous la forme :

THEOREME 1. Si f est une fonction entiére sur C telle que
— M(f,r 1
(f.r) _

S(Eq[T]) CFq[T] et )E{;O ¢ elog(q)qa/(a—1)"

alors f est un polynome.
En outre M. Car a démontré le résultat suivant :

THEOREME 2. Si f est une fonction entiére Fy-linéaire sur C telle que

= M(fr) _ 1
JE[T]) CH[T] et lim — = < oy

alors f est un polynome.

Nous avons essayé de démontrer ce théoreme pour toute fonction entiere.
Nous n’y sommes pas parvenus mais nous avons démontré :

THEOREME 3. Soit un nombre réel ¢ > 0. Il existe un entier q(g) tel que
pour tout corps Fy a g > q(e) éléments, la propriété suivante est vérifiée : si
une fonction entiére f sur C est telle que l'image de tout élément de F [T
est dans Fy[T] et que

M
lim (f’ 7") < 1 ,
r—oo  q" elog(q)q®

alors f est un polyndome.

REMARQUES. 1. Pour € donné, il est possible d’estimer ¢(¢). Le dernier
paragraphe fournit un exemple d’une version effective de ce théoréme.

2. La majoration est donnée sous cette forme pour comparer plus aisé-
ment ce résultat avec celui de M. Car.

Pour cela, nous allons, d’une part, utiliser les déterminants d’interpo-
lation dans un contexte analogue & l'article de M. Waldschmidt [6]. Une
premiere idée était d’adapter des analogues des polynoémes de Feldman mais
les estimations que nous avions faites ne nous permettaient pas de conclure.
C’est pourquoi nous avons eu recours a une suite extraite de ces polynémes.
D’autre part, nous avons utilisé un résultat d’A. Thiery [2] :
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THEOREME 4. Soit a dans C. Si f est une fonction entiére sur C telle
que

M qa/(g—1)
f(H)=a pour tout H dans F,[T] et lim (/1) <1 ,
rooo g elog(q)

alors f est un polynome.
Dans le second paragraphe, nous allons démontrer quelques résultats

techniques préliminaires du théoreme 3. Enfin, le dernier paragraphe sera
consacré a la preuve en elle-méme.

2. Quelques lemmes techniques. Dans un premier temps, nous allons
démontrer un lemme de Schwarz pour les alternants analogue a celui établi
par M. Waldschmidt [6].

Notons Ay, 'anneau des fonctions entieres dans CF.

PROPOSITION 5. Soient N et L deux entiers naturels tels que N > L—1
et ng,n1,...,ny des entiers tels que 0 = ng < ny < ... < ng = N. Soient
0, ...,En € Fy[T] tous distincts tels que

deg(§o) < deg(§1) < ... < deg(én)-
Sotent Ry,..., R, Fn, ..., Er des rationnels tels que, pour tout 1 < u < L,

Ry > deg(&,,) et 0< E, <R, —deg(&,).

Soient Qq, . ..,QL les polynomes d’une variable définis par
ny4+1—1
QX)= ] X-&) ((O<v<L)

Soit ¢ une fonction entiére dans CF telle que pour 0 < v < L, la fonction
O(&nrs- - €nys 2oty - - 21) soit divisible par Q,(z,) dans Ap—, pour tout
v<u<L. Alors

deg((b(gm? v 7§TLL)) < M ¢7 Z n,u

avec M(¢p, R) = sup{deg(p(z1,...,21)); deg(z;) = Ri, 1<i<L}.
Preuve. Soit, pour 1 < pu < L,

ny,—1

P(X)= ] X -&)= HQV
n=0

D’ou
Qu(X) = PJVD%%) pour v >1, Qu(X)= Py(X).
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La fonction ¢(z1,...,2r) est divisible dans Ay, par Pi(z,) pour 1 < pu < L,

donc par Pi(z1)...P1(z1). Par conséquent, il existe une fonction entiere
¢1 € A telle que

L
(1) (21, 20) = d1(z1,. .., 2L H

Montrons par récurrence sur v > 1 qu’il existe gbl,(z,,, Zytly- -y 20) € ALyt
telle que
v—1 L
(2) BEms s Envrs 2o 20) = 60l s 21) [ Pulénn) T P
p=1 p=v

e Siv =1, (2) est vrai par (1).
e Supposons maintenant les ¢1, ..., ¢, connus avec v < L. On remplace
z, par &,, dans (2) et on obtient

(3) ¢(£n1)'"agnyszJrlv"'azL)
:¢V<£nwzl/+17"'7 HP fnu H P Z,u

p=v+1

On sait par hypothése que gb(gm,...,fnu,z,,ﬂ,...,z,;) est divisible par

HﬁzuH Qv (z,). Par construction, le produit P;(&y,) ... Py(&n,) est non nul

et les polynoémes P, et (), sont premiers entre eux. Donc, d’apres (3),

ov(&n, s Z2u41, - - -, 21) est divisible par Hﬁ:y-‘,—l Qu(zy). Il existe une fonction
Gv+1(zv1, ..., 21) € Ap—y, telle que
L
(4) ¢V(£nu? Zyutly ey ZL) = ¢V+1(ZV+17 oo 7ZL) H QV(zM)‘
p=v+1

En associant (3) et (4), on obtient
¢(£n17 cee 7571,,7 Zu4ly .- 7ZL)

L v
= ¢V+l(zlj+17 s ZL) H QV(Z}L)PI/(Z,U,) H Pu(fnu)
p=v+1 p=1
ou encore
¢(§n17 . ,{ny, Zy41y- .- ,ZL)
L v
= b1 (zorts--s2n) ] Poni(z) [T Puléan)-
p=v+1 pn=1

On a bien montré (2) au rang v + 1.
On modifie maintenant les ¢, de la maniere suivante (c’est ici que le
caractere ultramétrique fait différer la preuve de celle de M. Waldschmidt) :
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chacun des z,, est remplacé par (z, —&n)/ay, et chaque &, par (§,, —&n)/ay
avec oy, € C tel que deg(a,) = R, (car le groupe des valeurs pour le degré
est Q). On obtient alors I'existence des fonctions 1, telles que

(5) ¢(£n1)'"’5”1)—1721/7"'7’2[/)

e (T T 2 (T 22%)

pn=1 n=0 pn=v n=0

On va maintenant établir une relation de récurrence entre v, et 1, 41.
En remplagant z, par &,, dans (5), on obtient

(6) ¢(§N17'"7§nu7zl/+17"'7ZL)
v ny—1

=tttz (T TT ) ( _ﬁ ﬁl%>

pn=1 n=0 p=v+1 n=0
Or (5) au rang v + 1 nous donne

(7) qb(é-nl)'"aénlnzll-i-l?"'aZL)

v ny—1 . Ny41— 1
= Yut1(z41,- -+, 2L (H H gn“ n)( H H )
pn=1 n=0 p=v+1 n=0

En comparant (6) et (7), on obtient

nyt1—1
(8)  Pur1 (2t 20) = Yo (&nr 241, 2L (H II - )

p=v+1 n=n,

De (8), on déduit
(9)  sup{deg(¥v+1(2v+1,...,20)); deg(z;)) = R;, v +1<i < L}
< sup{deg(¢,(zy,...,21)); deg(z;) = R;, v <i < L}.

Par (5), au rang v = L et en remplagant zy, par &,,, on a

L—1nu— 15 - nr, 15 5
(10)  OEnsesbny) = B1(Eny) (H I St )(H e )
1 n=0
#L ny— 15 .
e (1T 1T =25
p=1 n=0
De (9) et (10), il s’ensuit
L
deg(¢(£n1a o 7§HL)) S M((ba R) - ZnuE}t'
pn=1

COROLLAIRE 6. Soient N et L deuzr entiers positifs avec N > L et
ng,Mni,...,nr des entiers tels que 0 = ng < ny < ... < nr = N. Soient
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0, ..., &N € Fy[T] tous distincts tels que

deg(&o) < deg(&1) < ... < deg(én)-
Sotent Ry,..., R, Fn, ..., Er des rationnels tels que, pour tout 1 < u < L,

R) > deg(&n,) et 0<E, <R, —deg(§,,)

Soit F = (f1,...,fr) une application enti¢re de C dans C* (toutes les
coordonnées sont des fonctions entiéres). On suppose aussi que, pour 0 <
v<Letn, <n<nyt1, la matrice L X (v + 1) suivante :

(F'(&n1)s- -+ F(&n,), F(&n))

a un rang < v. Alors
L

L
deg(det(fr(&n,,))1<ru<L) Z max {M(fx, Ru)} — ZnuEM.

1<A<L
p=1

Preuve. Posons

P(z1, ..., 20) = det(fa(zu) ) 1<npu<r

L’hypothese du corollaire nous permet de dire que pour tout 0 < v < L, la
fonction ¢(&nys- -y €nys Zut1, - - -5 21) €St, pour tout v < p < L, divisible par
Qu(zu) = H"”H (24 — &n)- En appliquant la proposition, on obtient

deg(det(fx(&n.))r1<apusr) < M(¢, R Znu
D’ou

L
deg(det(f(én,))1<npu<r) < Z max {M(fx, Bu)} — Znu
=

1<AL

Pour utiliser ce corollaire comme le fait M. Waldschmldt, nous allons
considérer une sous-suite d’un analogue des polynémes de Feldman définis
par Carlitz et que nous allons maintenant préciser.

Rappelons que Dy, se définit de la maniere suivante :

Dy=[nD!_,, h>1,[0]=T" T, Dy=1
et que deg(Dy) = hq".
Soit n un entier dont la décomposition en base g est la suivante :
n=no+nq+...+nsqg> avec 0<n;<q,i=0,...,8 et ng #0.
On a
v(X)= [] x-H).

HEeF4[T]
deg(H)<n
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Pour tout H dans F,[T] et tout entier naturel j, ¥;(H)/D; est dans [Fy[T]
(voir [3, 4]). Dans les lemmes 7 et 8, nous controlons la grandeur des valeurs
prises par les ¥;(X)/Dj, j € N.
LEMME 7. Soit un entier r > 0. Alors, pour tout entier j, on a
M 22 ) < p( =02 ).
< D, Dy

Preuve. Soit z tel que deg(z) = r. Pour tout j, on a

]-‘rl( )/Dj-i-l _ Dj (IL’—H)
j(x)/Dj Ditt gogti=s
1°" cas : 5 > r — 1. On obtient
deg(%) <j¢ — G+ G D@ - ) < ¢
J

La suite (deg(¥;(z)/Dj));>r—1 est décroissante.
24 cqs:j<r—1. Ona

D . A . A
de@‘( &Ey Hl) =jd = G+ D@ + (@t = ¢)

¥(z)/D;
=d((a=1r—(a-1)j—q)
> (a1 +2)—(a—1)j—q) 20
La suite (deg(¥j(x)/Dj))j<r—1 est croissante.
Par conséquent,

(B,) < (%0,

LEMME 8. Soit un entier r > 0. Alors, pour tout entier j, on a

¥(X)
M- ) <qg L

( D, > =1
Preuve. Soit un entier r > 0. Alors, pour tout entier j, on a

v, (X
M< r 1( ),7“> < Tqr—l i (7“— 1)qr—1 < qr—l.
Drfl

3. Théoréme de Pélya. Commencons maintenant la preuve du théo-
reme 3.
Soit b un réel strictement positif. Soit f une fonction entiere sur C' telle
que 'image de tout élément de F [T est dans Fy[T] et que
— M(f,r
i ML)

r—00 qr

<b.

Notons d’abord :
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LEMME 9. Il existe une constante K (dépendant de f) telle que, pour
tout r > 0,
M(f,r) <bq" + K.

Adaptons les idées mises en ceuvre par M. Waldschmidt dans [6].
Soient J et U deux entiers naturels non nuls qui seront choisis ultérieu-
rement. Considérons I’application F, : C — C¥ avec L = JU définie par

s or(e)n) = (B2 56 -

1<t<U

L’ordre des ¢y, 1 < A < L, est indifférent. On pose

P(z1, ..+, 21) = det(wa(2u)) 1<) p<L-

Supposons que F,(IF4[T]) n’est pas contenu dans un sous-espace vectoriel
de dimension sur C' strictement inférieure a L ; alors il existe un L-uplet dans
(F,[T])Y sur lequel ¢ ne s’annule pas.

On définit un ordre < dans [T comme suit, déduit d'un ordre < fixé
initialement sur F, : Soient P =Y"" ja;T% et Q = > b;T* dans F,[T] :

e si deg(P) est strictement inférieur a deg(Q) alors P < @,

o si deg(P) = deg(Q) et a,, < by, alors P < Q,

o si deg(P) = deg(Q), an = by, et ap—1 < bp—1 alors P < @, et ainsi de
suite.

(Notons que le j-eme polynome de Fy[T] est de degré strictement infé-
rieur a log,(j + 1).)

On choisit (&,,,...,&n,) le plus petit élément pour 'ordre lexicogra-
phique de F,[T]F déduit de I'ordre < sur F,[T] pour lequel ¢(&y,,- .., En,)
ne soit pas nul. On notera A cet élément.

Montrons que 1, ...,y s’annulent toutes en 0 et en les n; — 1 pre-
miers polynomes non nuls de Fy[T] et ne s’annulent pas en le nj-ieme :
(fnla s 7£TLL) est le plus petit L-uplet tel que (‘;0/\(£m)7 SRR Spk(gnL))lg)\SL
soit une base de Fr,(F,[T]).

Soit n € {0,...,n1 —1}. Le vecteur (px(&n))i<a<r ne peut pas étre
complété en une base de F1,(F,[T7]). C’est donc le vecteur nul.

Par le méme raisonnement, pour n = nij,n; + 1,...,ny — 1, le vecteur
(er(€n))1<a<r appartient a la droite engendrée par (¢ (&n,))1<a<r €t, plus
généralement, pour 1 < p < L et pour n, < n < ny41, la matrice

©1(6ny) -+ ‘Pl(fnu) ©1(6n)

or(n) - @L(gnu) or(&n)

a pour rang f.
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Nous allons maintenant appliquer le corollaire 6 avec R, rationnel tel
que

Og@ﬂ(deg(én)) < Ry, <logy(n,+1)+ A

ol (&,)nen est la suite de tous les polyndmes rangés par ordre croissant, et
E, =A< R, —deg(&n,),

A étant un rationnel > 0 & choisir. Alors, on a

L
<
deg(A) < ; [max (M(ex, R Z Any,.

Par conséquent, d’apres les lemmes 8 et 9, on a

L
deg(A) < Z {g" 1 + Ubg" + KU — An,,},
pn=1

d’ou
L
deg(A Z (n,+1) )¢t + Ubg? (ny+1)+ KU — An,}.
On a alors

deg(A) < Lg* ™' + LUb¢® + LKU + (¢~ + Ubg”* —

=
i1
3

On suppose que U et A vérifient la condition suivante :
(11) T+ U — A <.
On obtient

L
deg(A) < Lg*™' + LUbg* + LKU + > pu(q* ™ + Ubg” — A)
pn=1

L(L+1)
2

< Lg*~'+ LUb¢" + LKU + (@' + Ubg” — A)

<12 qul n qu+K+ qul—l—quA—A_i_qA*l—i—quA—A
- L J 2 2L '

On choisit J assez grand pour que deg(A) < 0. A est alors nul.

Pour tout tel J, 'hypothese de départ n’est pas satisfaite : Fr,(IFy[T])
est contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension sur C' strictement
inférieure & L et est donc dans un hyperplan de C¥. Par conséquent, il existe
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des polynémes a;; € C non tous nuls tels que la fonction

J U (s
X =30y o 1)

j=1t=1

s’annule sur F,[T7.
Il existe C7 > 0 tel que, pour r > J,

U(X
M(x,r) < Cy +M<L,T> +Ubq".
Dy
Il existe Cy > 0 tel que, pour r > J,
M(x,r) < Co+rq’ +Ubqg".

Le type de x est inférieur & Ub. D’apres A.Thiery [théoreme 4 de ce texte],
sib < q4/(@=1) /(Uelog(q)), x est un polynome. Puisque les ¥; sont de degré
deux a deux différents, f est une fonction algébrique ; comme elle est entiere,
c’est un polynome.
Soit € > 0. On choisit U = 1, A = 1—¢', b = 1/(log(q)eq®), avec &'
rationnel, 0 < &’ <1 et 1 <e+¢'. Pour g assez grand, on a
1 1

— t o1

¢ log(q)eq=t'~!
La condition (11) est ainsi vérifiée. On peut choisir par exemple ¢’ = 1—¢/2.
D’ot le résultat annoncé.

<1-¢.

EXEMPLE. Soit ¢ > ¢!65662_Sj f est une fonction entiere telle que I'image
de tout élément de [Fy[T] est dans F,[T] et que
— M 1
lim (f.7) < —,
reoo q" elog(q)q"”

alors f est un polynome.

Prenons ¢ = 1072, ¢/ =1 — 1079,

Pour des petites valeurs de g, le résultat de M. Car reste meilleur que le
notre.

De méme, comme M. Car [1, proposition VII.1], la méthode donne aussi
le résultat suivant :

PROPOSITION 10. Soit L une extension finie de Fy(T). Soit B l’ensemble
des entiers de L sur Fy[T]. Soit un réel € > 0. Alors il existe un entier q(¢)
tel que pour q > q(g), la propriété suivante est vérifiée :

Si f est une fonction entiére telle que 'image de tout élément de Fy[T
est dans B et que

M 1
lim (f:7) < ,
r elog(q)q®

r—00 q

alors f est un polynome.
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Preuve. Si o € B et deg(a) < 0, alors a = 0.

Remerciements. C’est avec plaisir que nous tenons & remercier
M. Car, M. Waldschmidt ainsi que le rapporteur pour leurs nombreuses
et utiles remarques sur une version antérieure de ce texte.

Appendice

PROPOSITION. Soit f une fonction entiére sur C telle que f(X) =
> nen @n X", Pour tout rationnel r,

M(f,r) = My(f).

Preuve. Comme r est rationnel, il existe zp dans C' tel que deg(zp) =
M, (f). En considérant la fonction entiere g(z) = f(z/z9), on se rameéne au
cas 7 = 0.

Si tous les coefficients de f sont des éléments de [y, alors le résultat est
trivial. Sinon il existe n € N tel que deg(a,) = My(f). En considérant la
série g = f/ay, on se ramene a My(f) = 0. Il est clair que M (f,0) < My(f).

Pour démontrer la proposition, il suffit de trouver un z tel que

deg(f(z)) = Mo(f) = 0.

Notons B(0) = {z € C [ deg(z) < 0} et k= C/{z € C | deg(z) < 0}.
Soit ¢ : B(0) — k la projection canonique. Comme lim,,_,, deg(a,) = —o0,
Y nen P(an)X™ € k[X]. Deplus, Y o #(a,) X" est non nul; sinon on aurait

My (f) < 0. Il existe donc ¢(z) € k tel que > - d(an)o(2)" # 0. Or, pour
tout IV assez grand,

D 0lan)d(2)" = 3 dlan)o(2)" = (3 anz").
n=0 n=0

neN

Cela entraine que deg(ZfLO apz") = 0. Comme le degré est continu, on a
deg(d,ennz™) =0. m
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