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f(N0) ⊂ Z ¡.[L¢ N0 = Z≥0 ¡ �"�(��}B�����d� [L\ �=���b�p����� \ �b�=�d}�}�� �
[L\1� �=� [L\ � � �� \:£B[ }�~ \]¤ ��� � � lim supr→∞(log |f |r/r) < log 2 ¡¥[L¢ |f |r � � �¦}�� �§��¨s���z�]�©���
� [ ���]}�� ���

f(z) � �]�ª}�� � �d� � }�� |z| = r
y���� �
[L\1� �=� [L\ 2z

� [L\ �=��� �p�]� � �z��� � �]}�� ���� � �§}������d��}�}��d�]� £B[.��� ��«]}��Ly¬�� \1� }����x®d�����K�¯�=� � }���{�|L}�~�� �"[L\1� �����d�°�K���±�K� �=� �²��� �
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[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � f �=�d}�}�� � �p�]�

f(Z) ⊂ Z yE³�"�±�K�¯�=� � }��´���d�§�K�=�p���K«]}��µ���"¶L�K���
� � ��� ���=�d�ª��� \][ �z«]���d� � � � ��� � �]�d� � �]� � �"�b�L� \ �d�°�K}�� � ���=� [L\1� y¥���¦��� � �]}�� ���ª����{�|L}�~��x�
�"�=���K���d}�� [ ��� £ �K�¸·��K�=�s~ ���t¹��R¡ {�|L}�~�� ���L��� �"�¸�p�]�d}��p�]� � �K���=��� � � [L\ �§³��yA{&� ��[ �
���lºK� y�» \��t¼.�l¹¸½ y�¾1�]¿l� � �dÀE� ��Ág� ���K« [ �=����}D���"�=�1������� �*�
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � f �=�d}�}�� ��p�]�

f(Z[i]) ⊂ Z[i] ¡ �"�� \´�t¼LÂLÂÄÃ y]Å�y]w��d}D� �
[L\ � ���tº��¥� �d}�}������ �*�
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� ��p�]� £ ��� \]\ � \ �ª��� � ¶L�K}��d�]� � � \ �=���d��� �b� �]�Æ� \ � £ � [ �L��� ��� � [L\ �L� [ ���"�=�����p�]�
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[L\1��É�=� [L\1� � \ �=���d��� � ��� £ }�� � ���d�]� � ¶L�K�����K«]}�� �"¡¥£ �K�ª�"¨s�d� £ }��z� \ ������� � �=� [L\ ��� {�|L}�~�� £ �K�
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[L\ � £ �K�Æ{�y Z � \ � �=� ���]� ��ÂK�R¡]Ê y É {�y Z �dËd��¶s� \
����� �"�E¾*y1wª�°�K�§�K� \µ���"Ìl� y�» \´�t¼.�l¼zÃ y1Å�y1wª�d}D� �
[L\ � ��¼K� �Ä�L� \ �d�°�K}�� � ��}������ � �]}�� ���b���
{�|L}�~�� � \ �"�=�1����� \ �ª��� �Æ�
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � �K�����=�]���"�=���p�]� � f �=�d}�}�� � �p�]�

f (σ)(n) ∈ Z £B[ �]�Æ� [ ��� n ∈ N0
�"� £B[ �]� σ = 0, . . . , s− 1

£B[ �]��� \ s ∈ N �p�]�d} �"[L\ �p�]��Í�¨s�LyAwª�d}D� �
[L\ �7�����d� [L\ �=�����p����� \ �x�=�d}�}�� �
[L\1� �=� [L\� � �E� \�£B[ }�~ \]¤ ��� � �
lim sup
r→∞

log |f |r/r < s log(1 + e(1−s)/s).
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f (σ)(n) ∈ Z 23�' �)+�,�' 4� n ∈ N0 �%��23�' �) σ = 0, . . . , s− 1

�%�
log |f |r ≤ γr 23�' �)+�,�' 4� r 5* �675�8'9:9������<;�)=8'��>B¡?��@ γ < s·0.32766348 =: γs.A -B�')�5 f ��5C�D 4�!�D"����!$%�&���'�E23��-GF'���'9:��8H-B��I

Remarque �JI {�y Z � \ � �=� ���]�Ò�"��Ñ yªÓB�1����}�� \,[ «��=��� \]\ � \ �´���Ç���d��}�}��d�]��� �¶L�K}��d�]� � ���
γs £B[ �]� s = 2, . . . , 9 ¡�£ �K� �"¨s�d� £ }�� γ2 = 0.99407702 . . . =

2 · 0.497039 . . . , γ3 = 1.33990538 . . . = 3 · 0.446635 . . . , γ9 = 3.38570755 . . . =
9 · 0.37619 . . .

y¥³ [ �����¦}�� £ }�� £ �K�¯����� � �K���=��� � �K���=�d�]� �d¡¥Z � \ � ��� ���]���"�¦ÓB�1����}�� \���=��}�� � � \ �Ô}��5���"�=� [ ���G��� �µ� �d����� � �¥��� \ �=�d� £B[ }����=� [L\ y1K��K� � ��} � �"¨ £ } [ ���=� \ �N�K� ��� �� \ �G�����d�9� \ �=� [ ���]���=� £ �K� wzyMLE�]� \ �"�N³ªy�Nª� [ }�� £B[ �]�Ç}D���"�=�1���5��� � ��� � �]��� ��¥�������°���=� [L\ �K}����=�z���
ζ(2)
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ζ(3)

� \ ���=��}�� � � \ �²� \ ��� � �=� [L\ �����L� [ � £ �Ly» \§�t¼.Á�Os¡ KÇydÑÔ�K}�� �=� �]�����s� ���LÕg� �Æ���d� [L\ �=���*�p��� [L\Ä£ �d��� £ � [ ��¶.�d�	}��&�=�]� [ ���d�x�
����{�|L}�~�� Y �§�K� � �d¶.� � � \ � �"[L\1� � � \ �=� £ }�� �b£ �"�=���=�z�p�]�

log 2 ^ � \ ���=��}�� � � \ �ª}�� ��� É�=� [ ���§���¸�=�°� \1�=� � \ �1� \1� ����� ½s� � \ �d�����d�dy�¬�� \1�Ä� �"� �K�¯�=� � }�� \][ � � ���=��}�� ��[L\1� �K� ��� ���� � ���"�=� [ ��� � ���´�=�°� \1��� � \ �1� \1� � ¡ � � �d¶ [ ����� \ �´¶L�K����� \ �=�Ç���´}��7�x�"�=� [ ���µ���
½s� � \ �d�����d�x���=��}�� � � \ �§��� � ���"�=�d����� \ � \ � � �¥��� \ �=�d� £B[ }����=� [L\ Y £ �K�¸�"¨s�d� £ }�� £B[ �]��}��
{Ï� [L£B[.� ���=� [L\Ô�g^ �"�E}�� �x�"�=� [ ���¦���zwª�d}D� �
[L\ �H�d¶.� � � \ � �"[L\1� �=��� � �=� [L\ �¥��� \ � �
[L\1��É�=� [L\ �K��¨s��}����K����� Y £ �K�E�"¨s�d� £ }�� £B[ �]�E}��¸{Ï� [L£B[.� ���=� [L\:�L^ y¬�� \1� }������d��¨s���d��� £ �K�°�K�L�°� £ �]�H��� � �"�§�K�¯�=� � }�� \][ � � � [L\ �=� [L\1� }������ � �]}�� ���
� �]��¶L� \ �z�p�]�*�K�x�d}�� [ ��� �"[L\1� �����d�°�K«]}��d�x� \ � � �d}��]�(��� Z � \ � �=� ���]�Ô�"� ÓB�1����}�� \Ç£B[ �]�}�� � �L�°� \ ��� � ¶L�K}��d�]� � ���

s ¡ ���K� � � � ���§�K}��]�d�]���d� � �d��� \ � £ }�� ��� �K��«]}�� £B[ �]�	}�� ��£ �"�=���=� �¶L�K}��d�]� � ���
s
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0� �� γs/s → 0.78592968 . . . 0� �8'��> s → ∞ �%�Y8�FP8����Y-/8Z2�)=��2�)C��V%�,V:5* ��.[�8'���,�M\]���
s ≥ 2 ��5C�< ��^���'9�U�)=�+�����&����)��%�
5C� f : C→ C ��5C�< ����<"��'��$��&�����_�����&��(�)*���,�%-.-/�Z0� ��

f (σ)(n) ∈ Z 23�' �)+�,�' 4� n ∈ N0 �%��23�' �) σ = 0, . . . , s− 1

�%�
log |f |r ≤ γr 24�� �)Z�,�� 4� r 5C �6`5%8'9:9a�����<;�)=8'��>B¡#�'@ γ < γs ¡
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Z � \ � �=� ���]�Î�"�xÓB�1����}�� \ ���d� [L\ �=��� \ �§�K� ��� �Æ�1� \1�È��Õg� �p������}Ü�"¨s� � �=� £B[ �]�z� [ ���

s ∈ N � \ � �
[L\1� �=� [L\ � \ �=���d�����=�°� \1�=� � \ �1� \ �=� f �=�d}�}�� �p�]�
f (σ)(n) ∈ Z £B[ �]�²� [ ���

n ∈ Z �"� £B[ �]� σ = 0, . . . , s − 1
�"�±��� � � [ � �=� � \1� �:�§�ed [ ���d� £ �K� log |f |r ≤

(π/3)sr+o(r)
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� �¦���d� [L\1� �=�°���=� [L\ � � �(�=��� �(� �d�z«]}��K«]}��ª� � �d}�}��b���cfÆ�]� [ ���d��� �l¡ �1� \1� }��E�=� [ � � ���d�x�
£ �K�°�K�L�°� £ �]����� � �"�z�K�¯�=� � }�� \][ � � �"¨ £ }����p�]�d� [L\1��� �d�]}��d��� \ �Ä}�� � ���/g��d��� \1� � � � \ �=���}�� � ���d��¨����d� [L\1� �=�°���=� [L\1� y
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0� �� γs/s → 0.9905659020 . . . 0� �8'�!> s → ∞ �%�X8'FJ8'��� -/8M2�)=�C2�)���V%�,V15C ��.[�8'���,�1\
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f (σ)(n) ∈ Z 23�' �)Z�,�' 4� n ∈ Z �%��24�� �) σ = 0, . . . , s− 1

�%�
log |f |r ≤ γr 24�� �)Z�,�� 4� r 5C �6`5%8'9:9a�����<;�)=8'��>B¡#�'@ γ < γs ¡
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» \ �t¼L¹.Á�¡ÜÃ yEÅzyÆw��d}D� �
[L\ � ���L�"� �Ç���d� [L\ �=����}��´��� � �]}�� ��� � �]��¶L� \ � £B[ �]�O}�� �

�
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � �p�]� £ ��� \]\ � \ � ��� � ¶L�K}��d�]� � � \ �=���d��� �Ç� �]�µ� \ � £ � [ �L��� ��� � [L\�L� [ ���"�=�����p�]�Ly
�������
	����� Y wª�d}D� �
[L\ � ¡�t¼L¹.ÁL^���� �'������� q ∈ N �,�%-b0� �� q > 1 ��� s ∈ N ID���

 ����b"��'��$��&����� �����&��(�)=� f �,�%-.-B�10� ��
f (σ)(qn) ∈ Z 23�' 4)Z�,�' 3� n ∈ N0 �%��24�� �) σ = 0, . . . , s− 1

5%8��&�.5."�8'�T�
log |f |r ≤ γ

(log r)2

log q
23�' �)+�,�' 4� r 5* �675�8'919a�����<;�)=8'��>�¡?�'@
γ <

s

4(1 + 3(s− 1)/π2s)
,

8�-/�')�5 f ��5C�D ��!�b"��'��$%�&���'�c23��-GF��!�'91��8�-B��I
¬�� \1�� Ìl� {�y Z � \ � �=� ���]���"���°y ½ �]� [ ¿l�dÀÆ� �"[L\1� �=���]� � � \ � £B[ �]�	� [ ��� q ∈ N\{1} �"�

£B[ �]�Æ� [ ��� s ∈ N � \ � �
[L\1� �=� [L\ � \ �=���d�����=�°� \1��� � \ �1� \ �=� f �=�d}�}��Ä�p�]�
f (σ)(qn) ∈ Z

£B[ �]�Æ� [ ��� n ∈ N �"� £B[ �]� σ = 0, . . . , s− 1
�"�²��� � � [ � �=� � \1� ���§�ed [ ���d� £ �K�

log |f |r ≤
s

4 log q
(log r)2.

�æ} �Ü�"[L\ d?� � �=�]��� \ �b�p�]���1� \1� }��²�=�]� [ ���d�������¦w��d}D� �
[L\ � [L\O£ �d���Ü���d� £ }�� � �d�}�� �"[L\�É�����=� [L\ γ < s/4(1 + 3(s− 1)/π2s) £ �K� γ < s/4
y

� [ � � �K}�} [L\1� � [L\ �=���d�²�K� £ �K�°�K�L�°� £ �]� Ì }��
�������
	����� Â3�R� �'�T� q ∈ Z �,�%-<0� �� |q| > 1 I]QC-<�*S��.5C�,�1 ����:5C ��T�,� (γs)s∈N >P�

���'9�U�)=��5Z)=V*�%-G5Y24��5*�T�&� "*5Z�,�%-W5M0� �� γs ∼ s/4 23�' �) s �,����>P8'���b[���)C5Z-�� �.���<���Y8'FJ8'��� -B8
2�)*�C2�)���V��,Va5* 4�.['8����,�R\?��� s ≥ 2 ��5C�  �� ���'9�U�)=�E�����&����)��%� 5*� f ��5C�  ��!� "����!$%�&���'�
�����&��(�)*�:8�FP8����b-/��5b2!)=�C2�)���V%�,V�5

f (σ)(qn) ∈ Z 23�' 4)Z�,�' 3� n ∈ N0 �%��24�� �) σ = 0, . . . , s− 1

�%�
log |f |r ≤ γ

(log r)2

log |q| 23�' 4)Z�,�' 3� r 5C �6`5%8'9:9a�����<;')*8'�!>�¡?�'@ γ < γs ¡
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Remarque �3I ��� ���
[L\1� �=� [L\1�µ�"[L\1� �=���]���=� �µ£ �K� Z � \ � ��� ���]� �"� ½ �]� [ ¿l�dÀE�

� [L\ �=��� \ �x�p�]� � �O�=�]� [ ���d���±� � ��}��O���d��}�}��d�]� £B[.��� ��«]}��È�1� \1� � \N� � \1� � � ~s� £ � [lÉ�=���p�]� \�� �d}�� � ��� \ ��Í]���p�]�¸}D� [L\:\ � £ �d��� £ � � ���d� £ }�� � �d� γs ∼ s/4 £ �K� γs ∼ s · c�d¶.� � � \ � �"[L\1� � � \ �=� c > 1/4
y

¬�� \1� }��O�=� [ � � ���d�x� � � � «]��� \ �"�=�1��������� � �
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � �K�����=�]���"�=���p�]� �"¡
� ��� � � É � É �������}�� �	�
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � f �=�d}�}�� � �p�]�

f(Z[i]) ⊂ Z[i] ¡ � £ ��� � ��� � �=�°�d¶L�K��¨��� ½ yÜ¾1�]¿l� � �dÀÆ� ��Ág�R¡ÆÃ ybÅ�yEw��d}D� �
[L\ � � O��R¡ �Ïybwª���]�§� \o���gÕg�R¡ ¬zy KH� �=� �d� ���gÁ��R¡Í \ �K}��d��� \ �ª¾*yBw��°�K�§�K� \Ç���tÂK� � ���d� [L\ �=���¦� \Ç�t¼HO�� }����=�]� [ ���d��� � �]��¶L� \ � \
�������
	����� Y wª�°�K�§�K� \�¡B�t¼HO��g^��a� �'�T� K -/��$C�'),2!5 0� �8P>')=8��&��0� �� �.9�8 ;��.�!8'�.)*��>P�

>'�.5%$�)C�.9:�.��8'��� −∆ ¡
�%� a =
√
∆/2 -�� 8'�.)=�1> �  ��a238')*8�-.-BV%-/�*;')*8'9:9a�D"����!>P8�9a�����,8�-
>' 

)=V�5%�*8' OK >P��5+�����&����)C5M>P� K I
Y � ^E��� f ��5��# ����b"��'�!$%�&���'� �����&��(�)=�+[�V�)�� �b8'��� f(OK) ⊂ OK �%�

lim sup
r→∞

log |f |r
r2

<
π

2ea
,

8�-/�')�5 f ��5C�# 4��23��-GF�� � 9�� I
Y ��� ^EQC-��*S��.5C�,�Z ����b"��'��$��&����� �����&��(�)=� f �,�%-.-/�10� �� f(OK) ⊂ OK ���

lim sup
r→∞

log |f |r
r2

=
π

2ea
.

� �c238')��&��$� 4-G����)�¡ f � � ��5C��238'5� ��c23��-WF�� � 9a��I
Å \´£ �d����� �=� �dË � � � ��}��d��� \ �¦�L� \ �d�°�K}�� � �d�¦}�� � ���d� [L\1� �=�°���=� [L\1� ����¾*y	wª�°�K���K� \� \N�"[L\1� �����d�°� \ �x}�� �z�
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � �=�d}�}�� � �p�]�

f (σ)(OK) ⊂ OK £B[ �]� σ =
0, . . . , s − 1 ¡Ï[L¢ s ∈ N � � �§Í�¨s�Ly*{ [ �]�x���d� [L\ �=���d�x}D�ó� \ �K} [ �L�]����� Y � ^ ��} � ���¸�
�¥�����=��}�� � �d��� \ }��d�x���´��� ½s� �pÀE�K��ËÇ�d¶.� � �z�]}��=� £ }�� � ���=� � �1� \1� }�� ���d� [L\1� �=�°���=� [L\
[ �����L� \ �K}��Ly�¬�� \1�E� �"���=� � ���=�����=� [L\È[L\O[ «��=��� \ �b}D�ó� \ �K} [ �L�]����� Y � ^�¯[ � � }�� �"[L\ �����=� [L\

lim sup
r→∞

log |f |r
r2

< s
π

2ea
,

�"� [L\±£ �d��� �"[L\1� �=���]������� \ � �
[L\1� �=� [L\ f � ���=� ��� �K� � � \ �
lim sup
r→∞

log |f |r
r2

= s
π

2ea

£B[ �]�E}D�ó� \ �K} [ �L�]�z��� Y ��� ^ y³ [L\ �=�°�K�����d��� \ �Ä�K� � � � �p���l���°���=���p�]� ���§�K�L� \ �K����� [L¢ }�� £ ���d��¶.�z� � ��� \ �K} [ �L�]��K��¨��=�°�d¶L�K��¨H� \ �=�d�����d�]� �"¡ }�� � ���d� [L\1� �=�°���=� [L\1� ��� � fÜ�]� [ ���d�x� �¦� � Â ���=��}�� � � \ �²� \ ����d�§�K� � �]� \][ ��¶.�d}�}�� \�[L\±�"[ ���x� \1� � £ �K�E���d� [L\ �=���d�E�p�]� ¡]��[ � � }��d�]�Æ�p~ £B[ �=�]� � � �d¡}�� �
[L\1� �=� [L\ f � � � �¯[ }����=� [L\ �¥��� \ ���t�p�����=� [L\ ���/g��d��� \ �=���d}�}�� � �"[ ��� � ��� \ � �b£B[ }�~ \][lÉ�����K��¨ Y�� �²�p�]�1�"¨ £ }����p�]�²�p�]�b}�� £ ���d��¶.� \ ��� � �Ï¶L�K}��K«]}��²�p�]� � � s ≥ 2 ^ y Ã � \1� �]� [ ���=� �}�� � ���d����¶.�d� � ��� }�� �
[L\1� �=� [L\ f [L\ ����� �ª£ � [L£ �����"�=� � �K�����=�]���"�=���p�]� � �"� [L\��"[L\1� }����� \ �L� \ �d�°�K}�� � � \ ����� � ��� � �]}�� ��� � ��� d�� �"[L\]\ � � \ � \ �t¼L¹HOs¡ �1� \1� }D�ó�K�¯�=� � }�� ��¹�� ��� d��
� ���=� ¡ wzy Ã y¥¾1�������§� \ � �"[ ����� \1� � }D���"�=�1������� ���
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � f �=�d}�}�� � �p�]�
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f (σ)(n) ∈ Z £B[ �]�¦� [ ��� n ∈ N0
�"� £B[ �]�Ä� [ ��� σ ∈ N0

y �æ}�±���d� [L\ �=���x�p����� \ ��=�d}�}�� �
[L\1� �=� [L\ � � �²� \È£B[ }�~ \]¤ ��� � � lim supr→∞(log log |f |r/r) < log(1 + e−1)
y

¬�� \1�x���LÁ � �l¼��Ï\][ � � �d¶ [L\1� �"�=�1����� � � £ � [ «]}��d���¸�"���K� ��� �&}�� � � \ �K} [ �L�]� �Ä� �]��� \ �
£ � [ �L��� �=� � [L\ �L� [ ���"�=�����p�]�

qn [ �§� \��"[ � £1� ���§�K�L� \ �K�����ª�p���l���°���=���p�]�Ly � [ � � �d¶ [L\1�� [L\ �=��� }�� �=�]� [ ���d��� � �]��¶L� \ �Ä� [L\ �¦}�� ��£B[ � \ � ��Y � ^ �"� Y ����� ^²��[L\ ���K� ��� � �"[ � [ }�}��K����� ���� � {Ï� [L£B[.� ���=� [L\1��� �"� Õ ��� � �"�ª�K�¯�=� � }��Ly
�������
	����� Y Ñµ�d}��=�d� ¡¦�lºLºLº � º.�L^��c�����T� f  ����E"��'��$%�&���'� �����&��(�)=�`�&)=8'��5�$C�����

>P8����,��I��D� 8a\
Y � ^E���D-B8 "��'��$��&����� f 5�8H�&�.5."�8'�T� f (σ)(n) ∈ Z 23�' �)M�,�' 4� n ∈ N0 �%��23�' �)M�,�' 4�

σ ∈ N0 ¡?8�-/�')�5
lim sup
r→∞

log log |f |r
r

≥ log 2.

Y ��� ^ ��� q ∈ Z 8�['�C$ |q| > 1 �%� 5*�b-B8 "��'�!$%�&���'� f 5�8H�&�.5."�8'�T� f (σ)(qn) ∈ Z 23�' �)
�,�' 4� n ∈ N0 �%��23�' �)Z�,�� 4� σ ∈ N0 ¡?8�-/�')�5

lim sup
r→∞

log log |f |r
(log r)2

≥ 1

4 log |q| .

Y ����� ^ ��� K ��5C�+-/� $*�') 2�5_0� �8P>')=8��&��0� �� �.9a8 ;��.�!8��.)=� >P� >'�.5�$�)��.9:�.��8'��� −∆ ¡��%�
a =

√
∆/2 -�� 8'�.)=� > �  4�_238')=8�-.-/V%-B�*;�)=8'9:9�� "��'�!>J8'9a�����,8H-b>� )=V�5��C8' OK

>P��5:�����&����)�51>P� K ¡D�%� 5*� -B8�"��'��$��&����� f 5%8��&�.5."�8��T� f (σ)(OK) ⊂ OK 23�' 4)
�,�' 4� σ ∈ N0 ¡?8�-B��)C5

lim sup
r→∞

log log |f |r
r2

≥ π

2ea
.

� n	�µn�fKk.m
n	�ÇnscBe�rl` �Ï�ó�K���=�d�]�N���d���d� � ��� ¶s��¶.�d��� \ �Î¾*yxwª�°�K���K� \ £B[ �]� � � �
\][ �z«]���d� � � �b�"[ ����� � �=� [L\1� �"�²�K�x�d}�� [ �°���=� [L\1� ��� £ ��� � � \ �b�=�°�d¶L�K��}Dy


¥`��Oq	�µhBc�rdetf�v]egm hBc9i�j���	q�h�f��	�Çnµ_

¥`�_�`�� �� PSb2�)=��24��5*�T�&���'��5�I ���Æ���d� [L\1� �=�°���=� [L\ ���MfÆ�]� [ ���d��� �Ï�"[ � £B[ �¯�=�*���d��¨

�"� � £ � �²� � �d� � �=� ��¶.� � �p�]� \][ � �E£ ��� � � \ � [L\1�²��[ � � }�� �
[ ���x�¦���¦���d��¨ £ � [L£B[.� ���=� [L\1� y¬�� \1� }�� ���d� [L\1� �=�°���=� [L\ ���Î}�� £ ���d�����d��� £ � [L£B[.� ���=� [L\ \][ � � ���=��}�� ��[L\1� }�� �
£B[ }�~ \]¤ ��� � ���Ä¾1�d}D�����§� \ yBÅ \±£B[.� �

∆(z; r) :=
z(z + 1) · · · (z + r − 1)

r!
.

½�[ ��� H1 ∈ N
y�{ [ �]�Æ� [ ��� h ∈ N0

��}��"¨s� � �=� q, r ∈ N0 ¡ �d¶.� � 0 ≤ r < H1 ¡ �=�d} � �p�]�
h = H1q + r

y�Å \±£B[.� ���K} [ � �
∆(z;h,H1) := (∆(z;H1))q∆(z; r),�"� £B[ �]� σ ≥ 0 ¡
∆(z;h,H1, σ) :=

(
d

dz

)σ
∆(z;h,H1).



î��"ì  ��� ú¯ù�ûRú¯X
½ � ν(n) := ppcm(1, . . . , n) [L\ �

ν(n) = exp(n + o(n)) £B[ �]� n → ∞ £ �K�¦}��
�=�]� [ ���d���²��� �Ï\][ �z«]��� �Ï£ ���d�����d� � yp���Æ}��d�x��� � �]��¶L� \ �*� � ���Ð§��K�����¶.�d�"¶ ��� O��AY [ �¶ [ ��� £ �K�E�"¨s�d� £ }�� ���t¼�� ^ \

� �� �� �P�a� �'������� H1 > 0 ¡ h ≥ 0 ¡ σ ≥ 0 >P��5Z�!�'9cUC)*��5:�����&����)�5�I�� �' 4)+�,�� 4�
κ ∈ {0, . . . , σ} �%�D�,�' 3� m ∈ Z �'� 8

ν(H1)σ
1

κ!
∆(m;h,H1, κ) ∈ Z,

�%��23�' �)Z�,�' 3� z ∈ C ¡
σ∑

τ=0

(
σ

τ

)
|∆(z;h,H1, τ)| ≤ σ!eh+H1

( |z|
H1

+ 1

)h
.

���¸���d��¨s���d��� [ ���=��}&� [L\ � \][ � � �d¶ [L\1� «B� ��[ � \ � � ��� \ ��¶.�d� � � [L\ ����}��d���x�z���
½s� �pÀE�K��Ë «]��� \ �l�1� £ �=�d���§}�� � ���=�����=� [L\ ��� ���
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � �K�����=�]���"�=���p�]� � �"�
�p�]��� � �ª���]�Ä�¸¾1�°� \��"[ � � wª�°�K�§�K� \Ç���g��� y

� �� �� �4�����'������� θ > 1  �� ���'9�U�)=�+)=V*�%-��%� t ∈ N I�QC-��*S��.5C�,�Z ����M$C�'�35��,8'���,�
c = c(θ) > 0 �,�%-.-B��0� ��:\<��� N ∈ N ¡?5*� 3 ≤ N + 1 ≤ θN �%�Y5*� f : C → C ��5C�
 ����D"��'��$%�&���'� �����&��(�)=�+�,�%-.-/�:0� �� f (τ)(n) = 0 23�' �)Z�,�' 4� (n, τ) ∈ N0 ×N0 �,��-�0� ��
0 ≤ n ≤ N − 1 �%� 0 ≤ τ ≤ t− 1 8�-B��)C5

|f(N + reiϕ)| ≤ |f |θNe−h(θ)tN+ct logN

23�' �) �,�' 4� (r, ϕ) ∈ [0, 1]×[0, 2π[ ¡���@ h(θ) = (2θ2−1) log θ−(θ2−1) log(θ2−1) I
� �' �5Z-B��5�9���9a��5��PF�23���	��(�5%��5L¡�23�' �)Z�,�' 4� τ ∈ N0 �'� 8

|f (τ)(N)/τ !| ≤ |f |θNe−h(θ)tN+ct logN .

Remarque Â�I � [ � � ���=��}�� � �d� [L\1� �1� \1� }��Ô���d� [L\1� �=�°���=� [L\ ���´}��Ô{Ï� [L£B[.� � É�=� [L\Ç� }D��� � �=���§���=� [L\
|f (τ)(N)/τ !| ≤ |f |θ(N+1)e

−h(θ)tN+ct(1+log+ N)

�p�]�B� � �Ü�K� �=� �B¶L�K}������ £B[ �]� N = 0
�"�
N = 1 ¡�� � [L\§\][ �=� log+ x := log max(1, x)

y
� V�9a�'��5C�&)*8��&���'� >' �
���9:9a���I ��� �
[ ���z�]}��

g(z) := f(z)
∏

0≤n≤N−1

(
θ2N2 − zn
θN(z − n)

)t

���dÍ \ ���Æ� \ � �
[L\1� �=� [L\ � \ �=���d��� g ys��� �£ � [L£ �����"�=� � ��� �� � � �=�d�]� � ��� Z }�� ��� �]¿L� Y �K��� [lÉ� [ � £ �]� � ��� � ���È��� � �p�]� ^ � [L\]\ � \ � |g|θN = |f |θN
y

½�[ ��� z = N + reiϕ Y 0 ≤ r ≤ 1
�"�

0 ≤ ϕ < 2π ^ �=�d}*�p�]�
f(z) 6= 0

y	{ [ �]�
0 ≤ n ≤ N − 1 [L\ � |z− n| ≤ N + 1− n �"� |θ2N2− zn| ≥ θ2N2− (N + 1)n

y
Ã � \1� �

|g(z)| ≥ |f(z)|
(
N + 1

θN

)tN ∏

0≤n≤N−1

(
θ2N2/(N + 1)− n

N + 1− n

)t
.
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» \ ���=��}�� � � \ �²}�� £ � [L£ �����"�=� Γ (x+ 1) = xΓ (x)

���¦}�� �
[L\1� �=� [L\ Γ [L\±[ «��=��� \ �
∏

0≤n≤N−1

θ2N2/(N + 1)− n
N + 1− n =

∏

0≤n≤N−1

Γ (θ2N2/(N+1)− n+1)Γ (N+1−n)

Γ (θ2N2/(N + 1)− n)Γ (N − n+ 2)

=
Γ (θ2N2/(N + 1) + 1)Γ (2)

Γ (θ2N2/(N + 1)−N + 1)Γ (N + 2)
.

�	� �
[ ���z�]}��§��� ½ �=����}�� \ � Γ (x) =
√

2πxx−1/2e−xeλ/(12x) £B[ �]�Ä� [ ��� x > 0 ¡
[L¢ 0 < λ = λ(x) < 1 ¡ � [L\]\ �¦}D���"¨s� � �=� \1� ���¥��� \ � �"[L\1� � � \ �=�z�K« ��[ }��]� c �=�d}�}��Ä�p�]�

x log x− x− 1

2
log x ≤ logΓ (x) ≤ x log x− x+ c

£B[ �]�Æ� [ ��� x ≥ 1
y

Å \�\][ �=�d�°� c1, c2, c3, . . .
��� ���"[L\1� � � \ �=� ��\ ���� £ � \ �1� \ �Ï�p�]����

θ
yLÅ \z� � £]£B[.� �

N ≥ c1
��� ��[ �¯�=�§�p�]�

θ2N2/(N + 1) − N + 1 ≥ 2
�"�
θ2N −

[
θ2
]
≥ 2 £B[ �]����=��}�� � �d�b}�� � � [ � �=� � \1� �z���

Γ � �]� [2,∞[
y Ã } [ � �E[L\�[ «��=��� \ �

logΓ

(
θ2N2

N + 1
−N + 1

)
≤ log(Γ ((θ2 − 1)N)((θ2 − 1)N + 1))

≤ c2 logN + (θ2 − 1)N log((θ2 − 1)N)

− (θ2 − 1)N + c,

logΓ (N + 2) ≤ log(Γ (N)(N + 2)2)

≤ c3 logN +N logN −N + c,�"�
logΓ

(
θ2N2

N + 1
+ 1

)
≥ log(Γ (θ2N)(θ2N)−[θ2])

≥ c4 logN + θ2N log(θ2N)− θ2N − 1

2
log(θ2N).

Ã � \1� �
log |g(z)| ≥ log |f(z)|+ tN(θ2 log θ2− (θ2− 1) log(θ2− 1)− log θ) + c5t logN�"� |g(z)| ≤ |g|θN

� [L\]\ �Ô}�� £ ���d�����d��� �"[L\1� }�� � � [L\ y����N�§�ed [ �°���=� [L\,£B[ �]�H}�� ����d����¶.�d� � � � � [ «��=� \ �]� £ �K�E}�� �
[ ��� �]}��¦���z³Ü�K� � �p~ \
f (τ)(N)

τ !
=

1

2iπ

�

|ξ−N |=1

f(ξ)

(ξ −N)τ+1
dξ.

KH�K� \ �=� \ � \ � \][ � �E£B[ ��¶ [L\1� � [L\ �=���d� \][ �=��� £ ���d�����d��� £ � [L£B[.� ���=� [L\ y
� 	����������
	��T��� �P�RQC-��=S��.5��,�  ��!� 5C ��T�,� (γs)s∈N >P� ���'9�U�)=��5b)*V*�%-W5]23�'5*�T�&� "*5 8'[��*$

γs ∼ s · 0.78592968 . . . 23�' �) s→∞ 8'FJ8'���?-B8 2�)=��2�)C��V%�,V�5* ��.[�8'���,��\ ��� s ≥ 2 ��5C�
 �� ���'9�U�)=�1�����&����):�%�#5C� f ��5��# ����b"��'��$��&����� �����&��(�)=�18'FJ8'���b-B��5Y2�)=�C2�)���V%�,V�5

f (σ)(n) ∈ Z 23�' �)Z�,�' 3� n ∈ N0 ����23�' 4) σ = 0, . . . , s− 1
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�%�

log |f |r ≤ γr 24�� �)Z�,�� 4� r 5C �6`5%8'9:9a�����<;�)=8'��>B¡#�'@ γ < γs ¡
8�-/�')�5��T-]�*S'�.5��,� P0, P1, . . . , Ps ∈ Z[z] ¡����'� �,�' �5��3 3-W5L¡
�,��-G5+0� ��

P0(z) +
s∑

σ=1

Pσ(z)f (σ−1)(z) = 0

23�' �)+�,�' 4� z ∈ C I
� V�9a�'��5C�&)*8��&���'��Iz½�[ ��� L0 � ��� � �K����� \ �§�L�°� \ �¥y ½�[ ��� \ � θ > 1

�"�
h(θ) :=

(2θ2 − 1) log θ − (θ2 − 1) log(θ2 − 1)
y ½�[ ��� \ � h0, h1 ∈ R+

�"�
r, t ∈ N �d¶.� �

t+ r − 1 = s
y1��� �E£ �K�°�K���"�=��� � θ, h0, h1, r

�"�
t � �d� [L\ � � � [ � � � �b£ }�� � � �K�=�¥y

Å \Ç\][ �=�d�°� c � [ ���=� � }�� ���"[L\1� � � \ �=� ��\ �§��� £ � \ �1� \ �¸�p�]�§��� � � �Ä£ �K�°�K���"�=��� �
Y �"�Ä� \ ��� £ � \ �1� \ �=� � ���

L0 ^ �p�]�Ï� \ �=�d�¯¶s��� \ ��� [L\ �¸�1� \1� }�� � �]���=�§��� � �"���=�x���d� [L\�É
� �=�°���=� [L\ yÆ³ [ ����� � � �§�"[L\1� � � \ �=� ��\ � � �d� [L\ � £ � �x\ �]���d� [ �=�d� �d¡ }���¶L�K}��d�]�����

c
� ��� \ �L�d�°�syÅ \µ£B[.� � H0 := [h0L0] + 1

�"�
H1 := [h1L0] + 1

y�Å \µ\][ �=� φ1, . . . , φL
}�� �

L = H0(r + 1) �
[L\1� �=� [L\1�
ν(H1)t−1∆(z;h,H1), ν(H1)t−1∆(z;h,H1)f (%)(z)

£B[ �]� h = 0, . . . ,H0 − 1
�"�
% = 0, . . . , r − 1

y
³ [L\1� �����d� [L\1� }�� �§���=��� � �¦� \ Í \ �����

L
}���� \ � �

M :=

φ1(0) · · · φ(t−1)

1 (0) φ1(1) · · · φ(t−1)
1 (1) · · · φ1(n) · · · φ(t−1)

1 (n) · · ·yyy yyy yyy yyy yyy yyy
φL(0) · · · φ(t−1)

L (0) φL(1) · · · φ(t−1)
L (1) · · · φL(n) · · · φ(t−1)

L (n) · · ·


.

½ � [L\±\][ �=� Cν }��
ν É ���d��� �"[ } [L\]\ �Ä� \�£B[.� � \ �

Cν =



φ

(τν)
1 (nν)yyy
φ

(τν)
L (nν)


 ,

�K} [ � � nν = [(ν − 1)/t]
�"�
τν = � �K�=� {i | 1 ≤ i < ν, ni = nν}

y
½ � £]£B[.�¯[L\1� �p�]�}���°� \ �����

M
� � �A�d�p�K}]�

L
y Ã } [ � � ��}s�"¨s� � �=� (ν1, . . . , νL) ∈ NL�=�d}p�p�]�

ν1 < · · · < νL
�"�	�p�]� £B[ �]��� [ � � µ �"�

ν
�=�d} � �p�]�

1 ≤ µ ≤ L �"�
1 ≤ ν < νµ[L\ �K���

�°� \ � (Cν1 , . . . , Cνµ−1 , Cν) = µ− 1
�§�K� � �°� \ � (Cν1 , . . . , CνL) = L.Å \ �5� [L\1� |det(Cν1 , . . . , CνL)| ≥ 1 £ �K� � � �p�]� }�� ���
[L\1� �=� [L\1� φλ � ���=� �¯�
[L\ �

φ
(τ)
λ (n) ∈ Z £B[ �]�²� [ ��� n ∈ N0

�"� £B[ �]� τ = 0, . . . , t − 1
y � [ � [L\1� ∆ � � ���"�=�d� É��� \ � \ �ty�����}��d�x��� � �]��¶L� \ �ª� [L\]\ �¦� \ �¦���ed [ �°���=� [L\ ��� |∆| y
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� �� �� Â3� � 8��35Z-B8a5C�T�& �8��&���'� $�� � >P��5*5C �5+�'� 8

|∆| ≤ L! max
α∈SL

L∏

µ=1

τνµ !|φα(µ)|θ(nνµ+1) exp(−h(θ)tnνµ + ct(1 + log+ nνµ))

�'@ SL ��5C�b-B��;�)=�' e23�:>J��5Y23��)�9: 4�,8H�&���'�35M>J� {1, . . . , L} I
� V�9a�'��5C�&)*8��&���'��I � [ � � � [L\ �=� [L\1� }��¦}��d����� £ �K�E��� � �]����� \1� � � �]� L y
{ [ �]� L = 1 [L\ � £ �K�Æ�p~ £B[ �=�]� � �

φ
(τ)
1 (µ) = 0

£B[ �]�Æ� [ ��� (µ, τ) ∈ {0, . . . , nν1 − 1} × {0, . . . , t− 1} y1¬ [L\1� }��¦���d����� �OY �"�b}��
LE�d�§�K�=�p�]� Â.^ � [L\]\ �

|φ(τν1)
1 (nν1)| ≤ τν1 !|φ1|θ(nν1+1) exp(−h(θ)tnν1 + ct(1 + log+ nν1)).

½ � £]£B[.�¯[L\1� �p�]�Ä}��¦}��d������� � �²� [L\ �=��� £B[ �]�b}�� ��®d��� � ���=�����=� [L\ �d¶.� � L− 1
y

½�[ ��� F }�� �
[L\1� �=� [L\ � \ �=���d�������dÍ \ ��� £ �K�

F (z) := det(Cν1 , . . . , CνL−1 , C(z)), [L¢ C(z) =



φ1(z)yyy
φL(z)


 .

Ã � \1� � [L\ �
F (z) =

∑L
λ=1(−1)L+λ∆λφλ(z) [L¢ }�� � ∆λ ��[L\ � � �d�¯� �K� \1� ���"�=�d���x� É

\ � \ � � �"¨��=�°�K��� � ���
∆

y �æ} � �]���z�p�]�
F (τν)(nν) = det(Cν1 , . . . , CνL−1 , Cν)

y�¬ [L\1�
[L\ �=� [ ��¶.�

F (τ)(µ) = 0

£B[ �]�Æ� [ ��� (µ, τ) ∈ {0, . . . , nνL − 1} × {0, . . . , t− 1} y�Å \ ���t���]���b�������d���x� ��p�]�
|∆| = |F (τνL)(nνL)| ≤ τνL !|F |θ(nνL+1) exp(−h(θ)tnνL + ct(1 + log+ nνL)).

{&�K�²�K��}�}��d�]� �E[L\ �
|F |θ(nνL+1) ≤ L max

1≤λ≤L
|∆λφλ(z)|θ(nνL+1) =: L|∆λ0| |φλ0 |θ(nνL+1).

Ã � \1� � ¡ ��}��"¨s� � �=� β ∈ SL
�=�d}	�p�]�

β(L) = λ0
�"�²�p�]�

|∆| ≤ LτνL !|φλ0 |θ(nνL+1)e
−h(θ)tnνL+ct(1+log+ nνL )

× (L− 1)!
L−1∏

µ=1

τνµ !|φβ(µ)|θ(nνµ+1)e
−h(θ)tnνµ+ct(1+log+ nνµ)

≤ L! max
α∈SL

L∏

µ=1

τνµ !|φα(µ)|θ(nνµ+1) exp(−h(θ)tnνµ + ct(1 + log+ nνµ)).



î��"�  ��� ú¯ù�ûRú¯X
�&���p~ £B[ �=�]� � � |f |R ≤ eγR £B[ �]�²� [ ��� R ≥ R0

� [L\]\ �z}D���"¨s� � �=� \1� �¸�¥��� \ � �"[L\�É
� � � \ �=� c′ > 0

�=�d}�}��z�p�]� |f (σ)|R ≤ eγR+c′ £B[ �]�²� [ ��� R ≥ 0
�"� £B[ �]�²� [ ��� σ �=�d}

�p�]�
0 ≤ σ < s

y
½�[ ��� ε > 0

yÄ{&�K�µ}��Î���d����� � Y £B[ �]� σ = 0 ^�[L\ [ «��=��� \ � ¡�£B[ �]� h ∈
{0, . . . ,H0 − 1} �"�

% ∈ {0, . . . , r − 1} ¡
ν(H1)t−1|∆(z;h,H1)|R ≤ e(1+ε)H1(t−1)+h+H1(R/H1 + 1)h

£B[ �]�Æ� [ ��� R > 0 ¡1� � L0 Y �"�²� [L\1� H1 ^ � � � � ��� � �K����� \ �E�L�°� \ �¥yÅ \±£B[.� �
εµ =

{
1 � � 1 ≤ α(µ) ≤ H0,

0 � � \][L\�"�ª�K} [ � �
L∏

µ=1

|φα(µ)|θ(nνµ+1) ≤ e(1+ε)H1L(t−1)+H1L+(r+1)H0(H0−1)/2

×
L∏

µ=1

eθγ(1−εµ)nνµ+c

(
θ(nνµ + 1)

H1
+ 1

)H0

�"� £ �K�Æ}��Ä���d����� Â [L\±[ «��=��� \ �
|∆| ≤ L!e(1+ε)H1L(t−1)+H1L+(r+1)H0(H0−1)/2+cL

×
L∏

µ=1

e−θγεµnνµ+(θγ−h(θ)t)nνµ+ct(1+log+ nνµ)

(
θ(nνµ + 1)

H1
+ 1

)H0

.

Åª� ¡][L\ �
1 ≤ ν1 < ν2 < · · · < νL

�"�
nν = [(ν − 1)/t]

� [L\1� }�� � �]���=�Ä��� � nν � � �
� � [ � �=� � \ �=�Ly ½ � £]£B[.�¯[L\1� D := −θγ + h(θ)t > 0

y Ã } [ � �
|∆| ≤ L!e(1+ε)H1L(t−1)+H1L+(r+1)H2

0/2+cL

×
L∏

µ=1

e−θγεµnνµ−D(νµ−1)/t+ct(1+log+ nνµ)

(
θ(νµ + t− 1)

tH1
+ 1

)H0

.

» \ ���=��}�� � � \ � log(1 + x) ≤ x £B[ �]� x ≥ 0 [L\ �
(
θ(νµ + t− 1)

tH1
+1

)H0

≤
(
θνµ
tH1

+1

)H0

eH0 log(1+θ/H1) ≤
(
θνµ
tH1

+1

)H0

eθh0/h1 .

��� � ¶L�K�������=� [L\1� ���
x 7→ (ax+ b)e−cx

� [L\ �=��� \ �²�p�]�
L∏

µ=1

e−Dνµ/t
(
θνµ
tH1

+ 1

)H0

� � �E�§��¨s���§�K} £B[ �]� ν1 = m+ 1, ν2 = m+ 2, . . . , νL = m+L
�d¶.� � � \ m ∈ N0

y
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Ã } [ � � ∏L
µ=1 e

−θγεµnνµ � � �¦�§��¨s���§�K} � � εµ = 1 £B[ �]� 1 ≤ µ ≤ H0
�"����}&� � �� [L\1� ���ed [ ��� £ �K�

exp

(
−θγ

H0−1∑

l=0

(
m+ l

t
− 1

))
= eθγH0−(θ/t)γ(mH0+H0(H0−1)/2).

Å \±[ «��=��� \ �ª� [L\1�
|∆| ≤ e(1+ε)H1L(t−1)+H1L+(r+1)H2

0/2−(θγ/2t)H2
0−(D/2t)L2+2L logL

×
(
tH1

θ

)−H0L

ψ(m),

[L¢
ψ(m) = e−(θ/t)γH0m−(DL/t)m

L∏

j=1

(
tH1

θ
+m+ j

)H0

.

³ [ �����
L∏

j=1

(
tH1

θ
+m+ j

)
=
Γ (tH1/θ +m+ L+ 1)

Γ (tH1/θ +m+ 1)

}�� �
[ ���z�]}��Ä��� ½ �=����}�� \ � Y ¶ [ ��� £ y ÂL¹L¼.^ � [L\]\ � logψ(m) ≤ Ψ(m) [L¢
Ψ(m) := −θ

t
γH0m−

DL

t
m

+H0

{(
tH1

θ
+m+ L+ 1

)
log

(
tH1

θ
+m+ L+ 1

)

− L+ c−
(
tH1

θ
+m+

1

2

)
log

(
tH1

θ
+m+ 1

)}
.

Ψ ′
� � �b� \ � �
[L\1� �=� [L\ ��� � � [ � �=� � \ �=�z���

m
�"�
Ψ ′(0)

� � �²��� � ��� \ �����

log

(
1 +

Lθ

tH1 + θ

)
+

θ

2(tH1 + θ)
− θγ +D(r + 1)

t�p�]�¦}D� [L\È� � £]£B[.� �d�°� ≤ 0
y1¬�� \1�b� � �E�"[L\ �����=� [L\1� Ψ(m)

� � �E�§��¨s�����K} £B[ �]� m = 0�"�b}���} [ �p�K�����=�]�x�Ä���
(tH1/θ)

−H0Lψ(m)
� � �b�§�ed [ ��� £ �K�

H0

(
tH1

θ
+ L

)
log

(
1 +

θ(L+ 1)

tH1

)
−H0L+O(L logL).

³ [ ����� |∆| ≥ 1 £B[ �]� L0
�=� \ �1� \ �E¶.�d� � }D��� \ Í \ � [L\�[ «��=��� \ �

0 ≤ (t− 1)h0h1(r + 1) + h0h1(r + 1) +
r + 1

2
h2

0 −
θγ

2t
h2

0 −
Dh2

0(r + 1)2

2t

− h2
0(r + 1) + h0

(
th1

θ
+ h0(r + 1)

)
log

(
1 +

θh0(r + 1)

th1

)
,



î�� �  ��� ú¯ù�ûRú¯X
� ��� � � É � É �������

γ ≥ t
(r + 1)2

r(r + 2)

h(θ)

θ
− 2t

r(r + 2)θ

(
(r + 1)t

h1

h0
− r + 1

2

+

(
th1

θh0
+ r + 1

)
log

(
1 +

θh0(r + 1)

th1

))

=: γs(θ, r, t, h0, h1).

½ �
γ < γs(θ, r, t, h0, h1)�"� � ��}�� �E�"[L\ �����=� [L\1� D > 0

�"�
log

(
1 +

Lθ

tH1 + θ

)
+

θ

2(tH1 + θ)
− θγ +D(r + 1)

t
≤ 0

��[L\ � � ���=� ��� �K���=� ��£B[ �]� L0
� �=� �dËz�L�°� \ � ¡�[L\ �=� [ ��¶.�z� \ � �"[L\ �=�°�l��� � �=� [L\ �p��� \ � [L\

� �K�����=� \ ����� L0
¶.�d� � }D��� \ Í \ � \ γs(θ, r, t, h0, h1) £ �d���§� [L\1� ®"�=��� � � [ � � � �"[ �x���

¶L�K}��d�]� £B[ �]� γs y
� ���'�/Sc>J��5b238')=8'9�(��&)*��5%I��b\O� � [ ��¨ �
[ �]� \ � �=� � \ �E� \ γs > 0 £B[ �]�� [ ���=��¶L�K}��d�]�

���
s ≥ 2 ¡ ���K� � �p�]� \ �z� [L\]\ � £ � � }������d��}�}��d�]�²��� � �]}�� ��� £B[.�=� ��«]}�� £B[ �]� s �L�°� \ � ¡� � � t = 1 ¡ r = s ¡ θ = 25 ¡ h1/h0 = (r + 1)−1 y{ [ �]� [ «��=� \ ���Ä}D��� � �=���§���=� [L\ � � ~s� £ � [ �=���p�]�x���:���d��}�}��d�]�

γs �
[ �]� \ � £ �K� \][ �=������d� [L\1� �=�°���=� [L\�¡&[L\ £ �d��� � � £]£B[.� �d���p�]�
s

� � �¸�L�°� \ � �"� [L\ £B[.� � £ �K�z�"¨s�d� £ }��
θ := 1.7830684901099 . . . Y�� �È�p�]�E�§��¨s����� � � h(θ)/θ ^ ¡ t := s − r + 1 ¡ r :=
ds/log se �"�

h1/h0 := s−1 yBÅ \±[ «��=��� \ ���K} [ � � γs ∼ sh(θ)/θ
y

� �]���d�����p�]�d�x� \ � [L\ [ «��=��� \ �9}�� �N� � [ ��¨ � �]��¶L� \ � �N£B[ �]�9�p�]�d}��p�]� �N£ �"�=���=� �¶L�K}��d�]� � ���
s \

s r t h1/h0 θ γs/s s r t h1/h0 θ γs/s� � �5�g� ì��"!�! ��� � �g� ��î���� �"� î�î �=� �°�,�g� ��î�� �t� î"! �g� î"�����t���
î î �5�g� ì �"�"! ���ó� � �g� �"! î ����� î � �"� �°�,�g� ��î�� �t� î �g� î�î"��ì�î��
�,î,� �g� �d� î"! ���ó� � �g� ��ì�� ���"!

100
�g� ì�� �g� �g���=! �t� ��� �g� �"����� � �

! î î �g� � ì"� ���ó� � �g� �����g� � �
1000

��� �"���
0.001

�"� ì � �g� �"!°� ���
� �,î �g� � ì"� îg� î�� �g�ó�����d! ��� ! ����� � � � �"ì���� �g� �����"� ��� ì"��! �g� ���������
� � �,�g� �t�=� îg� î�� �g�ó��î�î��=!

10000
� ì � ���t� �

0.0001
��� ìg�=î �g� � î�ì��"ì��

ì �Ò! �g�ó�����"! îg� î�� �g�ó�¯�d!���î�î ! ������� ��ì"! � ��îg��� �g� �������"� ��� � ��� �g� � �d� � �
�,! ! �g�ó�����"! �t� ��ì �g�ó�������"� �

105 ����� �������"!
10−5 ��� � ��î �g� � � �"� î��

���,! � �g�ó�¯�d� �t� ��ì �g�ó� � î"î��"�
106 î �d�t� � ���"! ì��

10−6 ��� � ì�� �g� � ì"�"� î�î
� �'��$%-W �5C���'��I � [ � ��� �d¶ [L\1� �p�]� � � γ < γs

�K} [ � � }�� �°� \ � l ��� }��§�§���=��� � � M� � � � �=��� � �=�d��� \ �²� \]� �d�����d�]�ª�
L
y Ã } [ � � ��}��"¨s� � �=� Cν1 , . . . , Cνl

�d¶.� ��°� \ � (Cν1 , . . . , Cνl) = l
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[L\1� �=� [L\ � \ �=���d��� F �p�]��� � �²���dÍ \ ��� £ �K�

F (z) := det




φ
(τν1)
1 (nν1) · · · φ

(τνl)
1 (nνl) φ1(z)yyy yyy yyy

φ
(τν1)

l+1 (nν1) · · · φ
(τνl)

l+1 (nνl) φl+1(z)




� ���=� �¯� �K���
F (τ)(n) = 0 £B[ �]�Æ� [ ��� n ∈ N0

�"�
τ = 0, . . . , t− 1.���Ä���"¶.�d} [L£]£ �d��� \ �ª��� � �Ä���"�=�d����� \ � \ � � �]��¶L� \ �²}�� ���d� \ ���d��� �"[ } [L\]\ � � ��� � �����

F (z) =
l+1∑

λ=1

(−1)l+1+λ∆λφλ(z).

�	�b¶.�d� � � [L\�� �]��¶L� \ �=�E�����=�]� [ ���d�x�Ü���b³Ü�K��} ��[L\¸� ���¸� £B[ �]��� [L\ �=���d�A�p�]�
F

� � ������ \ �=���p�]�d��� \ � \ �]}�}�� � ���p�]� \][ � � � [L\]\ ��}��±{Ï� [L£B[.� ���=� [L\G� y	���O���d� [L\1� �=�°���=� [L\� � �Æ�=��� � ¶ [ � � � \ ����� � �d}�}��Ä���±�=�]� [ ���d���Ä����³Æ�K��} ��[L\ �1� \1� LÆ�]«B�d} ���lÂ�� y
� �� �� Ì��a�����T� F  ��!� "��'�!$%�&���'� �����&��(�)=�c�,��-.-/�E0� �� F (τ)(n) = 0 23�' �) τ =

0, . . . , t− 1 ���b�,�� 4� n ∈ N �%�
lim sup
r→∞

log |F |r
r

< πt.

A -B�')�5 F ��5��#��>P�����&��0� ���9a�����b�3 3-.-B��I
Remarque Ì!I ��� �
[L\1� �=� [L\ � \ �=���d���¸���dÍ \ ��� £ �K� g(z) = (sin(πz))t

� [L\ �=����p�]�¦}�� �"[L\1� � � \ �=� πt � � � [L£ �=���§�K}��Ly
� V�9a�'��5C�&)*8��&���'� >' 
���919a���!I � [ � � �K}�} [L\1� � £]£ }����p�]�d� }�� �
[ ���z�]}������±³Æ�K� É}��d�§� \ÒY ¶ [ ��� ���lÂ�¡(£ y Ì�Õg� ^ y ½ � £]£B[.��[L\1� �p�]�

F \ ��� � � £ � � ����� \ �=���p�]�d��� \ � \ �]}�}��Ly
½�[ ���

γ > lim sup
r→∞

log |F |r
r

.

½�[ ��� % ∈ ]0, 1[
�=�d}��p�]�

F \ �ó�K��� £ � � ���²Ëd�d� [.�� �]�*}�� � �d� � }�� |z| = %
y ½�[ ��� θ > 0�"� ��[ ��� R > 0

� \x\][ �z«]���b���d�d} � ��� � �K�x��� \ �(�L�°� \ �¥y ½ � a ∈ C � � �*� \ Ëd�d� [ �¥��� \ �
�
[L\1� �=� [L\ g ¡][L\�\][ �=� [ �=� g(a)

}D� [ �=���������
a
y1{ [ �]� R �=� \ �1� \ �b¶.�d� � }D��� \ Í \ � [L\ �

Σ(F,R) :=
∑

a=reiφ∈F−1(0)
Re(a)≥0, %<|a|<R

[ �=� F (a)

(
1

r
− r

R2

)
cosφ

≥ t
∑

1≤n<R

(
1

n
− n

R2

)
∼ t logR,



î����  ��� ú¯ù�ûRú¯X

I(F,R) :=
1

2π

R�

%

(
1

t2
− 1

R2

)
log |F (it)F (−it)| dt

≤ 1

π

R�

%

(
1

t2
− 1

R2

)
γt dt+O(1) ≤ γ

π
logR+O(1),

J(F,R) :=
1

πR

π/2�

−π/2
log |F (Reit)| cos t dt = O(1).

{&�K�E}�� �
[ ���z�]}��Ä���z³Ü�K��}��d�§� \
Σ(F,R) = I(F,R) + J(F,R) +O(1)

[L\�[ «��=��� \ �
t logR ≤ γ

π
logR+O(1).

�	� £ � [s� ���K� \ � £ � [L£B[.� ���=� [L\ � � �O� \ ��}��d�L�d����� [ ����Í � ���=� [L\ �¥��� \ ��� � �]}�� �������
����O�¡Æ�l¼K��[L¢5\][ � � �d¶ [L\1� �"�=�1�����:��� ���
[L\1� �=� [L\1� � \ �=���d��� � f �d~�� \ �±}�� £ � [L£ �����"�=�
f (σ)(n) ∈ Z £B[ �]�O� [ � � σ, n ∈ N0

y ½ � r ∈ Q× ¡Ü[L\ \][ �=� den(r) ∈ N �¯[L\��� \][ ��� \ ���=�d�]�dy
� 	����������
	��T��� �4�a� �'�T� f  ��!��"��'�!$%�&���'� �����&��(�)=� 0� �� 5�8��&�.5T"�8'�T� f (σ)(n) ∈ Q

23�' �)_�,�' �5 n, σ ∈ N0 I � � �T- �=S��.5��,� >P��5_$*���35��,8'���,��5 c, C �,�%-.-B��5_0� ��.¡b23�' �) �,�' 45
σ, n ∈ N0 ¡

Dσ,n := ppcm(den(f(n)), . . . ,den(f (σ)(n))) ≤ C exp(cσ log+ n)

�%�D5*�#- � ��� 8
lim sup
r→∞

log log |f |r
r

< log 2,

8�-/�')�5 f ��5C�D ��!�b"��'��$%�&���'�c23��-GF��!�'91��8�-B��I
� V�9a�'��5C�&)*8��&���'��Iz½�[ ��� N � ��� � �K�x��� \ �Æ�L�°� \ �¥y ½ � £]£B[.��[L\1� �p�]�

log log |f |r ≤ γr
£B[ �]�5� [ ��� r � ��� � �K����� \ � �L�°� \ � ¡O[L¢ γ < log 2

y � [ � �5£B[.��[L\1� Sn :=
[exp(2γn)] + 1 ¡ H := [SN (logN)3] + 1

�"�
K := [N/(logN)2] + 1

y
�

tape � y QC-��*S'�.5��,� ah,k ∈ Z (0 ≤ h < H, 0 ≤ k < K) 8'[��C$
0 < max

h,k
|ah,k| ≤ exp(SN ·O(N/logN))

�,�%-G5Z0� ��M-/8X"��'��$%�&���'� �����&��(�)=� F >JV��?����� 238')

F (z) :=

H−1∑

h=0

K−1∑

k=0

ah,kz
hf(z)k

5%8��&�.5."�8'5C5��
F (σ)(n) = 0

23�' �)+�,�' 4� n ∈ {0, . . . , N − 1} �%�b�,�' 4� σ ∈ {0, . . . , SN − 1} I
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{ [ �]� n ∈ {0, . . . , N − 1} �"�

σ ∈ {0, . . . , SN − 1} [L\ �
(Dσ,n)K ≤ exp(SN ·O(N/logN)).

Ã } [ � � (Dσ,n)KF (σ)(n) = 0 £B[ �]� n = 0, . . . , N − 1
�"�
σ = 0, . . . , SN − 1

� � �� \Ç� ~ � �=�d���x���
SNN

�t�p�����=� [L\1� � \ HK
� \1�"[L\]\ �]� � � [L\ ��}�� �Ä�"[ ��� � ��� \ � ����[L\ ��1� \1� Z �"�Æ�§�ed [ ��� �£ �K� exp(SNO(N)).

����}��d�����ª��� ½ ���d�L�d} Y ¶ [ ��� £ �K�Ü�"¨s�d� £ }��Ñ7�K}�� ��� �]�x���s� ���l¹s¡ ���d���x� � y � y �l¡�£ y � y ¹�� ^ � [L\]\ �Ä� [L\1� }�� £ ���d�����d���¦�"� � £ �Ly
�

tape � y � �� �)Z�,�� 4� M ≥ N �%�b�,�' 4� S ∈ {SM , SM + 1, . . . , SM+1} �'� 8
(∗M,S) F (σ)(m) = 0 24�� �)Z�,�� 4� m ∈ {0, . . . ,M − 1}

�%�D�,�� 4� σ ∈ {0, . . . , S − 1} I�	� ���d� [L\1� �=�°���=� [L\ � � � � \ �K} [ �L�]� � � �d}�}�� ��� ����O�¡�£ �K�L� ÌpÂ�� y ½ � S <
SM+1 [L\ � [L\ �=���µ�p�]�

(∗M,S)⇒(∗M,S+1)
�"� � � S = SM+1 [L\ � [L\ �=���µ�p�]�

(∗M,S)⇒(∗M+1,S)
yBÅ \ ���=��}�� � �¦}�� ��� £ ��� � � \ � ���=� [L\ � \ �=�d�L�°�K}��

F (σ)(m) =
σ!

2πi

�

|ξ|=2M

F (ξ) dξ

(ξ −m)σ+1
∏M−1
µ=0, µ6=m(ξ − µ)S

M−1∏

µ=0
µ6=m

(m− µ)S

£B[ �]� [ «��=� \ ����� \ �¸�§�ed [ �°���=� [L\ ��� |F (σ)(m)| y�»&� £B[ �]� n ∈ {0, . . . ,M} �"�
σ ∈

{0, . . . , S} [L\ �
(Dσ,n)K ≤ exp(S ·O(M/logM)).

�
tape Â y 
�8X"��'��$��&����� f ��5�� 23��-GF��!�'91��8�-B��I�	�E���d��¨s���d���(�"� � £ �(� [L\]\ � F (σ)(0) = 0 £B[ �]��� [ ��� σ ∈ N0 ¡ }�� �	�"[ ��� � ��� \ � � ���

fA�d~s} [ �Æ���
F

� \�º���[L\ �E� [L\1� � [ � �Ü\ �]} � y Ã � \1� �¥}�� �
[L\1� �=� [L\ F � � �Æ����� \ �=���p�]�d��� \ �
\ �]}�}�� ¡ �"�

f
� � �Ä� \ � �
[L\1� �=� [L\ �K}��L�d«]�����p�]�Ly&³ [ ���x�

f
� � ��� \ � �
[L\1� �=� [L\ � \ �=���d��� ¡�d}�}��¦� � � £B[ }�~ \][ �����K}��Ly


¥` 
¥` � V�9a�'��5C�&)=8H�&���'� >' �� �4V*�')=(�9a���HI {&�K�G}�� {Ï� [L£B[.� ���=� [L\ � ��}H�"¨s� � �=�
P0, . . . , Ps, Q ∈ Z[z]

�d¶.� � Q 6= 0
�=�d} � �p�]�

Q(z)f (s)(z) = P0(z) +

s∑

σ=1

Pσ(z)f (σ−1)(z).

�æ}��"¨s� � �=� � \ n0 ∈ N
�=�d}A�p�]�

Q(n) 6= 0 £B[ �]�ª� [ ��� n ≥ n0
y Ã } [ � � Q(n)

� � ��� \��� \][ ��� \ ���=�d�]�¸���
f (s)(n)

y�{&�K�Ä��� � �]����� \1� � [L\ � [L\ �=�����p�]�
f (k)(n) ∈ Q £B[ �]�� [ ��� k ∈ N �"���p�]�

Q(n)k−s+1 � � �Ä� \ ��� \][ ��� \ ���=�d�]�z���
f (s)(n), . . . , f (k)(n)

y
�����=�]� [ ���d��� � �]��� £ �K�E}�� {Ï� [L£B[.� ���=� [L\´� � £]£ }����p�]�d� �z}�� �
[L\1� �=� [L\ f(z + n0)

y
�¥` �Oq	�µh�c�r"etf�v]e�m
hBc i�j  �	q�h�f��	�Çn 
�` »Ï}�}�� � � �Ç� \ �K} [ �L�]�9� � �d}�}��Î���

fÆ�]� [ ���d��� � �"�E���=��}�� � �Ä}���¶L�K����� \ �=� � �]��¶L� \ �=�Ä���È���d����� � y
� �� �� Õ4�����'������� θ > 1  �� ���'9�U�)=�+)=V*�%-��%� t ∈ N I�QC-��*S��.5C�,�Z ����M$C�'�35��,8'���,�

c = c(θ) > 0 �,�%-.-B�c0� ��:\?��� N ∈ N �%� 3 ≤ N + 1 ≤ θN �%�Y5C� f : C → C ��5C�



î���ì  ��� ú¯ù�ûRú¯X
 ����Y"��'��$%�&���'�`�����&��(�)=�1�,�%-.-/�a0� �� f (τ)(n) = 0 23�' 4):�,�' 4� (n, τ) ∈ Z × N0 �,��-<0� ��
−N + 1 ≤ n ≤ N − 1 ��� 0 ≤ τ ≤ t− 1 8H-B�')�5

|f(±N + reiϕ)| ≤ |f |θNe−h(θ)tN+ct logN

23�' �)+�,�' 4� (r, φ) ∈ [0, 1]× [0, 2π[ ¡
��@
h(θ) = (θ2 + 1) log(θ2 + 1)− (θ2 − 1) log(θ2 − 1)− 2 log(2θ).

� �' �5Z-B��5�9���9a��5��PF�23���	��(�5%��5L¡�23�' �)Z�,�' 4� τ ∈ N0 ¡?�'� 8
|f (τ)(±N)/τ !| ≤ |f |θNe−th(θ)N+ct logN .

� V�9a�'��5C�&)*8��&���'��I ��� �
[ ���z�]}��

g(z) := f(z)

(
θN

z

)t ∏

1≤n≤N−1

{(
θ2N2 − zn
θN(z − n)

)(
θ2N2 + zn

θN(z + n)

)}t

���dÍ \ ���¦� \ � �
[L\1� �=� [L\ � \ �=���d��� g �=�d}�}��¸�p�]� |g|θN = |f |θN
y�{ [ �]� z = ±N + reiϕ

Y 0 ≤ r ≤ 1
�"�

0 ≤ ϕ < 2π ^ �=�d}	�p�]�
f(z) 6= 0 [L\ �

∏

1≤n≤N−1

{(
θ2N2 − zn
θN(z − n)

)(
θ2N2 + zn

θN(z + n)

)}t
=

∏

1≤n≤N−1

(
θ4N4 − z2n2

θ2N2(z2 − n2)

)t

≥
(
N + 1

θN

)2t(N−1) ∏

1≤n≤N−1

(
(θ2N2/(N + 1))2 − n2

(N + 1)2 − n2

)t

=

(
N + 1

θN

)2t(N−1) ∏

1≤n≤N−1

{(
θ2N2/(N + 1)− n

N + 1− n

)(
θ2N2/(N+1)+n

N + 1 + n

)}t

=

(
N + 1

θN

)2tN { Γ (2)Γ (θ2N2/(N + 1) +N)

Γ (θ2N2/(N + 1)− (N − 1))(2N)!

}t

�"� [L\�[ «��=��� \ �Ä}�� ��� � �]}�� ���z� \]\][L\1� ��� \ ���=��}�� � � \ �Ä}�� �
[ ���z�]}��¸��� ½ �=����}�� \ � �"[ �x���
�1� \1� }��¸���d� [L\1� �=�°���=� [L\ ���È���d����� � y

³ [ ���x�(�1� \1� }�� £ �K�°�K�L�°� £ �]� £ ��� � �t��� \ � [L\ ���d� [L\ �=���Ü�p�]�*}�� �
[L\1� �=� [L\ � \ �=���d����K�����=�]���"�=���p�]�
f � ���=� ��� �K���²� \ ���t�p�����=� [L\ ���/gB�d��� \ �=���d}�}�� \

� 	����������
	��T��� Â3�RQC-��=S��.5��,�  ��!� 5C ��T�,� (γs)s∈N >P� ���'9�U�)=��5b)*V*�%-W5]23�'5*�T�&� "*5 8'[��*$
γs ∼ s · 0.9905659020 . . . 23�' 4) s→∞ 8'FJ8'��� -B8Z2�)*�C2�)���V��,VM5* ��.[�8'���,�M\]��� s ≥ 2
��5C�D �� �!�'9cUC)*�1�����&����):�%�#5*� f ��5C�D ����D"����!$%�&���'� �����&��(�)=�18'FJ8'���b-/��5 2�)*�C2�)���V��,V�5

f (σ)(n) ∈ Z 23�' �)+�,�' 4� n ∈ Z ����23�' 4) σ = 0, . . . , s− 1

�%�
log |f |r ≤ γr 24�� �)Z�,�� 4� r 5C �6`5%8'9:9a�����<;�)=8'��>B¡#�'@ γ < γs ¡
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8�-/�')�5��T-]�*S'�.5��,� P0, P1, . . . , Ps ∈ Z[z] ¡����'� �,�' �5��3 3-W5L¡
�,��-G5+0� ��
P0(z) +

s∑

σ=1

Pσ(z)f (σ−1)(z) = 0

23�' �)+�,�' 4� z ∈ C I
� V�9a�'��5C�&)*8��&���'��I ³ [ �x��� £B[ �]�²}��x{Ï� [L£B[.� ���=� [L\ �l¡B[L\H� � £]£B[.� � L0 � ��� � �K� É��� \ �ª�L�°� \ ���"� [L\ �x��� �ª£ �K�°�K���"�=��� � r, t, h0, h1, θ

y�Å \H£B[.� � H0 := [h0L0] + 1�"�
H1 := [h1L0] + 1

�"� [L\±\][ �=� φ1, . . . , φL
}�� � L = H0(r + 1) �
[L\1� �=� [L\1�

ν(H1)t−1∆(z;h,H1), ν(H1)t−1∆(z;h,H1)f (%)(z)

£B[ �]� h = 0, . . . ,H0 − 1
�"�
% = 0, . . . , r − 1

y
�	� � �d�]}��Ä���/gB�d��� \1� �Ä� � �²�p�]�¦}D� [L\È�"[L\1� �����d���Ä}��z�§���=��� � �¦� \ Í \ ���

M :=



φ1(0) · · · φ(t−1)

1 (0) φ1(−1) · · · φ(t−1)
1 (−1) φ1(1) · · · φ(t−1)

1 (1) · · ·yyy yyy yyy yyy yyy yyy
φL(0) · · · φ(t−1)

L (0) φL(−1) · · · φ(t−1)
L (−1) φL(1) · · · φ(t−1)

L (1) · · ·


.

½ � [L\9� � £]£B[.� ���p�]�H}��È�°� \ �Ô���
M

� � � L �"� � �b}��
ν É ���d��� �"[ } [L\]\ �H� � � Cν ¡ ��}

�"¨s� � �=� (ν1, . . . , νL) ∈ NL �=�d}��p�]�
ν1 < · · · < νL

�"�b�p�]� £B[ �]�Æ� [ � � µ, ν �=�d} � �p�]�
1 ≤ µ ≤ L �"�

1 ≤ ν < νµ [L\ �K���
�°� \ � (Cν1 , . . . , Cνµ−1 , Cν) = µ− 1

�§�K� � �°� \ � (Cν1 , . . . , CνL) = L.Å \È£B[.� � ∆ := det(Cν1 , . . . , CνL)
yB�������d�����

5
� [L\]\ ��� \ �Ä�§�ed [ �°���=� [L\ ���

|∆| yL³ [ ������1� \1� }��ª���d� [L\1� �=�°���=� [L\ ���}��ª{Ï� [L£B[.� ���=� [L\±�*[L\ � [L\ �=���Ü�p������}��"¨s� � �=�� \ γs > 0
�=�d}��p�]�}���°� \ �����

∆ ��[ ��� £ }�� ��£ �"�=���&�p�]�
L � � γ < γs

y.³ [ �����(}�� �
[L\1��É�=� [L\ ���d�d}�}�� ���dÍ \ ��� £ �K� ϕ(θ) := h(θ)/θ £ ��� \ � ��[L\ �§��¨s���z�]�
0.9905659020 . . .� \ θ = 2.091659954 . . . , [L\ �=� [ ��¶.�²�p�]�

γs ∼ s ·0.9905659020 . . . £B[ �]� s→∞ y
LE�d�§�K�=�p� [L\1� �p�]�

0.990565 . . . = π/3.171 . . . .� [ � � � £ �K��� \][L\1� �K��}�� � �=�d�]�E}��Ä���"� �K��}�����}��¸���d� [L\1� �=�°���=� [L\ y���È���d����� ÌÇ� ���¸� £B[ �]� �"[L\1� }��]���H�p�]��}�� �
[L\1� �=� [L\ F
� � �x����� \ �=���p�]�d��� \ �

\ �]}�}��Ly�	��{&� [L£B[.� ���=� [L\:� � ���¸� £B[ �]�bÍ \ ���b}��¸���d� [L\1� �=�°���=� [L\ ���_fÜ�]� [ ���d�x� � ���Ä}��
��®d�x� � � �"[L\ �p��� [L\ � [ «��=� \ �È}��+fÜ�]� [ ���d�x� � �K� £ �K�°�K�L�°� £ �]� � y � y

��` �Oq	�µh�c�r"etf�v]e�m
hBc7i�j ��	q�h�f��	�µn �¥`x³ [ ���x�E�1� \1� }�� � ���d� [L\1� �=�°���=� [L\1�
£ ��� � �t��� \ �=� �E\][ � �E�"[ ����� \��"[L\1�Ü£ �K�Ü� [L\ �=���d�Æ�p�]�

f � ���=� �¯� �K���b� \ ���t�p�����=� [L\ ��� ��É
� �d��� \ �=���d}�}��Ly

� 	����������
	��T��� Ì��a� �'�T� q ∈ Z 8'[��C$ |q| > 1 I QC-X�*S'�.5��,�  ��!� 5C ��T�,� (γs)s∈N
>P� ���'9�U�)=��5 )*V*�%-W5a23�'5C�T�&� "*5 8'[��*$ γs ∼ s/4 24�� �) s → ∞ 8�FP8����R-B8_2!)=�C2�)���V%�,V
5C ��.[�8'���,�+\���� s ≥ 2 ��5C�# �� ���'9�U�)=�:�����&����):�%� f ��5��# ����D"��'��$%�&���'� �����&��(�)=�18'FJ8'���
-/��5b2!)=�C2�)���V%�,V�5

f (σ)(qn) ∈ Z 23�' 4)Z�,�' 3� n ∈ N0 �%��24�� �) σ = 0, . . . , s− 1
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�%�

log |f |r ≤ γ
(log r)2

log |q| 23�' 4)Z�,�' 3� r 5C �6`5%8'9:9a�����<;')*8'�!>�¡?�'@ γ < γs ¡
8�-/�')�5��T-]�*S'�.5��,� P0, P1, . . . , Ps ∈ Z[z] ¡����'� �,�' �5��3 3-W5L¡
�,��-G5+0� ��

P0(z) +
s∑

σ=1

Pσ(z)f (σ−1)(z) = 0

23�' �)+�,�' 4� z ∈ C I
Remarque Õ3I ¬�� \1� }�� ���d� [L\1� �=�°���=� [L\ � �]��¶L� \ �=� \][ � �N\ ��� �=� �d~ [L\1�9£ � ��¥� [ «��=� \ ��� ���x« [L\]\ � � ¶L�K}��d�]� �z£B[ �]� γs � � s � � � £ �"�=���ty�{ [ �]� � ��� £ }���Í]�d�Ä}�� ���"[L\�É

� �����d�°���=� [L\1�Æ\][ � �Æ\ ��� \ �=� [ ���]� �¯[L\1�E£ � � ��� £ �K�°�K���"�=���
h0 �"[ �������1� \1� }������d� [L\�É

� �=�°���=� [L\ ���7fÜ�]� [ ���d�x� � y&Å \7£B[ �]���°�K���x�K� �=� �� \ �=� [ ���]��������� � q É � \ �K} [ �L�]� � ��� �
£B[ }�~ \]¤ ��� � ���Ä¾1�d}D�����§� \ÇY ¶ [ ����wª�°�K�§�K� \Ç���"ÌL� ^ �KÍ \ �¥�ó�K�x�d}�� [ ���d� γs y

� V�9a�'��5C�&)*8��&���'�7>P�R-B8 �b)=�C23�'5C�T�&���'� ��I�½�[ ��� L0 � ��� � �K���x� \ �ª�L�°� \ �¥y ½�[ ��� \ �
θ > 1

�"�
h(θ) := (2θ2 − 1) log θ − (θ2 − 1) log(θ2 − 1)

y ½�[ ��� \ � r, t ∈ N �d¶.� �
t+ r − 1 = s

yBÅ \È� � [ � � ���°� £ }�� � � �K�=��}�� �Æ£ �K�°�K���"�=��� � t ¡ r �"�
θ
y

Å \Ç\][ �=�d�°� c � [ ���=� � }�� ���"[L\1� � � \ �=� ��\ �§��� £ � \ �1� \ �¸�p�]�§��� � � �Ä£ �K�°�K���"�=��� �
Y �"�Ä� \ ��� £ � \ �1� \ �=� � ���

L0 ^ �p�]�Ï� \ �=�d�¯¶s��� \ ��� [L\ �¸�1� \1� }�� � �]���=�§��� � �"���=�x���d� [L\�É
� �=�°���=� [L\ y�³ [ ���x� � � �È�"[L\1� � � \ �=� �È\ � � �d� [L\ � £ � �±\ �]�x�d� [ �=� �"¡ }��7¶L�K}��d�]�È���

c
� ��� \ �L�d�°�syBÅ \�\][ �=� φ1, . . . , φL

}�� � L = L0(r+ 1) �
[L\1� �=� [L\1� zh ¡ zhf (%)(z) £B[ �]�
h = 0, . . . , L0 − 1

�"�
% = 0, . . . , r − 1

y
³ [L\1� �����d� [L\1� }�� �§���=��� � �

M :=



φ1(1) · · · φ(t−1)

1 (1) φ1(q) · · · φ(t−1)
1 (q) · · · φ1(qn) · · · φ(t−1)

1 (qn) · · ·yyy yyy yyy yyy yyy yyy
φL(1) · · · φ(t−1)

L (1) φL(q) · · · φ(t−1)
L (q) · · · φL(qn) · · · φ(t−1)

L (qn) · · ·


.

Å \±\][ �=� Cν }��
ν É ���d��� �"[ } [L\]\ �¦�"� [L\�£B[.� �

Cν =




φ
(τν)
1 (qnν )yyy
φ

(τν)
L (qnν )


 .

Ã } [ � � nν = [(ν − 1)/t]
�"�
τν = � �K�=� {i | 1 ≤ i < ν, ni = nν}

y
½ � £]£B[.�¯[L\1� �p�]�z}����°� \ �±���

M
� � � L y Ã } [ � � ��}��"¨s� � �=� (ν1, . . . , νL) ∈ NL �=�d}

�p�]�
ν1 < · · · < νL

�"���p�]� £B[ �]�²� [ � � µ, ν �=�d} � �p�]�
1 ≤ µ ≤ L

�"�
1 ≤ ν < νµ[L\ �K���

�°� \ � (Cν1 , . . . , Cνµ−1 , Cν) = µ− 1
�§�K� � �°� \ � (Cν1 , . . . , CνL) = L.

Å \ � |det(Cν1 , . . . , CνL)| ≥ 1 �"[ �x���
φ

(τ)
λ (qn) ∈ Z £B[ �]�E� [ ��� n ∈ N0

�"� £B[ �]�
τ = 0, . . . , t − 1

y�Å \µ\][ �=� ∆ � �x���"�=�d����� \ � \ �ty�����}��d����� � �]��¶L� \ �z� [L\]\ �x� \ ��§�ed [ �°���=� [L\ ��� |∆| y
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� �� �� ¹3� � 8��35Z-B8a5C�T�& �8��&���'� $�� � >P��5*5C �5+�'� 8

|∆| ≤ L! max
α∈SL

L∏

µ=1

τνµ !|φα(µ)|2|q|θnνµ exp(−(θ − 1)tn2
νµ log |q|+ cnνµ).

� V�9a�'��5C�&)*8��&���'��I »Ï}�}��¸� � �z� \ �K} [ �L�]��� � �d}�}��§���Ç���d����� Âs¡ ���K� � �K�:}����d�Ô���
���d����� �§\][ � � ���=��}�� �¯[L\1� �1� \1�Ä� � � � � }���}��d�x��� � �]��¶L� \ �z�p�]�Ï� � �Ä� \Ç�"[ � [ }�}��K���������}��d�����¦��� ½s� �pÀE�K��ËLy

� �� �� Á4�a� �'������� q ∈ Z 8'[��*$ |q| > 1 ¡ t ∈ N, N ∈ N0 ��� θ > 1 I?�����T� f :
C→ C  ��!�
"����!$%�&���'� �����&��(�)=� �,�%-.-/��0� �� f (τ)(qn) = 0 23�' �)X�,�' 3� (n, τ) ∈ N0×N0

�,�%-]0� �� 0 ≤ n ≤ N − 1 �%� 0 ≤ τ ≤ t− 1 I A -/�')�5+�'� 8]¡�23�' �)Z�,�� 4� z ∈ C �,�%-]0� ��
|z| ≤ 2|q|N ¡

|f(z)| ≤ |f |2|q|θN exp(−t(θ − 1)N2 log |q|+ tN log 2),

�%��23�' �)Z�,�' 3� τ ∈ N0 ¡
|f (τ)(qN )/τ !| ≤ |f |2|q|θN exp(−t(θ − 1)N2 log |q|+ tN log 2).

� V�9a�'��5C�&)*8��&���'��Iz½ � r �"�
R ��[L\ �x��� � \][ �z«]��� � ���d�d} � �=�d} � �p�]�

0 ≤ r ≤ R�"� � ��� \ � �
[L\1� �=� [L\ f � \ �K}�~��=���p�]� �1� \1� }��z��� � �p�]� � �d�����z���z�°�d~ [L\ R �l���x�"� Y �K�� [ � \1� ^ N Ëd�d� [.� �����z�]}��=� £ }�� � ���=� �K�H� [ � \1� t �1� \1� }��z��� � �p�]� � �d�����������°�d~ [L\ r ¡�K} [ � � }��Æ}��d�����Ü��� ½s� �pÀÆ�K��Ë Y ¶ [ ��� £ �K�&�"¨s�d� £ }��ÜÑ7�K}�� ��� �]�x���s� ���l¹s¡ ���d�x��� � y Â y �l¡
£ y � y �tº�� ^ � [L\]\ �

|f |r ≤ |f |R
(
R2 + r2

2Rr

)−tN
.

Å \ � \ ���t���]���Ü}�� £ ���d�����d���²� � �=���§���=� [L\ � \§£ ��� \ � \ � r = 2|q|N �"�
R = 2|q|θN ys���

�§�ed [ �°���=� [L\È£B[ �]�E}�� � ���d����¶.�d� � � � � [ «��=� \ �]� £ �K�E}�� �
[ ���z�]}��Ä���z³Ü�K� � �p~ \
f (τ)(qN )

τ !
=

1

2iπ

�

|ξ−qN |=1

f(ξ)

(ξ − qN )τ+1
dξ.

�&���p~ £B[ �=�]� � � |f |R ≤ eγ(logR)2/log |q| £B[ �]��� [ ��� R ≥ R0
� [L\]\ �x}D���"¨s� � �=� \1� ��¥��� \ � �"[L\1� � � \ �=� c′ > 0

�=�d}�}��¦�p�]� |f (σ)|R ≤ eγ(logR)2/log |q|+c′ £B[ �]�Ü� [ ��� R ≥ 2�"� £B[ �]�Æ� [ ��� σ �=�d}	�p�]�
0 ≤ σ < s

y�Å \±[ «��=��� \ �

max
α∈SL

L∏

µ=1

|φα(µ)|2|q|θnνµ ≤ exp
( L∑

µ=1

(L0θnνµ + θ2γn2
νµ + cL0) log |q|

)

�"� £ �K�Æ}��Ä���d����� ¹ [L\±[ «��=��� \ �

|∆| ≤ L! exp
(

(θ2γ − (θ − 1)t)

L∑

µ=1

n2
νµ log |q|+ L0θ

L∑

µ=1

nνµ log |q|+ cL0L
)
.
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Å \±£B[.� � S(L) :=

∑L
µ=1 nνµ

y1{&�K�E}D��� \ �d�p�K}����=�����z³Ü�K� � �p~J� ½s� �pÀE�K��Ë [L\ �
L∑

µ=1

n2
νµ ≥

1

L

( L∑

µ=1

nνµ

)2
≥ S(L)

L

( L∑

µ=1

(
νµ − 1

t
− 1

))
≥ S(L)

(
L

2t
+O(1)

)
.

Å \ �=� [ ��¶.��� [L\1�l¡ � \�� � £]£B[.� � \ � θ2γ ≤ (θ − 1)t ¡
1 ≤ |∆| ≤ exp

({
(θ2γ − (θ − 1)t)

r + 1

2t
+ θ

}
S(L)L0 log |q|+ o(S(L)L0)

)

� �K� L = o(S(L))
y ½ �

γ < t
θ − 1

θ2
− 2t

θ(r + 1)
=: γs

[L\ �=� [ ��¶.�Ä� \ � �"[L\ �=�°�l��� � �=� [L\ �p��� \ � [L\È� �K���Æ�=� \ ����� L0
¶.�d� � }D��� \ Í \ �Dy

�
���'�/S7>P��5M238')=8'9a(%�&)=��5%I Å \ �=� [ ��¶.�È�p�]�

γs > 0 £B[ �]�¸� [ ��� s > 1 � �Æ}D� [L\
� � [ � � ��� r = s ¡ t = 1

�"�
θ > (s + 1)/(s − 1)

y¥{ [ �]� s → ∞ [L\:� � [ � � ��� θ := 2 ¡
t := s− r + 1

�"�
r := ds/log se ¡ �"� [L\±[ «��=��� \ � γs/s ∼ 1/4

y
� �'��$%-W �5C���'��I Å \ �"[L\1� }�����}��7���d� [L\1� �=�°���=� [L\ ���´}�� {&� [L£B[.� ���=� [L\ Ì �"[ �x���

£B[ �]�E}��¸{Ï� [L£B[.� ���=� [L\7�l¡ ���K� � �d¶.� � }��¦���d���x� O �K��}����d�È�������d���x� Ì y
� �� �� O3�R� �'������� q ∈ Z 8�['�C$ |q| > 1 �%� F  4�!� "��'��$%�&���'� �����&��(�)=�:�,�%-.-B�R0� ��

F (τ)(qn) = 0 23�' 4) τ = 0, . . . , t− 1 �%�D�,�� 4� n ∈ N0 �%�D�,�%-.-/�10� ��
lim sup
r→∞

log |F |r
(log r)2

<
t

2 log |q| .A -B�')�5 F ��5��#��>P�����&��0� ���9a�����b�3 3-.-B��I
Remarque ¹�I ��� �
[L\1� �=� [L\ � \ �=���d��� g ���dÍ \ ��� £ �K�E}�� £ � [ ���]��� �"[L\ ¶.�d���L� \ �

g(z) =
∞∏

n=0

(
1− z

qn

)t

� [L\ �=���z�p�]�z}D� [L\�\ � £ �d��� £ � � ���d� £ }�� � �d�ª}�� �"[L\1� � � \ �=� t/2 log |q| £ �K�ª� \ � �"[L\�É
� � � \ �=� £ }�� � �L�°� \ ���Ly

� V�9a�'��5C�&)*8��&���'�`>' 
���9:9a���JI�½ � £]£B[.��[L\1� �p�]�
F \ ��� � � £ � � ����� \ �=���p�]�d��� \ �

\ �]}�}��¦�"�
log |F |r ≤ γt

(log r)2

log |q|
£B[ �]�*� [ ��� r > 0

� �=� �dË��L�°� \ �¥y ½ � F (z) = czh +O(zh+1)
�d¶.� � c 6= 0 ¡ }�� �
[ ���z�]}��

��� Ê � \1� � \ÔY ¶ [ ��� ���lÂs¡1£ y ¹�� ^Ü� ��� � �����
∑

a∈F−1(0)
0<|a|<%

ordF (a) log

(
%

|a|

)
=

1

2π

2π�

0

log |F (%eit)| dt− log |c| − h log %
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£B[ �]�Æ� [ ��� % > 0
y1{ [ �]� % := |q|n �"�

n→∞ [L\ �
∑

a∈F−1(0)
0<|a|<%

ordF (a) log

(
%

|a|

)
≥

n∑

ν=0

(n− ν)t log |q| ≥ 1

2
tn2 log |q|+O(n).

¬z�ó�K���=��� £ �K�¯� ¡1£B[ �]� n � ��� � �K�x��� \ �E�L�°� \ � ¡
1

2π

2π�

0

log |F (%eit)| dt ≤ γtn2 log |q| ;

�K} [ � � }�� �
[ ���z�]}��¦��� Ê � \1� � \ � [L\]\ �
0 ≤ (γ − 1/2)tn2 log |q|+O(n),

� [L\1� γ ≥ 1/2.
�	� £ � [s� ���K� \ � £ � [L£B[.� ���=� [L\ � � � £ ��� � �p�]� � \´�"[ � [ }�}��K�����¸��� fÆ�]� [ ���d��� � �1� \1�

���LÁ��R¡ ���K� � ��} � �K���²�p�]� \][ � � � \ �=� \1� ��Í [L\1� }�� �"[L\ �����=� [L\ �K��¨���� \][ ��� \ ���=�d�]� � y
� 	����������
	��T��� Õ4�����'������� q ∈ Z 8'[��C$ |q| > 1 �%� f  ����#"��'�!$%�&���'� �����&��(�)=�:0� 4�

5%8��&�.5."�8'�T� f (σ)(qn) ∈ Q 23�' 4)E�,�' 45 n, σ ∈ N0 IY� � �T- �=S��.5��,� >J��5^$*�'��5C�,8����,��5 c, C
�,�%-.-/��5M0� ��.¡�23�' 4)Z�,�' 45 σ, n ∈ N0 ¡

Dσ,n := ppcm(den(f(qn)), . . . ,den(f (σ)(qn))) ≤ C exp(cσn)

�%�D5*�#- � ��� 8
lim sup
r→∞

log log |f |r
(log r)2

<
1

4 log |q| ,

8�-/�')�5 f ��5C�D ��!�b"��'��$%�&���'�c23��-GF��!�'91��8�-B��I
� V�9a�'��5C�&)*8��&���'��I ¬�� \1� }��Î���d� [L\1� �=�°���=� [L\ ��� fÆ�]� [ ���d��� � ��� ���LÁg�R¡²� � [ � É

� � ����[L\1� \ SN := [exp(4γN2 log |q|)] + 1 ¡ HN := [SNN
1/2] + 1 ¡ KN :=

[N1/2 logN ] + 1
�"�
θ = 2

y Ã } [ � �"¡1£B[ �]� 0 ≤ n ≤ N �"�
0 ≤ σ ≤ S ¡

logDKN
σ,n = S ·O(N3/2 logN).

³�d}�� � ���¸� £B[ �]�b���d� [L\ �=���d�E}�� {Ï� [L£B[.� ���=� [L\´Õ y
��`�_�` � V�9a�'��5C�&)=8H�&���'� >' �� �4V*�')=(�9a���JI {&�K�G}�� {Ï� [L£B[.� ���=� [L\ Ì ��}H�"¨s� � �=�

P0, . . . , Ps, Q ∈ Z[z]
�d¶.� � Q 6= 0

�=�d} � �p�]�

Q(z)f (s)(z) = P0(z) +
s∑

σ=1

Pσ(z)f (σ−1)(z).

�æ}��"¨s� � �=�Ä� \ n0 ∈ N
�=�d}��p�]�

Q(qn) 6= 0 £B[ �]�Æ� [ ��� n ≥ n0
y Ã } [ � � Q(qn)

� � �²� \��� \][ ��� \ ���=�d�]�ª���
f (s)(qn)

y�{&�K�b��� � �]����� \1� � [L\ � [L\ �=���Ä�p�]�
f (k)(qn) ∈ Q £B[ �]�� [ ��� k ∈ N �"��p�]�

Q(qn)k−s+1 � � �(� \ ��� \][ ��� \ ���=�d�]����
f (s)(qn), . . . , f (k)(qn)

y
����=�]� [ ���d��� � �]���Ï� [L\1�Ü£ �K�&}��ª{&� [L£B[.� ���=� [L\�Õ � £]£ }����p�]�d�²�b}�� �
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