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Irrationalité d’au moins un

des neuf nombres ((5),((7),...,¢(21)

par

TANGUY R1voAL (Caen)

1. Introduction. Le Théoreme 2 de [BR] montre qu’il existe un entier
impair j tel que 5 < j < 169 et 1, {(3) et () sont linéairement indépendants
sur Q; ce résultat implique l'irrationalité de ((j) mais est bien sur plus fort.
Dans cet article, nous améliorons la majoration j < 169 en ne recherchant
que lirrationalité de ((j) :

THEOREME 1. Il existe un entier impair j tel que 5 < j < 21 et ((j) € Q.

La démonstration de ce théoreme repose sur la série suivante :

Spa(z) =nlo° 2 % . j_; <<t n g) (t— n)%t()tg:ln + 1)5;)

ou z est un nombre complexe de module > 1, a un entier > 6 et («); est le
symbole de Pochhammer :

(a)o=1 et (a)=a(a+1)...(a+1—-1) sil=1,2,...

t=k

L’étude de S, (%), que nous écrirons désormais S, (z), est similaire & celle
de la série considérée dans [BR] et [Ri] :

e Le Lemme 1 montre que, si a est pair, la série S, (1) s’écrit comme
une combinaison linéaire (a coefficients rationnels) de 1 et des ((j) pour j
impair, j € {5,...,a+ 2}.

e Le Lemme 2 détermine un dénominateur commun aux coefficients de
cette combinaison linéaire.

e [’estimation du comportement de Sy, (1) est délicate puisqu’une expres-
sion intégrale de type Beukers [Be] n’est pas connue. Néanmoins, en suivant
Nesterenko [Ne], le Lemme 4 montre que S, (1) peut s’écrire comme la par-
tie réelle d’une intégrale complexe dont le comportement asymptotique est
déterminé au Lemme 5 par la méthode du col (Lemme 3).
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158 T. Rivoal

e Enfin, il n’y a pas lieu ici de borner la hauteur des coefficients de la
combinaison : cela n’est nécessaire que pour l'indépendance linéaire.

REMARQUE. Le Théoreme 1 a été amélioré par W. Zudilin [Zu] qui a
montré qu’au moins un des quatre nombres ((5),(7),((9),¢(11) est irra-
tionnel. Sa méthode repose sur ’élimination de facteurs communs aux coeffi-
cients de combinaisons linéaires en les ¢ impairs, construites en généralisant
notre série S, (1).

Remerciements. L’auteur tient a remercier F. Amoroso et D. Essouabri
pour leurs conseils qui ont permis d’améliorer une précédente version.

2. Résultats auxiliaires. Posons
(t—n)2t+n+1)3

Fat) =1+ 5) Oin

1(d\"
Di= 5 (5) e = D RO+ s

On a alors la décomposition en éléments simples

l+1 Cy
" 2J,M
0 r =303

=1 5=0

Définissons également les polynémes a coefficients rationnels

RN NERES 3 3 B IR =

=1 j=1 k=1

oul €{l,...,a}. Enfin, introduisons les fonctions polylogarlthmes
Li ol
i (2 kz =

ou s est un entier > 1 et z un nombre complexe, |z| <1 (z # 1 si s = 1).
En particulier, Lis(1) = ((s) si s > 2.

LEMME 1. Pour tout z € C, |z| > 1, on a

50(2) = Pon2) + 3 WV B () Lia(1/2)
=1

et Py,(1) = 0. De plus, si a est pair, alors pour tout n > 0 et pour tout
entier pairl € {2,...,a}, on a P, (1) =0 et donc
a/2

Su(1) = Pon(1) + 3 3(25 = 1) Poj-1,n(1)(2) + 1).
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Démonstration. De la décomposition (1) de R!'(t), on déduit que si
2l > 1,

N~ L+ Derjn o z7k
5= 3.3 S

1=1 j=0 k=1

G A Ve (=l = 1

_ZZ 2 o Zksz _Zkl+2z
1=1 j=0 k=1 k=1

a

= P2+ 3 B i1/,
=1

Comme le degré total de la fraction rationnelle R, (¢) est < —2, on a
Pl,n(l) = ZReSt:—j<Rn<t)> =0.
=0

On peut réécrire ¢; j , = (—l)a_lDa_l(eﬁn,j(:U))\m:j ol

n —Tr—n 3 —x+n 3
On a
n\ (z —2n)3 (z 3
&) nnylnmo) =at (m B §> | (962 _)Zga: a5 jye.

En appliquant l'identité (a); = (—1)!(—a — [ + 1); aux trois symboles de
Pochhammer de (3), on obtient
Ppm—j(n —x)

a1 D=2+ n 4+ DAEDT (=2 =n)h s v
= —n! 6<§ — 1‘) (_1)(n+1)a(_x);zl+l (_1) (.7 - CU)

= (-1)" P, ;(z).
Donc pour tout & > 0,
Bl j(n =) = (1) (),
En particulier, avec k =a —l et x = j,on a

Clnjm = (_1)a(n+1)+l+1c

1,j,m>
ce qui implique la relation
Pn(1) = (=)Dt p (1),

Si (n+ 1)a+1 est pair, on en déduit que P, ,,(1) = 0.
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LEMME 2. Pour toutl € {1,...,a}, on a
2d°7' P, (2) € Z[2] et 2d%TEPy ., (2) € Z[2]
ot dp, = ppem(1,2,...,n).

Démonstration. On écrit R, (t)(t+j)* = F(t)*-G(t)*- H(t)* - 1(t) ou
I(t)y=t+n/2 et

Fioy = e, 6o = T ), w0 = ),
Décomposons F'(t), G(t) et H(t) en éléments simples :
F(t):1+nj;pf, Gy =145 17 . H(t) = -,
p:0t+pp (t) p0t+ 9p (t) p:0t+pp
P#J P#j P#jJ
ou
(=p—n)n (D" +1n o (n+p\(n
fp: n = :(_1)71 p( ><>€Z7
(=1)Pp!(n —p)! n J\p
[[(=p+h)
o
(—p+n+1), (=1)?(2n — p)! 2n —p\ [n
- - — (-1 ez,
L (n—p)lpl(n —p)! ( n ><p>
[[C-r+n
o
! (—=1)Pn! n
hy = n - :(—1)P< > €.
u pl(n —p)! p
(=p+h)
h#p
On a alors pour tout entier A > 0 :
(DAF(t))]t=—j = dox + Z ﬁfpa
p#]
(DAG(t))|t=—j = dox + Z ﬁg’”
p#]
(DAH(E)le=—i = 32 (=D el

p=0
PF#j
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avec dpn =181 A =0, dp,» =0 si A > 0. On a donc montré que
dp(DaF)li=—js  dp(DAG)|i=—j,  dp(DaH)|i=—;

sont des entiers pour tout A € N. De plus, 2(DxI)|;=—; € Z. Grace a la
formule de Leibniz

Dafl(R(t) (t + j)a)
= > (D, F)(Dy, F)(Dyu F)

X (DyyG)(Dps G) (D G)(Dyyr H) - .. (D, H) (D I)

Ha+1

(ol la somme est sur les multi-indices p € N1 tels que py + ... + flay1 =
a — 1), on en déduit alors que 2d2'c;;,, € Z. Les expressions (2) des
polynémes Py ,(z) et P, ,(z) permettent de conclure.

3. Démonstration du Théoréme 1. Pour estimer S, (1), nous suivons
la démarche utilisée par [Ne| et [HP] qui consiste & exprimer S,,(1) a I’aide
d’une intégrale complexe a laquelle on peut appliquer la méthode du col,
méthode dont nous rappelons tout d’abord le principe (voir par exemple
[Co, pp. 91-94] ou [Di, pp. 279-285)).

Soit w une fonction analytique au voisinage d’un point zg. On appelle
chemin de descente de Re(w) en zy tout chemin du plan issu de zq et le long
duquel Re(w(z)) est strictement décroissante quand z s’éloigne de zy. Les
chemins de plus grande descente de Re(w) en zg sont les chemins tels que
Re(w) a (localement) la décroissance la plus rapide parmi tous les chemins
de descente : il est en fait équivalent de demander que Im(w) soit constante
le long de ces chemins, c’est-a-dire que la phase de e" soit stationnaire.

Supposons w telle que w’(z9) = 0 et w”(z0) = |w”(20)|e**® # 0. Notons
0 la direction d’une droite A passant par zg, c’est-a-dire § = arg(z — z)
ou z € A. Il existe exactement deux chemins de plus grande descente de
Re(w) en zp, dont les directions des tangentes en zg sont 4 = 7/2— /2 et
0_ = —m/2 — /2 ces directions critiques sont opposées. Il peut s’avérer
difficile de déterminer exactement les chemins de plus grande descente. On
peut s’affranchir de ce probleme en considérant n’importe quelle direction 6
en zq telle que cos(ag + 26) < 0 : au voisinage de 2z,

w(z) = w(zo) + 3w (z0) (= = 0)* + O((= — 20)°)

et sur un chemin L dont les deux directions en zg vérifient la condition ci-
dessus, on a alors Re(zw”(20)(z — 20)?) < 0 et Re(w) admet un maximum
local en zg le long de L. Convenons de dire qu’un chemin L est admissible
en zp si les deux directions 0 en z( vérifient cos(ag +260) < 0 et si Re(w(z))
est le maximum global de Re(w) le long de L.
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LEMME 3 (Méthode du col). Soient g et w deux fonctions analytiques
dans un ouvert simplement connexe D du plan. Supposons qu’il existe zg € D
tel que w'(29) = 0 et w”(z0) = |w” (20)|e** # 0. Si L est un chemin inclus
dans D et admissible en zg, alors

27 i(£m/2— 2
(4) §g<z>enw<z>dz~g<zo> Ty E e el (n = o)

ot le choix de £ dépend de l'orientation de L. De plus, cette estimation
est encore valable si L est un chemin que 'on peut déformer en un chemin
admissible en zg.

Nous appliquons maintenant cette méthode a 1’estimation asymptotique
de S, (1). Considérons l'intégrale complexe

n

Julu) = 5~ §Rn(nz) ($>36W dz

oll u est un nombre complexe tel que Re(u) < 0 et [Im(u)| < 3w, L est
une droite verticale orientée de +ioco a —ioco et contenue dans la bande
0 < Re(z) < 1, ce qui assure que l'intégrale J, (u) converge.

LEMME 4. Dans ces conditions, on a
(_1>nn2
2
XS( 1>F(nz)“+3f(n—nz+ 1)*I'(nz 4+ 2n +1)3

L

) I'(nz 4+n+ 1)a+3

(ii) Sp(1) = Re(Jp(im)).
Démonstration. (i) Ona (a),=I(a+n)/I(a)et (t—n)2 =(=1)"(1-1)3,

donc

n —$)3 n 3
Ra(t) = (—l)nn!a_6(t+§) (1 t)?gai +1)3
nple n\ I'(n—t+ 130+ 2n+1)30(t)°
(=1)"n! 6<t+ 5) TA -0 (t+nt 1)l (t+nt1)

De plus, la formule des compléments I'(¢t)I(1 —t) = 7 /sin(nt) (pour t & Z)
implique que

= (—1)”n!“6<t+ n

@) Julw) = e

e dz.

) B3rn—t+ 130t +2n+1)3
;) |

I'(t4+n+1)et3



Irrationalité de ((j) 163

On a donc

3
T
R,(t)| ——— ) e“'dt

l§/ ( )<sin(7rt)> ‘

_ )3 rin—t+ 130t +2n+1)3
— (—1)"nl® 6 t ﬁ Utdt
(=1)™n S<+2) T(t+n+1)ets ‘

L/
ou L’ est une droite verticale quelconque contenue dans 0 < Re(t) < n. Le
changement de variable ¢ = nz et le théoreme de Cauchy justifient que

(=D)"n®
In(u) = ——nl®
() 2 "
y S ( 1) I'(nz)*™3r(n—nz+1)3C(nz +2n+1)3

i 2 I'(nz+n+ 1)et3

e dz.

L

(ii) Soit ¢ € ]0,n[ et soit T € 1/2 4+ Z tel que T' > n + 1. Considérons le

contour rectangulaire R orienté dans le sens direct, de sommets ¢ £ iT" et

T +4T; la fonction F(t,u) = R, (t)(n/sin(nt))3e*t est méromorphe dans le

demi-plan Re(t) > 0 et ses poles sont les entiers k > n + 1. En appliquant
le théoreme des résidus, il découle que

)
i \ F(t,u)dt = > Resii(F(t,u))
RT k=n+1

ou

2 2
Resi_p (F(t,u)) = 1

1
Ry (k)(=€")" + uRy (k)(—€")" + S Rp(—e)".
Sur les trois cotés [c — T, T —iT), [T —iT, T +iT]| et [T+ ¢T,c+iT], on a
Rn(t) = O(T72).

Sur [T —iT, T +iT), en posant t = T +iy, on a sin(nt) = (—1)" cosh(my)
et donc [sin(mt)| > Le™¥l. Comme [e*| = eRe(WT=Im(Wy o en déduit que

3
™
o (t ut _ T2 Re(u)T ,—(Im(u)y+37ly|)y — T2
R ()<Sin(7rt)) e O(T *e e ) =0(T™?)

puisque Re(u) < 0 et |Im(u)| < 37.
De fagon similaire, sur les deux cotés [c — iT,T —iT| et [T +iT, c+ T,
en posant t = x + 4T avec x > 0, on a
2isin(rt) = e — E T mime

et donc [sin(7t)| > [sinh(7T)| > ™. Comme |e¥!| = eRe(Wa—Im()T " op epn
déduit que

3
m ut —2 _Re(u)z ,—(Im(u)T+37T) -2
R, _ O(T = O(1 .

(t)<sin(7rt)) c ( ¢ c ) ( )
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Donc
1 c—100
Jn(u) = %cém F(t,u)dt = lim —— \ F(t,u)at
= Y Resi—i(F(t,u))
k=n+1
— 7T2 +u2 u\k / u\k 1 1" u\k
= 3 (E S Rt + bk (B) (—e") + SRR ()" ).
k=n+1
En particulier,
- 1
Jp(im) = iR, (k —i——RZk)
(i) Z+( (k) + S R(H)

et donc S, (1) = Re(J,,(im)).

Nous utilisons maintenant la formule de Stirling sous la forme suivante :

ro =y (2) (1vo(i))

oll |z| — o0, |arg(z)| < m et ot les fonctions \/z et 27 = e?1°8(*) sont définies
avec la détermination principale du logarithme. Sur la droite L, les quantités
|nz|, [n—nz+1|, [nz+2n+1| et [nz+n+1| sont équivalentes a des multiples
constants de n, d’oli

(5)  Jnlim) = i(=1)"F(2m)*/21p2—a/2 ; g(z)em?) (1 +0 (%)) dz

avec
NN VI—z2 Vet 2
g(Z) =\t 5 a+3 a+3
VZ2i N2+ 1
et

w(z) = (a+3)zlog(z) — (a+3)(z+ 1) log(z + 1)
+3(1 —2z)log(1 — z) + 3(z + 2) log(z + 2) + imz,

les différentes fonctions racines et logarithmes de g et w étant de nouveau

définies a I'aide de la détermination principale du logarithme. L’expression

(5) de J,(im) se préte maintenant a une estimation par la méthode du col.
Dorénavant, nous supposons a = 20. Alors

w'(z) = 23log(z) — 23log(z + 1) + 3log(z + 2) — 3log(1 — z) + im

et ’équation w’(z) = 0 a une seule solution zg vérifiant 0 < Re(zp) < 1 :
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zo = xo + 1Yo ~ 0.9922341203 — ¢ 0.01200539829.

w(zp) &~ —22.02001640 + i 3.104408624,
w” (20) A 216.7641546¢ 94727705

On constate que 0 = /2 et § = —m /2 vérifient cos(ag + 26) < 0. Montrons
que la droite L : Re(z) = xo est admissible, c¢’est-a-dire que Re(w) admet

un maximum global en zy le long de L. Posons f(y) = aR%y(w)(mo + iy).
Alors
fly) = —Im(w') (w0 + iy)
= —23arg(xg +iy) + 23 arg(zo + 1 + iy)
—3arg(xo + 2+ iy) + 3arg(l — z¢ — iy) — 7.
On a

lim f(y)=27 et lim f(y)=—4~.

y——00 y—-+oo
Par ailleurs, arg(z) = arctan(Im(z)/Re(z)) pour Re(z) > 0, d’ou
df 23 23(z0 + 1) 3(zo + 2) 3(1 — z0)

dy @i +y? (ot 124y2  (mo+2)2+y2  (1- )2 +y2
_ N(y?)
(2§ + y*) (o + 1)2 4+ y?*)((zo +2)2 + »2) (1 — 20)2 +y2)’

ou I'on a noté
N(t) = 1483 + 2(T22 4 Txo + 44)t>
+2(—Tay — 143 — 12422 — 11720 + 37)t
+ 2(=Tx5 — 21xg + 1633 + 6725 — 9) 0.
On vérifie que N(t) a une seule racine dans [0, +oo[. Donc f(y) ne s’annule
que pour y = yo. La fonction y — Re(w(zo+iy)) est donc strictement crois-

sante sur |—o0, o], puis strictement décroissante sur [yo,+0o[. En consé-
quence, la droite L : Re(z) = xo est admissible en zy pour Re(w).

LEMME 5. On a
Jn(im) ~ co(=1)"Fin=8em o) (n - o)
ot co = g(20)(2m)\/27/|w” (20)|e~**/2 # 0. De plus, il existe une suite
d’entiers p(n) telle que

T[Sy (1)[1/#() = eRelezo),
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Démonstration. L’estimation de J, (i) résulte de l'estimation générale
(4), appliquée a (5) et a la droite admissible L : Re(z) = x(. Pour montrer
la derniere affirmation, notons ¢y = re” et vy = Im(w(20)), de sorte que

S, (1) = Re(J, (i)
T(—l)n+1n_86n Re(w(zo))

x (Re(uy,) cos(nvg + ) — Im(u,,) sin(nvg + 3))

ol u,, est une suite de nombres complexes qui converge vers 1. Remarquons
que vg =~ 3.104 n’est pas un multiple entier de 7 et donc il existe une suite
d’entiers ¢(n) telle que cos(¢(n)vy + B) converge vers une limite [ # 0. On
en déduit que

i (Re(tp(y) cos((n)vi + ) — T (ugy) sin(p(n)vo + B)) = 1 # 0

et donc
i |8 (1] = efetvo),
Démonstration du Théoréme 1. Posons pg, = 2d%2P07n(1) et pin =
20(21 — 1)d*2 Py _1,,(1) (1 € {2,...,10}). Le Lemme 2 implique que ce sont
des entiers. Définissons également /,, = 2d%2S,,(1) ; le Lemme 1 montre que

10

o =Dom + Y PinC(20+1).
=2

Enfin, puisque d’apres le Théoreme des nombres premiers d,, = e 0" le
Lemme 5 montre que

lim |£Lp(n)|1/<p(n) ~e 002 ¢ ]0, 1[,
n—o0

ce qui prouve le Théoreme 1.
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