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Petits zéros de fonctions L de formes modulaires
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Introduction. Récemment, Katz et Sarnak (dans [KS99]) ont étudié
la répartition des zéros de certaines familles de fonctions L sur la droite
critique. Ils ont tiré de cette étude une conjecture — appelée conjecture de
densité — reliant la répartition de ces zéros a la répartition des valeurs pro-
pres de groupes de symétrie. Iwaniec, Luo et Sarnak [ILS00] ont éprouvé la
robustesse de cette conjecture en montrant qu’elle est satisfaite (en admet-
tant ’hypothese de Riemann généralisée) pour les petits zéros des fonctions
L des formes modulaires. On montre ici que la conjecture reste valable en
considérant des sous-familles des familles considérées par Iwaniec, Luo et
Sarnak caractérisées par les valeurs propres d’opérateurs d’Atkin—Lehner.
Nos résultats sont donc un test supplémentaire renforcant la conjecture de
densité.

Soit F' = (F'(Q)) un ensemble d’ensembles disjoints de formes modulaires
indexé par un parametre Q. A chaque forme f d’un ensemble F(Q) est
associé un réel cq appelé conducteur de f et ne dépendant que de la famille
F(Q) contenant f. Les zéros non triviaux de la fonction L d’une forme
[ € F(Q) sont notés 1/2 + ivys. Puisqu’on admet I’hypothese de Riemann
généralisée, on a vy € R. On introduit un opérateur de comptage de ces

7éros
Z ¢ ( I 1n CQ>

ou ¢ est une fonction la classe de Schwartz S(R) de transformée de Fourier
a support compact. La conjecture de densité prédit, pour toute ensemble F
raisonnable, l’existence d’une distribution W (F') telle que

Ql—>ootiF > D(f.¢) = §<z><> (F)(1) dt.
fGF(Q)
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La conjecture affirme de plus que cette fonction W (F') est la fonction de den-
sité des valeurs propres (correctement normalisées) d’un groupe de symétrie.

Dans cet article on fixe un entier strictement positif £ et o = (071, ...,0¢)
un vecteur de {—1,1}*. Pour tout entier sans facteur carré N = py...py
ayant ¢ facteurs premiers p; < ... < pg on introduit le sous-ensemble des

formes primitives H(NN) de poids k et de niveau N défini par
HO(N) = {f € H(N) : Wy, f = oif, 10 < 0}

ou Wy, est I'opérateur d’Atkin—-Lehner associé a p;. L’opérateur de comptage
associé a une forme f € H?(N) est ainsi

D(f.6) = Zgb(;—;ln(km))

ol 1/2 4 iy est zéro non trivial de L(f,s) (voir §1.4). Pour établir le lien
avec ce qui précede, on voit que ) décrit I'’ensemble des entiers sans facteur
carré ayant exactement ¢ facteurs premiers. Pour une fonction X de H7 (V)
dans C on définit la moyenne harmonique de X par

Mo(X)= Y wn(HX(S)
fEH7(N)
ou wy (f) est le poids harmonique classique dans cette théorie. Il est défini
au §1.1. On prouve alors le

THEOREME 1. Soient k et ¢ des entiers strictement positifs fixés avec
k pair. Soit k un réel vérifiant 0 < k < 1/¢. L’hypothése de Riemann est
supposée vraie pour les fonctions L de Dirichlet et pour les fonctions L
associées auz formes primitives de poids k. Soit o = (01, ...,04) un vecteur
de {—1,1}*. Soit ¢ une fonction paire de S(R) de transformée de Fourier
a support compact dans |—2,2[. On consideére une suite d’entiers N sans
facteur carré ayant exactement ¢ facteurs premiers p1,...,pe tels que N® <
p1 < ...<pe. Alors on a

Me(D(- T
JE&W = | W()é(x)dz

ou W est définie par :

e siifoy...00 =1 alors

sin(2mx)
W(x)=1+ oy
o siifoy...00=—1 alors
W) =1-— sin(27z) + 6o(x)
2rx

ot dq la distribution de Dirac en 0.



Petits zéros de fonctions L 149

REMARQUE. La moyenne utilisée ici est la moyenne harmonique. Il est
possible d’exprimer le théoreme précédent en terme de moyenne naturelle,
c’est-a-dire )

M™(X)= ——— X(f).
feH(N)
Pour cela, on peut suivre la méthode d’Iwaniec, Luo et Sarnak. Cependant,
cette expression en moyenne naturelle n’apporte aucune information sup-
plémentaire. On obtiendrait le méme énoncé en remplacant M7 par MM at,

REMARQUE. Si f € H?(N) alors i*oy...04 est le signe de I’équation
fonctionnelle de L(f,s). Selon que cette valeur vaut 1 ou —1 on dit que f
est paire ou impaire. Le théoreme 1 montre que la distribution des petits
zéros n’est gouvernée que par le signe de 1’équation fonctionnelle et non
par les signes des différentes composantes d’Atkin—Lehner. Cela confirme
— au moins dans le domaine |—2,2[ des petits zéros — la robustesse de la
conjecture de densité.

Ce résultat généralise le résultat suivant di a Iwaniec, Luo et Sarnak qui
considéraient les espaces
HY(N)={f € H(N) : Wx [ =i"f}
et
H™(N)={f € HIN): Wx[=—i"f}
et obtenaient
THEOREME 0 [ILS00, Theorem 1.1]. Fizons ¢ € S(R) de transformée de
Fourier a support dans |—2,2[. Alors, lorsque N parcourt les entiers sans

facteur carré

oo

Jm s S DU = | d@W @)
JEHE(N) —o0
avec
WH(z) =1+ Lnﬁzx}, W (z)=1— Lﬁzw) + 6o(2).

Notre méthode consiste a exprimer les sommes sur H?(/N) en sommes sur
H(N) grace a I'introduction de facteurs s’annulant pour les formes n’ayant
pas les valeurs propres d’Atkin—Lehner recherchées. Apres avoir exprimé ces
valeurs propres d’Atkin—Lehner en terme de valeurs propres de Hecke, on est
ramené a évaluer des formules de trace sur les formes primitives. Pour cela
on utilise une formule de trace sur les formes primitives (de type Petersson)
due a Iwaniec, Luo et Sarnak (voir §2.4). On commence par montrer que
la contribution des formes anciennes est négligeable si on suppose que le
plus petit facteur premier du niveau croit assez vite. L’estimation de la
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contribution des formes nouvelles se fait par une évaluation de sommes de
sommes de Kloosterman. C’est cette estimation qui requiert I’hypothese de
Riemann des séries L de Dirichlet.

Apres avoir écrit ce dont on aura besoin de la théorie des formes modu-
laires, on rappellera quelques propriétés de sommes de Kloosterman et des
fonctions de Bessel. Grace a ces outils, on établira les formules de trace
nécessaires. On calculera alors rapidement la contribution des formes an-
ciennes puis, plus précisément celles des formes nouvelles. On pourra finale-
ment établir un pas vers la conjecture de densité.

Remerciements. Je tiens a remercier chaleureusement les Professeurs
Etienne Fouvry et Philippe Michel pour leurs conseils et encouragements
toujours répétés. Merci également au Professeur Henryk Iwaniec pour l'in-
térét qu’il a porté aux résultats exposés ici. Ce travail a été développé lors de
deux séjours a I'Institute for Advanced Study a I'invitation des Professeurs
Iwaniec et Michel. Qu’ils soient remerciés a hauteur de ce que ces séjours
m’ont apportés !

1. Cadre

1.1. Formes primitives. Soit N un entier strictement positif et & un
entier pair strictement positif. Le groupe modulaire I'y(N) est défini par

Io(N) = {(‘C” Z) :(ayb,e,d) €Z4, ad—be=1, c=0 (modN)}.

Son indice dans SL(2,Z) est
1
v(N)=N | | 1+ -
() ( p)
pIN

Une forme modulaire de poids k et de niveau N est une fonction f: H — C
holomorphe sur le demi plan de Poincaré H = {z € C : Im(z) > 0} et
vérifiant

1. pour tout (& 2) € IH(N) et tout z € Hon a

(255) = e+ arse)

2. il existe deux réels strictement positifs c et d tels que
Im(z) >c = |f(2)| <d;

3. pour tout rationnel r, il existe deux réels strictement positifs ¢ et d
tels que

lz—r—id <d = |f(2)| <clz—r|7"
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Une forme modulaire admet un développement de Fourier
o
f(z)= Z ar(n)e(nz), zeH,
n=0

ou e(z) = exp(2irz). Une forme parabolique de poids k et de niveau N
est une forme modulaire de poids k et de niveau N telle que la fonction
z + (Im(2))*/2|f(2)| est bornée sur H. Si f est parabolique, elle vérifie
af(0) = 0. L’ensemble des formes paraboliques de poids k et de niveau N
est un espace hermitien noté S(N) muni du produit scalaire de Petersson

(f.on= | f29R)y

Do(N)

p drdy

y2 ) f’ge S(N)7

ou Dy(N) est n’importe quel domaine fondamental du quotient & gauche de
HUQU {oo} par I'h(N) pour l'action homographique [Iwa97, §§2.7 et 3.3].

Pour tout entier strictement positif n il existe un opérateur sur S(N)
appelé n-ieme opérateur de Hecke [Iwa97, Ch. 6]

d—1

T,:S(N) = S(N), fe= 3 a’fo(‘”Jb).
n ad=n b=0
a>0
(a,N)=1

Lorsque d et N’ sont deux diviseurs de N tels que N < N et d | % et si f est
une forme parabolique de poids k et de niveau N’ alors z — f(dz) est une
forme parabolique de poids k et de niveau N. On note S b(N ) le sous-espace
de S(N) engendré par toutes les formes obtenues ainsi & partir de tous les
couples (d, N) possibles. Cet espace est stable par action des opérateurs de
Hecke T},, (n, N) = 1. On note S*(N) I'orthogonal pour le produit scalaire
de Petersson de S°(N) dans S(N) [Miy89, §4.6]. Cet espace est lui aussi
stable par action des opérateurs de Hecke Tj,, (n, N) = 1. Ses éléments
sont appelés formes nouvelles de poids k et de niveau N. Il existe une base
orthogonale (unique & I'ordre pres) H(N) de S*(N) telle que chacun de ses
éléments f vérifie les deux propriétés

1. f est vecteur propre de tous les Tp,, (n, N) =1;
2. ap(1) = 1.

Ses éléments sont appelés formes primitives de poids k et de niveau N. Il
n’y a donc qu'un nombre fini de formes primitives de poids k et de niveau
N. Ce nombre est la dimension de S*(N). Si f est primitive de niveau N,
alors pour tout entier n (méme non premier & N) elle est vecteur propre
de T, avec as(n) comme valeur propre. On notera A;(n) = az(n)nt=*/2,
Donc

Tof =ag(n)f = As(n)yn"~V72f fe H(N), neN".
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On a, pour f primitive, af(n) € R et on a donc défini une application
A(n) : HN) = R, f— Xf(n).

Ces fonctions sont reliées entre elles par la relation de multiplicativité, va-
lable pour tous m et n :

1) A= 3 A(%)

d|(m,n)
(d,N)=1

et vérifient la majoration de Deligne
(2) [A(m)| < 7(m)
ou 7 est la fonction nombre de diviseurs
T(m) = Z 1.
d>0,d|m
Enfin, on définit le poids harmonique de f € H(N) par
I'k-1)
wn(f)= ——F—-~—.
D)= o 17 i
Grace aux résultats de Goldfeld, Hoffstein et Lieman [GHL94| on a pour

toute f € H(N) non issue de GL(1) — c’est le cas lorsque N est sans
facteur carré — la majoration

3 on(f) < D)
avec une constante ne dépendant que de k.

1.2. Opérateur d’Atkin—Lehner. Soit N; un diviseur de N tel que
(N1, N/Np) = 1. On définit sur S(N) le Ni-ieme opérateur d’Atkin-Lehner
W (Ny) par

k/2 _ Niaz+b
oz N ()
ou
(4) (a,b,d) €Z®, ~d=1(modN/N;), N?Zad—-bN = Nj.

Un tel triplet existe et tous les triplets vérifiant (4) conduisent a la méme
définition de W (N7). Les formes primitives de poids k et de niveau N sont
vecteurs propres de ces opérateurs avec valeurs propres associées 1 ou —1.
Si fe H(N)

W(N1)f =er(N1)f

avec

(5)  ep(N1) = u(ND)ag(ND)N; ™% = p(N)AS(N1) /Iy = 1
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(voir par exemple [Kna92, §I1X.7]). On a ainsi construit une application
e(N1) : H(N) — {—1,1}, f—es(Ny).
Grace a (5) et (1), pour tous entiers premiers entre eux m et n tels que
mn|N, (m,N/m)=1et (n,N/n)=1on a
ge(m)e(n) =e(mn), (m,n)=1.

1.3. Moyenne harmonique signée. Soit N un entier sans facteur carré.
On considere la suite p; < ... < py de ses diviseurs premiers. Apres avoir
fixé une signature o = (o4, ...,0¢) dans {—1,1}* on considere ’ensemble

H7(N) ={f € HN) : (ef(p1), .- e5(pe)) = 0}
Les éléments de cet ensemble seront appelés formes primitives de poids k,
de niveau N et de signature o.

Soit une application X : H(N) — C. On définit la o-moyenne har-
monique de X par

Mo(X)= > wn(HX(f).

fEH7(N)
On a immédiatement
1
M?2(X) = 5 > wn(N+o1es(pr) .. (1+ 0w (p) X (f).
fEH(N)

Cette expression se développe grace a (5) et (1) en

4
(6) MU(X):%(Mh(X)JrZ > o0y

i=1 1<j1<...<j; <4
X (s, - i )P B M AP - Ap) X))
ol M" est la moyenne harmonique
MMX) = ) wn(HX(S).
fEH(N)

1.4. Séries L et leurs zéros. A toute forme parabolique f € S (N) on
peut associer une série L par transformation de Mellin

(7) L(f.s) = ) ag(n)n' 82075 fe S(N).

Cette série converge pour Re(s) > 1. Puisque les ay(n) sont réels les zéros
de L sont symétriques par rapport a ’axe des abscisses. On complete cette
série en la multipliant par un facteur a la place infinie

Mﬁ$=<§%>SFG—§+§>Mﬁ@, feS).
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Cette fonction A se prolonge en une fonction entiere. Si f est une forme de
H(N) la fonction A vérifie I’équation fonctionnelle autoduale

A(f,s) =i*ep(N)A(f,1—5), feH(N), scC

[Iwa97, §7.2]. Si f est primitive L admet, pour Re(s) > 1, le développement
eulerien suivant :

Lif,9)= I Q=xp+p>) " [T A=A
pEP peEP
(p,N)=1 p|N
[Miy89, §4.6]. Ce développement et I’équation fonctionnelle assurent que les
zéros non triviaux (c’est-a-dire différents des zéros (1 — k)/2 —n, n € N)
sont dans la bande critique 0 < Re(s) < 1.
Si f est une forme de H(N), I'hypothese de Riemann affirme que tous
les zéros non triviaux de sa série L sont sur la droite critique.

HYPOTHESE DE RIEMANN POUR LES FORMES PRIMITIVES. Soient N et
k deux entiers strictement positifs et f(z) = > -, ar(n)e(nz) une forme
primitive de poids k et de niveau N. Les zéros non triviaux de la série
L(f,s) = 520 ay(n)nt=0/2n=5 sont de partie réelle Re(s) = 1/2.

Les méthodes d’analyse complexe utilisées pour 1’étude de la fonction ¢
de Riemann (voir par exemple [Ten95]) permettent, en admettant I’hypo-
these de Riemann, de prouver que si |In@Q| < Aln(kN) pour un réel A fixé
et si f € H(IN) alors pour tout réel strictement positif ¢,

Ar(p)1
®) y Mehe N
p<Q \/Z_)
(p,N)=1

Soit ¢ une fonction paire de S(R) de transformée de Fourier
0&) = | dlw)e(—a€) d
R

a support compact. On note «s la suite des parties imaginaires des zéros
non triviaux de L(f, s) répétées avec multiplicité et on introduit 'opérateur
de comptage

D(f.¢) = Z¢<;—;§ 1n<k2N>>.

Cette série converge absolument, en effet pour tous réels strictement positifs
vete,

D(f.6) <nw ¥ 0 "#{yr € non+1[} i D 07U

neN* neN*
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On définit ainsi une application
D(¢): H(N) = C, f+ D(f,¢).

L’évaluation de cette fonction de comptage se fait grace a la formule de
Riemann. Cette formule résulte essentiellement de 1’équation fonctionnelle
de A, du théoreme des résidus et du développement eulerien de L. Elle est
prouvée en toute généralité dans [ILS00, Lemma 4.1] et [RS96, §2.3].

LEMME 1.1. Soit ¢ une fonction paire de S(R) dont la transformée de
Fourier est a support compact. Pour toute forme primitive f de poids k et
de niveau N on a

~ In(k2N) 1

D(f,6) = 30 4 260
~(Inp\ 2Inp
_ A —
%; f(p)¢<lnR>\/;BlnR
(p,N)=1
~(2lnp\ 2Ilnp Inln(3N)
> Af<192)‘75<1nR>plnRJFO( In R )
peEP
(p,N)=1

avec R = k®>N. La constante impliquée ne dépend que de ¢.

2. Lemmes préliminaires

2.1. Arithmétique générale. On donne dans cette partie quelques esti-
mations sur des fonctions arithmétiques usuelles. Soient A et B des fonctions
de variables x1,...,z,. La notation A <, . . DB signifie qu’il existe une
constante C, dépendant de z1,...,x,, telle que |A| < C|B].

La fonction 73 est définie par

73(n) = #{(a,b,c) € N* x N* x N* : abc = n}.
La fonction w est le nombre de facteurs premiers distincts :
w(n) = Z 1.
pln

La fonction ¢ est la fonction d’Fuler :
1
o(n) = nH(l - ];)

Le lemme suivant se déduit des propriétés des ordres maximaux de ces fonc-
tions (voir par exemple [Ten95]).
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LEMME 2.1. Soit N un entier. On a les inégalités
N < <
T(N) = 2o =¥

Les sommes de Gauss sont définies, pour tout entier m et tout caractére

modulo ¢, par
Gulm) = 3 xa)e( ™)

a (mod ¢)
(a,c)=1

(N) < N.

et si m =1 on note G,,(1) = G. On a le lemme

LEMME 2.2. Pour tous entiers m, n, t on a
Y G (m)Gy(n)] < (1)
x (mod t)

Preuve. Grace a 'inégalité de Cauchy—Schwarz, il est suffisant de prou-
ver 1’égalité

Y G (@)F = (1)

x (mod t)

pour tout entier gq. Or

S oadaf= XS o(150) Y )

x (mod t) a(modt) b(modt) x (mod t)
(a,t)=1 (b,t)=1

On déduit de 'orthogonalité des caracteres modulo ¢ que cette somme vaut
p(t)?. =

Enfin, on utilisera la conséquence suivante de ’hypotheése de Riemann
sur les séries L de Dirichlet :

LEMME 2.3. Supposons vraie Uhypotheése de Riemann sur les séries L
de Dirichlet. Soient t un entier et x un caractére modulo t. Soit x un réel
strictement positif. Alors

S X lnp — 25,3/7 + O(n® (1))

p<zx

ot 0y vaut 1 si x = xo est le caractére principal et 0 sinon.

2.2. Sommes de Kloosterman. Soient m, n des entiers et ¢ un entier non
nul, on définit la somme de Kloosterman S(m,n;c) par

Stmmic)= Y %M)

z (mod ¢)
(z,0)=1
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avec 7 = 1 (modc). Cette somme ne dépend que des classes modulo ¢ de
m et n. On en donne quelques propriétés individuelles. Si m = 0 on obtient
les sommes de Ramanujan :

LEMME 2.4 (Sommes de Ramanujan). Soient n un entier et ¢ un entier
non nul, alors on a

c M(ﬁ)
S(0,n;¢) = = Jd = ¢(c)—F—"1—.
dK;c)'u<d> 7 90((n,c))

Le lemme suivant permet de simplifier I’écriture des sommes de Kloos-
terman et est souvent un premier pas vers leur évaluation. C’est un cas
particulier de la formule de Selberg [Iwa97, §4.3].

LEMME 2.5 (Relation de Selberg). Si m, n, ¢ sont des entiers de plus
grand diviseur commun (m,n,c) =1, alors on a

S(m,n;c) = S(mn,1;c).

Les sommes de Kloosterman satisfont a une formule de multiplicativité
qui permet de ramener ’évaluation des sommes de Kloosterman au cas ou
le dernier argument est puissance d’un nombre premier. Cette formule est
donnée par le

LEMME 2.6 (Multiplicativité croisée). Si m, n, q, r sont des entiers tels
que q et r sont premiers entre eux, alors on a

S(m,n;qr) = S(mg, ng; r)S(mr, nr; q)
ot q¢ =1 (modr) et r7 =1 (modg).

On note que si (m,n,qr) = 1 'application des lemmes 2.6 et 2.5 donne
le

LEMME 2.7. Soient m, n, q, r des entiers. On suppose que (q,7) =
(m,n,qr) =1. On a alors

S(m,n;qr) = S(mnGQ, 1;T)S(mnf2, 1;q).

Le lemme suivant permet de traiter de nombreux cas d’annulation des
sommes de Kloosterman ([Mic98, Lemme 2.3] et utilisation du lemme 2.4).

LEMME 2.8. Sip est un nombre premier, si m est un entier divisible par
p et si a est un entier positif ou nul alors on a

S(m, 1;p*) = pu(p®).
On déduit les deux lemmes suivants :

LEMME 2.9. Soient q un entier et m un entier divisible par le noyau de
q, N(q) = Hp‘qp. Alors on a

S(m,1;q) = p(q).
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LEMME 2.10. Sim, q, r sont des entiers tels que (m,q,r) > 1 alors on a
S(m,1;qr) = 0.

Preuve. Soit p un diviseur premier de (m,q,r). On écrit m = m'p?,
q=qp’etr=1"pavec (m',p)=(¢,p)=(r',p)=leta>1,b>1,c>1.
Alors, grace a la relation de multiplicativité croisée (lemme 2.6), S(m, 1; ¢r)
est nulle si S(m’sz“, 1; p°*¢) est nulle. Mais, puisque b+c > 2 et a > 1,
cette derniere somme est nulle d’apres le lemme 2.8. =u

On déduit aussi des lemmes 2.6 et 2.8 le

LEMME 2.11. Pour tous entiers m, q et r, on a

‘ {0 st (r,q) > 1,
S(mg, 1;7q) = {u(q)S(mﬁ, L;r) si(r,q)=1.

On a la majoration due essentiellement a Weil :

LEMME 2.12. Sim, n, ¢ sont trois entiers, on a

|S(m,n;c)| < \/(m,n,c)T(c)Ve.

On donne ensuite deux propriétés de sommes de sommes de Klooster-
man. On obtient d’importantes éliminations lorsqu’on tord les sommes de
Kloostermann par des caracteres de Dirichlet grace a ’apparition de sommes
de Gauss.

LEMME 2.13. Sim, n, c sont des entiers et si x est un caractére modulo
¢, alors
Z x(a)S(m,na;c) = Gy (m)Gy(n).
a (mod c)

(a,c)=1

En particulier, si (n,c) =1 on a

Y x(a)S(m,na;c) = X(n)Gy(m)Gy.
a (mod c)
(a,c)=1
Enfin, la somme suivante nous sera utile lors de I’évaluation de la con-
tribution des formes nouvelles.

LEMME 2.14. On suppose vraie [’hypotheése de Riemann pour les séries
L de Dirichlet. Soient £, t, N des entiers et x un réel strictement positif.
Alors on a
Inp K (ﬁ) 3
S S0t 1507 = 0u(t) S EIS 1 O(p(t) In (1) + VET(H) In V).
et VP #(wn)

(p,N)=1
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Preuve. On note Xy (z;¢;t) la somme de gauche du lemme. La contri-
bution & cette somme des p divisant ¢ est négligeable. On pose ¢ = pt’. Si
(p,t') = 1, grace aux lemmes 2.11 et 2.12 on a

1
S(pl, 1;pt)| < |S(pl, 1; )| < —VET(t).
|5( )< 15( )| 7 (t)
Cette inégalité reste vraie si (p,t’) > 1 grace au lemme 2.11. On en déduit

> S, 1;t)h17§ < Vir(t) Inln(3t).

(p,N)=1,plt

Ainsi

Yn(z;l;t) = Z S(pﬁ,l;t)lnTI]; + O(Vt7(t) Inln(3t)).

(p,N)=(p,t)=1

On efface la condition (p, N) = 1 grace a la majoration

lnp
S( e,l,t—<<\f () < Vt7(t)InN.

Puisque les p appartiennent maintenant a des classes a premieres a t, on
écrit 1’égalité

Swtn= 3 Sty Y 1“7;)

a (mod t) p<z
(a,t)=1 p=a (mod t)

+ OVt 7(t) Inln(3t) + vVt 7(t) In N).
Par utilisation de l’orthogonalité des caracteres modulo ¢ on a ensuite
_, Jnp
Yn(z;l;5t) Z Z aﬂ,l,t)Zx(p)T.
X (mod t) a(modt) p<w p
Grace aux lemmes 2.13 et 2.3 on en déduit

En(x;6;t) Z GGy (0)(26,v/x + O(In’ (tx)))

X (mod t)
+ O(\/_T( t)Inln(3t) + vV 7(¢) In N).
On peut alors conclure, grace au lemme 2.2 par I'égalité
@)
o(7n)

2.3. Fonctions J de Bessel. On récapitule dans cette partie les propriétés
des fonctions J de Bessel dont on aura besoin. Si k£ est un entier positif ou

In (x5 4;t) = 2u(t) — =25 VT 4+ O(p(t) In(tx) + Vi () In N). =
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nul, la fonction de Bessel d’ordre k est définie par
[e's) k+2r
(=1)" (=
J] = — =
K =2 Ik +7)!\ 2
r=0
pour tout z € C. Pour £k > 1on a
(9) Ji(2) <k 2.

D’autre part, pour tout kK > 0 on a
T

1
Ji(z) = — S cos(kf — zsin ) do

0
d’ou on déduit, pour tout k > 0 et tout z € C,
(10) |Je(2)] < 1.
D’autre part, on a les relations de récurrence suivantes :
k

(11) 2= Ji(@) = Jp-1(2) + Jer(z) (2 #0, k21)
et
(12) 2J (@) = Jo—a(x) — Ju(x) (k> 2).
Enfin, la transformée de Mellin de J;_1 est donnée par

T I'((k+s)/2)
(13) Jp—1(x)x’dx = 2° ———=

§ (k= 9)/2)

cette égalité étant valable pour Re(s) < 1/2 et Re(s+k) > 0. On obtient un
développement asymptotique de cette transformée de Mellin en considérant
le développement en produit de Gauss de la fonction I,

n
n* k

n—oo 2
k=1
valable pour Re(z) > 0. On en déduit, pour tout 0 < € < 1, la majoration
I'la+s) 9 s
14 —L =a*°({1+0,| -
(14) I'(a—s) “ o a
uniforme en @ > 1 et [s| <1 —e.

2.4. Traces harmoniques. Pour tous entiers strictement positifs a et b
on définit

(15)  An(a,b) =d(ab)+2mit 3 MJ“(%Z@).
cEO(C;SdN)

C
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Cette somme est en fait une formule de trace sur une base orthonormale
de l'espace de toutes les formes modulaires de niveau N. Pour f € H(M)

et L > 1 on définit
Af(p)2>
L =TJ(1-»~L%).
or(L) ( Pt 12

p|L

Grace a la majoration de Deligne, on a g¢(L) > 9-«(L) > L=¢ pour tout
€ > 0 avec une constante dépendant de €. Les travaux d’Iwaniec, Luo et
Sarnak permettent d’exprimer la somme (15) en fonction de bases orthonor-
males de formes nouvelles.

LEMME 2.15 [ILS00, Lemma 2.7]. Soient N un entier sans facteur carré

et m et n deux entiers strictement positifs tels que (m,n,N) = 1 et
(mn, N?)| N. Alors

wu(f)  Apm)As(n)
LJ\;N feg(:M) v(L)oy(L)  v((mn, L))

Par inversion de M&bius, ils donnent ensuite une formule de trace pour
les formes primitives de niveau N.

LEMME 2.16 [ILS00, Proposition 2.8]. Soient N un entier sans facteur

carré et m et n deux entiers strictement positifs tels que (m,N) = 1 et
(n,N?)| N. Alors
h 1
ME(\p(m)As(n NZ nLZAMmen)
ti=n" Z\Lw

Ils en déduisent le corollaire suivant, qui résulte essentiellement de la
majoration de Weil.

LEMME 2.17 [ILS00, Corollary 2.10]. Soient N un entier sans facteur
carré et m et n deux entiers strictement positifs tels que (m,N) = 1 et
(n, N?)| N. Alors

@(N)
Mh()\f(m)/\f(n)) = 75(7’% n)

+O(k™*S(mn) AN~ (n, N)~Y/27(N)?13((m,n)) In(2mnN)).
3. Formules de trace signée. On déduit des lemmes précédents 1’es-

timation suivante des moyennes harmoniques signées des coefficients de
Fourier de formes primitives.

PROPOSITION 3.1. Soit N un entier sans facteur carré. On considére la
suite p1 < ... < pg de ses diviseurs premiers, o un vecteur de {—1,1}*
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et k un entier strictement positif. Alors pour tout entier m > 2 vérifiant
(m,N)=1ona

M7 (A(m)) < T(N)2N73/41In(2N2m)m!/4,
la constante impliquée ne dépendant que de k.

Preuve. Pour un entier i tel que 0 < i < £ et une suite 5 = (j1,...,Jj¢)
telle que 0 < j; < ... < j; </ on définit N; =1sii=0et Nj =pj ...pj
sinon. On a N | N et (Nj, m) = 1. On utilise alors (6) et la formule suivante,
conséquence du lemme 2.17 pour conclure :

MY(A(Njm)) < T(N)2N TN Y4 (2N Nm)m'/4.

La taille harmonique des ensembles de formes de poids IV et de signature
o est quant-a-elle donnée par le

LEMME 3.2. Soit N un entier sans facteur carré ayant ¢ facteurs pre-
miers distincts. On considére o un vecteur de {—1,1}* et k un entier stricte-
ment positif. Alors

ey

ot la constante ne dépend que de k.

Preuve. Cela résulte de (6) avec X = 1 & qui on applique le lemme 2.17
pour d'une part m = n = 1 et d’autre part m = 1 et n = p;, ...p;, ou
P1,...,pe sont les diviseurs premiers de N. m

4. Densité de répartition signée. Dans toute la suite on supposera
que les hypotheses de Riemann pour les fonctions L de Dirichlet et des
formes primitives sont vraies. Soient k et ¢ des entiers strictement positifs
fixés avec k pair. Soit o = (01,...,0¢) un vecteur de {—1,1}*. Soit ¢ une
fonction paire de S(R) de transformée de Fourier a support compact dans
]—2,2[. On considére une suite d’entiers N sans facteur carré de facteurs
premiers p; < ... < pg. On rappelle qu’il existe un réel strictement positif
K tel que p; > N*.

On va estimer M7 (D(¢)). Grace a la formule de Riemann (lemme 1.1)
avec R = k2N, on écrit cette moyenne signée sous la forme

In ln(3N)>

MU(D(¢))=M1+M2+M3+Ok< oV

My =20 (1) (300 + 5000)).
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_ N 21np anp . ,
e (pNZ)=1¢<ln(k2N))pln(k2N)M (A(p)),

~ Inp 2Inp -
My=— > ¢<ln(k:2N)> T (A)-

(p,N)=1
Le lemme suivant permet d’estimer M.

LEMME 4.1. Soient £ et k deux entiers strictement positifs, k pair. Soient
N un entier sans facteur carré ayant £ facteurs premiers py < ... < pg, O
un vecteur de {—1,1}* et k un entier strictement positif. Alors, pour toute
fonction ¢ de S(R) a support compact [—2 + 69,2 — do] tel que 0 < §p < 2,

Z ~ lelp 21r o
1 2 M )\ 2 N— / 0/5
D, = p 2

ot la constante impliquée ne dépend que de 0, £ et k.

Preuve. Par utilisation du théoreme des nombres premiers et intégration
par partie on a, des que a > 1 et z > 2,

(16) Z w < In(az)vx

ou la constante est absolue. En remarquant que 5(2 Inp/In(k*N)) = 0 pour
tout premier p > (k?N)'=%/2 et en utilisant (16) on obtient le résultat
énoncé par utilisation de la proposition 3.1. =

La proposition suivante permet d’estimer le terme Ms3.

PROPOSITION 4.2. L’hypothése de Riemann sur les fonctions L de
formes primitives est supposée vraie. Soient k et £ des entiers strictement
positifs fixés. Soit k un réel vérifiant 0 < k < 1/0. Soit 0 = (01,...,04) un
vecteur de {—1,1}*. Soit ¢ une fonction paire de S(R) de transformée de
Fourier a support compact dans |—2,2[. On considére un entier N sans fac-
teur carré ayant £ facteurs premiers p1,...,pe tels que N® < p; < ... < py.
Alors

~ Inp 2Inp -
2 ¢(ln(k2N)>\/p?1n(k2N)M (AP))

(p,N)=1

L0, (A0 ) 4 1 (),

2N 2 In N

Preuve. Grace a (6) on écrit

4
My = Ms(0)+> Y ooy ulpy i) Ma(G):

i=11<5:<...<j; <4
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Pour 0 < ¢ < £ et toute suite 3 de ¢ éléments tels que 1 < j; < ... < j; </
on a posé

VN Y 3 ) T M A

(p,N)=1

avec Nj = pj, ...p;,. Pour j = 0 (c’est-a-dire i = 0) il faut prendre Ny =1
dans ces formules. Le lemme 2.16 permet d’écrire

(17) M3(5) == M3 (5) + Ms(5)

avec

Inp 2Inp
A ¢<ln k2N)>\/51n(k2N)AN(p’NJ')

(p,N)=1
et
/N; ,u(L
Me N — J -
LM=N l\Loo
L#1
" Z $< Inp ) 2lnp Anr(pI2, ;)
2 2 M 1 4VG )
My In(k2N) \/ﬁln(k N)

On montre que Ms(j) est négligeable dans le

LEMME 4.3. Les hypothéses de Riemann sur les fonctions L de Dirichlet
et des formes primitives sont supposées vraies. Soient N un entier sans
facteur carré de plus petit diviseur premier p1, i un entier, 0 < i < { et j
une suite 1 < j1 < ... < j; < L. Pour tout réel € tel que 0 < € < /2,

M(j) = oks(Ng)

P
Preuve. Grace au lemme 2.15 et puisque (I,p) =1 on a

- wa, (f) AP Ar(p)Ag(N;)
AP Nj)= > Y v(L1)or(Ly) fu((ZQJ];fjp,Lfl)) '

Le report de cette expression dans la définition de Mg (j) donne

LiMy=M feH (M)

[ \/FJ L1M1 le(f)
M5(5)] < LM _ewl)
’ N LLlL]\/[EN V((vaL)) fGP;Ml) V(Ll)Qf(Iq) f

Ae(12
Xz’fg)

I|Lo°

Inp 2lnp Ar(p)
2 ¢<ln k2N >\/;_91n(k2N) ' I/((lQJ\J;jp, L)) |

(p,N)=1
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La majoration de Deligne (2) donne
2
3 —'Afgl N, 1o <N
IIL>
Puisque (p, N) =1 et (L, L1) = 1 alors v((I?N;p, L1)) = v((Nj, L1)) puis
v((Nj; L1))v((Nj, L)) = v((Nj, LL1)).

Enfin la majoration (3) donne

() N
v(Ly)of(Ly) 7 LM,
On a alors
el —1+¢ \/Nj
M5 (j) <ke N Z V((N;, LL1))
LLiMi=N 3y
L#1
~( Inp \As(p)lnp
SISV D o =y |
feH(M;) et \EEN) P

Grace a (8), on a

~( Inp \A(plp ¢ 1 As(p)Inp~, . dt
2 ¢<1n(k2N)) N SIW > 7¢(t)7

(p,N)=1 R- p<t
(p,N)=1

<<k:,€ Nsa

R valant maintenant (k*N )2760, et donc

N.
M; (5 NTFE S B A+ (N,
3(J) <<k78 LL%:N I/((NJ,LLl)) Z | f( J)|
11= fEH (M)
L#1
On écrit N; = AB avec A| M et (B, M;) = 1. Alors, grace a (5), Af(N;) <
7(B)/VA et (Nj,LL1) = (B,LL;) = B, donc

1 Ne

MS$(§) <pe N° Lpe —,

3(J) e LL%:N VBLL, % m
L#1

ce qui termine la preuve. m

REMARQUE. C’est ici le seul endroit ou l’on utilise 'hypothese de Rie-
mann pour les fonctions L de formes primitives. Elle est utilisée afin d’es-
timer «trivialement» la contribution des formes anciennes. En particulier,
elle est inutile en poids k£ < 10, k = 14 ou en niveau premier.



166 E. Royer

On estime maintenant le premier membre de Ms(j) (voir (17)). On a
donc I’égalité

Inp 2Inp
=-VN; > ¢<ln(k2N)>\/i)ln(k:2N)AN(p’Nj)'

(p,N)=1

On écrit, puisque (p, N;j) =1 et grace au lemme 2.5 et a la définition (15),

(18) MZ(j) = \/_Z ot S(pNj,l;rN)Jk1<LpNj>

rN
(p,N)=1
" (;AS Inp 2Inp
In(k2N) ) \/pIn(k2N)’

On appelle L; le complémentaire de N; dans N, N = N;L;. On a (N;, L;)
= 1. De méme, dans le but de simplifier les sommes de Kloosterman on
décompose r en partie ayant mémes diviseurs que N; et partie premiere
a Nj,
r = vw, U\Nfo, (w, Nj) =

On peut alors utiliser le lemme 2.6 pour écrire

S(pN;, 1;vN;wL;) = S(pN;wl; , 1;uN;)S(po2 Ny, 1;wL;).
Si (v, Nj) > 1 alors (pNijjz,v,Nj) > 1 et, d’apres le lemme 2.10,

S(pN;wL; , 1;uN;) = 0,

on peut donc supposer (v, N;) = 1. Comme v | N>°, on peut supposer v = 1.
On peut alors récrire (18)

) VN 2mik
(19)  M3(G)= — NJ > ” > S(pNj, 1;wN;L;)
(w,N;)=1 (p,N)=1

4\ /pN;\ ~ In 21n
() )

wN (k2N) ) /pIn(k2N)’

Le lemme 2.11 donne

M3 (j) = _mN(Nj) > Lot > S(pNj, L;wLy)

N w
(w,Nj)=1 (p,N)=1

o Inp 2Inp
ot (k2N) ) /pIn(k2N)’

Par les majorations du lemme 2.12 et (9) on a la majoration
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Y Lot S S0 1ruy)

N , W
w>12k7N; L; (p,N)=1
(w>N]'):1
A7\ /pN; \ ~ 1 21
X Jn_1 PN P n2p nz; < N—%0/2
wN In(k2N) ) /pIn(k2N)

REMARQUE. Si k > 4, cette troncature des grandes valeurs de w n’est
pas nécessaire. En (21) on peut en effet utiliser (9) au lieu de (10).

On transforme alors (19) en

M3 (§) = — mu(Nj) > Lomit > S(pNj, 1;wLy)

N w<12kn N7 L; v (p,N)=1
(w,Nj):l
4m\/pN;j\ ~( 1Inp 2lnp s
_ N —%0/2y
X Ji 1( wN >¢<ln(k2N) N )

Par intégration de Stieltjes par parties et utilisation du lemme 2.14 on écrit

wi =Yy Y L

N
w<12kwr N7 L;
(w,Nj)zl
4mik T w(wLy)
——— \ (2u(wL; J L;)In®(wN
XmWNA<“W’%wmﬁ@+“”w”“““”)

(o (ki) oo

Il résulte de la condition sur le support de gg qu’on peut restreindre les
variations de la variable d’intégration & N~21% <, 2 <, N?7%_ On a
utilisé ce fait pour simplifier le terme d’erreur. On définit

Qe:ﬂ?0(¢(ij)1n3(wN))d<Jk1<47r\/$_Nj>$<lnlnx >>

In(k2N) wN (k2N)

Par calcul de I’élément différentiel, on obtient

)
T ()

L <47T\/:E—]\G>A,< Inz >)dm.

TN N TN In(k2N)
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Le support de gg étant [—2 + g, 2 — dg], on a la majoration
Q° < p(wLj) In*(wN)

R
, 47r,/3:Nj>‘ wN
8 RS1{ Jk_l( wN * 2m\/Njz
271'\/

wN\/_

ot R = (k®2N)27%. On effectue alors le changement de variable y =
(4m\/xN;)/(wN) pour obtenir

()

wN

Z
Q° < p(wLy) W (wi) | 17}_, ()] + iu,@_xy)my

z

ou
)
(20a) 47T/€2 0 \/_N 60/2
et
4k —2+00
(20b) 2= ONZ0/2

Grace a (11) et (12) on exprime l'intégrale en combinaison de fonctions J
de Bessel
z

(21) Q° < p(wLy) n®*(wN) § (| Ju—2(y)] + [Ti-1(®)| + | T (y)]) dy-

z

Grace a (10) on obtient alors

Q° < p(wL;)In®(wN)/Njw I N~%/2 « L;\/N;N%/3

puis
V NJ 1 e [
— N—%/4,
N Z . wQ <k
wSleﬂNj L;
(’w,Nj):l
On a alors
N; 1
7] o J ) - —dp/4
MEG) = Y u(Ny) S QO
w<12kr N7 L;
(w,N]-):1
avec

0" — 4mik CSOZN(WLJ)Z(ZE;%\/5d<Jk—1<4W\/W>$<lnlnx >>

wN (k2N)
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On effectue une nouvelle intégration par parties sur I'intégrale de QP et le
changement de variable y = (4w\/xN;)/(wN) pour obtenir

b o N p(wLy) \/ dy
Q"= 2w N, p(wL;) g ( 1n(k2N) ) =1 ) Ny

Grace a (10), on a

z
1 N7(L;
QP < w S|Jk 1(y )|dy<<kM-MN_5O/2
N; e L; w
avec Z et z comme en (20). Ainsi,

N; 1 1
Iy g L

N w>12kr N2 L, v NLj/N;

et on peut réintégrer les grandes valeurs de w :

N.:
M§(j>={v_ﬂu<Nj> > @O,
(w,N;)=1

On transforme ensuite 'intégrale intervenant dans I’expression précédente.
Pour cela, on remplace ¢ par son expression en ¢ pour obtenir

_wNy

o] —~ 47r\/_ dy
SJkl(y)¢< In(k2N) >ln(k2N)

0

[ee]

wN —4irt/In(k2N) oo ' ) dt
= o(t) < > T (y)y~ 4N gy :
t:S . /N, ) i In(k2N)

Enfin, grace & (13) on obtient, aprés avoir posé x = t/In(k2N),

y=0

_wNy

o) —~ 47r\/_ dy
SJk1(y)¢< In(k2N) >ln(k2N)

0
T 2 21\ /N; \ ™ (k)2 — 2irz)
- S (@ In(k"N < ) I'(k/2 + 2inx) de

— 00

Si w et L; ne sont pas premiers entre eux, alors ,u(ij)2 = 0, donc on
peut supposer (w, L;) = 1, qui conduit & (w,N) = 1, u(wL;)? = p(w)?
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o(wLj) = ¢(Lj)e(w). Ainsi, on obtient

Py Z.kﬂ(Nj) p(w)?
M; (4)= -2 QO(Lj) W o(w)
0o , o dimz I'(k/2 — 2irx)
X Soogé(scln(k‘ N)) <W) I'(k/2 + 2inx) o
+ O(N_éo/g)-
On pose ( )2
= pAT r°.
e = (Wz):l (r)

Cette série converge pour Re(s) > 0. On a alors

@) ) - -2
[es] dimx
<aimy § o) (27 )

(k)2 - 2irz)

4 dz + O(N~%/%),
X F(k/2+2i7ra:)7( itz +¢)dr 4+ O( )

Or o
W)= ] (1+ = B(s)C(s + 1)a(s)
(p,N):l( p- 1>
—s -1 —s —2s
_ p ot als) = p_—pP "\
5(8)_ﬂ<1+p—1> el 1;[<1+ p(p—1) )
Or, (0) |
o B np
a0~ 2 p-1 - oW
donc

a(s) =1+ 0(s)
uniformément pour |s| < 1/2 — e. De méme
Inp

O e o
50 _pZ]; 5 O(In1n(3N))

et 5(0) = ¢(N)/N, donc

B(s) = @(1 + O(slnln(3N)))

uniformément pour |s| < 1. On a alors
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(23) () = 2 4 o FEIRRER)

uniformément pour |s| < 1/2 — e. D’autre part, d’apres (14),

(k)2 - 2imz) <k

T(k/2+ 2irz) §> (14 Ox(x))

uniformément pour || < 1/(27) —e = A. Apres changement de z en —x et
par parité de ¢ on obtient enfin
(V) pu(N;)

(24)  MF(5) = - 21’“7 o(L,) lim | ¢(xn(k*N))

( 47 >_4im dx < Inln(3N) >
X | ——— ————+ O ——— |-
kL;j\/N; e —dinx ©(L;) In(k2N)

REMARQUE. En toute rigueur, pour appliquer (23) il faut couper 'inté-
grale de (22) en
oo+ )

lz|<(dm)~tA  |z[>(4m) "t A

Mais la seconde intégrale est aussi petite que voulue lorsque N — oo puisque
¢ € S(R). On peut donc sans souci la soustraire de (22) pour la rajouter
a (24).

On pose 2 = (kN/(47/N;))?. Alors

O§; S (K N) (ﬁ) =
_ OS:O o(ye In(k2N)) cos(2mye In 2) %
—i OSO #(zIn(k*N)) sin(27x In 2) %
et h
lim _OS; G (k) (,{:Lfﬁ) s

Si N # Nj, on remarque que |In 2/In(k?N)| < 2 pour majorer I'intégrale
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de droite de 1’égalité précédente :

1T InR \de| T
Z ] V27 | <« .
‘ 5 5)0 ¢(x) sin <27rm ln(k:QN)> 5| S Xoo |p(x)| dx
On déduit alors de (24) que si g # (1,...,¢) alors
. 1 InIn(3N) .
MP —t+ —= 1,...,0).

On conclut si N = NN; en utilisant

OSO ¢(x) sin (27@%) ;T—Z - _CS; ¢(x) sin(2mz) 267?; " O<ln(k12N)>

— 00

qui se voit en calculant la différence des deux intégrales. m

On déduit le théoreme 1 du lemme 3.2 et de la proposition 4.2.
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