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Introduction. Soit ¢ une puissance de 2 et I, un corps fini a ¢ éléments.
Comme on le verra dans un article a paraitre ultérieurement [3], I’étude de
'existence de représentations d'un polynéme M € F,[T] comme somme de
cubes et de carrés et donc, puisque la caractéristique est 2, comme somme de
cubes et d’un carré se ramene a I’étude de I'existence de représentations du
polynéme M associé & M par la relation M = M3 + TM? comme somme

S
My =) (VUZ+TVY).
i=1
L’étude de telles représentations nécessite la majoration du nombre de re-
présentations de 0 comme somme

S
0=y w2
i=1
X, et Y; étant des polynémes de [T vérifiant les conditions de degré
deg X’L < n, dng; < n,

ce qui conduit a I’étude des représentations d’un polynéme M € F,[T]
comme somme

(1) M=) XiY?
i=1
ou X; et Y; sont des polynomes de F,[T"] soumis aux conditions de degré

(2) deg X; <n, degY; <n,

étude qui sera menée dans ce qui suit.

Notons R(s,n, M) le nombre des représentations de M € F,[T| comme
somme (1) ot X; et Y; sont des polynomes de Fy[T'] vérifiant les conditions de
degré (2). Si le polynéme M admet une représentation (1) ou les polynoémes
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X, et Y; vérifient les conditions (2), nécessairement deg M < 3n. Suivant la
terminologie introduite dans [4], nous dirons que la représentation (1) est
stricte si les polyndmes X; et Y; vérifient les conditions de degré les plus
restrictives possibles, c¢’est-a-dire s'’ils vérifient les conditions de degré (2),
I’entier n étant déterminé par la relation

(3) 3n—2 < degM < 3n.

Notons Q(s, M) le nombre de représentations strictes de M comme somme
(1). La méthode du cercle permet d’obtenir, sous I’hypothese s > 5, une es-
timation asymptotique des nombres R(s,n, M) pour n tendant vers oo, d’ou
I'on déduit une estimation asymptotique des nombres Q(s, M) pour deg M
tendant vers oco. Plus précisément, nous démontrons le théoreme suivant.

THEOREME A. Soit un entier s > 5. Alors, pour n tendant vers oo et
pour tout polynome M tel que deg M < 3n, on a

R(S, n, M) = CS(M)qn(Zs—S) 4 O(q"(35/2_1))7

q(55—7)/2(qs _ 1)
(qts=3/2 —1)(¢s=D/2 = 1)(¢°2 = 1)’

les constantes impliquées par le symbole O ne dépendant que de q et de s,
et, pour deg M tendant vers oo, on a

Q(S, M) = CS(M)qn(2s—3) + O(q”(35/2_1))7

Uentier n étant déterminé par la condition 3n — 2 < deg M < 3n.

(¢ —1)(¢" " —1) < Cs(M) <

De facon évidente, seule la représentation triviale est une représentation
stricte du polynéme nul comme somme (1). La méthode utilisée ici ne nous
permet pas d’obtenir une estimation asymptotique des nombres R(s,n,0)
pour s < 4. Nous obtenons seulement une minoration et une majoration
asymptotiques des nombres R(4,n,0) par des fonctions de méme ordre de
grandeur. Plus précisément, nous démontrons le théoréme suivant.

THEOREME B. Pour n tendant vers oo, on a

(¢* +1)(¢* + g+ 1) + 0(¢"/?)

8 5 6
q° +95¢° — 4q
T g 1 o),

les constantes impliquées par les symboles O ne dépendant que de q.

< R(4,n,0) < <q3<q4+ D@ +q+1)+

Pour établir ces théoremes nous sommes amenés a majorer les nombres
R(2,n,0). Cette majoration est obtenue par des méthodes élémentaires don-
nant aussi une minoration de ces nombres (voir le théoreme IV.5 ci-desous).
De facon évidente, R(1,n,0) = 2¢"*! — 1. Pour compléter notre étude,
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nous donnons au théoreme IV.5 une majoration et une minoration asympto-
tiques des nombres R(3,n,0). Notons aussi que tout polynéme M s’écrivant
M = 12M, pour tout polynéme M non nul on a R(1,deg M, M) > 1.

Cette derniere remarque nous permet d’établir a ’aide de considérations
élémentaires les relations

R(3,n,M) > (¢ —1)%¢ *¢*"/%,  R(4,n,M) > (q— 1)*¢"T™/2,

valables pour tout polynéome M tel que deg M < 3n. Ceci nous montre que
tout polynome M € F,[T] non nul admet une représentation stricte comme
somme

M =X Y7 4+ XoY3 + X3V

On a la une représentation stricte d’'un polynéme de Fy[T] par une forme
cubique a 6 variables. Rappelons ici que, par d’astucieuses méthodes élémen-
taires, L. Gallardo a démontré que si ¢ # 2,4, 16, tout polynéme de F,[T] ad-
met une représentation stricte comme somme de 5 formes cubiques Q(A, B)
= AB(A+B) (cf. [5]), que tout polynéme de F,[T] admet une représentation
stricte comme somme de 9 cubes, et que tout polynome de Fi4[T] admet
une représentation stricte comme somme de 10 cubes (cf. [6]). D’autres con-
sidérations élémentaires nous permettront de démontrer que I’ensemble Fo
des polynomes M de degré au plus 3n admettant une représentation comme
somme M = X 1Y12 + X2Y22, ou X1, Y1, Xo, Y5 sont des polynoémes de degré
au plus n, est de densité strictement positive minorée par
¢°(g+1)
g7+ 5 +5q¢* +6¢3 +3¢2 +2¢+1°
et que si F; designe l'ensemble des polynomes M de degré au plus 3n,
pouvant s’écrire comme produit M = XY ? ot deg X < n, degY < n, alors
g+1
¢ +3¢+4

q2n+2 S Card(El) S q2’ﬂ+2

I. La méthode du cercle

I.1. Notations et conventions. Dans ce qui suit le mot polynoéme désigne
un élément de A = F,[T]. L’ensemble des polynémes unitaires est noté
M, I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires est noté I, tandis que
I’ensemble des polynomes unitaires sans facteur carré est noté S. On note
A, Iensemble des polyndémes de A de degré au plus n.

Soit H un polynéme non nul. On note Cy ’ensemble des polynémes
de degré strictement inférieur a deg H identifié a ’ensemble des classes de
congruence modulo H, et on note Cj; I'’ensemble des polynomes de Cy in-
versibles modulo H. Si Y est un polynéme, on note H |Y la relation H
divise Y.
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Soit v = v la valuation a I'infini définie sur le corps K = F, (7). On lui
associe la valeur absolue | | définie par

|aloo = ¢ sia #0, [0l =0,

que l'on notera | | pour simplifier. Notons K., le complété de K pour la

valeur absolue & l'infini et notons encore v, respectivement | |, 'extension

au complété K., de la valuation v, respectivement de la valeur absolue | |.

Le corps K s’identifie au corps des séries de Laurent formelles en 777 1.
Siue Ky etsi

o0
u = Z usT?,
s=—00
on pose
Res(u) = u_j.

Si de plus u # 0, on pose
SgN(U) = U_y(y)-
Enfin, si B est un ensemble fini, on note # B le nombre d’éléments de B.

1.2. Le caractere E et la mesure de Haar dt. On définit un caractere E
de K, en posant

(I.1) E(y) = 1q(Res(y)),
ol v, est le caractere de F, défini par
(1.2) Ve(y) = (_1)trwq|w2 (y)

Le caractere 1, étant non trivial, il en est de méme du caractere E.

On désigne par p l'idéal de valuation de K, et on désigne par dt la
mesure de Haar sur K., normalisée a 1 sur l'idéal de valuation g. Tout
u € Ky s’écrit de facon unique comme somme

(L.3) u=[u]+{u}, [u] €A, {u}e€p.

(On utilisera aussi la notation [y] pour désigner la partie entiere d’un nombre
réel y, mais il y a peu de risque de confusion.)

La proposition suivante rappelle un certain nombre de résultats établis
dans [7] ou se démontrant de fagon analogue. Nous n’en donnons pas la
démonstration.

PROPOSITION L.1. (1) Pour tout entier rationnel j, ©; a pour mesure
q’.
(2) On a E(H) =1 pour tout H € A.
(3) Pour tout polynome H non nul, si A et B sont des polynémes congrus
modulo H, on a
E(A/H) = E(B/H).
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(4) Pour u € Ky, on a Uimplication

(I.4) v(u) >2 = E(u)=1.
(5) Soient j un entier rationnel et u € K. Alors, on a
o(D)>] 0 sinon,

(1.6) S E(uB) = {qj‘H siv({u}) >j+1,

BeA, 0 sinon.

(6) Soient H un polynome non nul et G un polynéme. Alors, on a

(1.7) 3 E(GR/H):{|H| si H divise G,
RECH 0 sinon.

PROPOSITION 1.2. Soient ag,aq,...,aq des éléments de Ko, et F 'appli-
cation de Ko dans Ko définie par

F(t) :a0+a1t+...—|—adtd.
Alors, pour tout entier rationnel j et tout y € K%, on a
(1.8) yl | BEwHa- | BEE)
v(t)>j v(t)>j+v(y)
Preuve. C’est la proposition 1.6 de [2].

Rappelons encore quelques résultats propres a la caractéristique 2 établis
dans [2].

PropPOSITION 1.3. Soient G un sous-groupe additif fini de Ky, a € Ky
et b € K. Alors, on a

(1.9) > E(aG® +bG) € {0,#G}.
Geg

PROPOSITION 1.4. Soient j un entier rationnel, a et b des éléments
de K. Alors, on a

(1.10) | E(at® +0t)dt € {0,477}
v(t)>j
De plus, si [’on pose
(1.11) I(a,b) = | E(at® + bt) dt,
)

alors I(a,b) =1 si et seulement si [a] + T[b]* est carré dans A.
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1.3. La méthode du cercle et la dissection de Farey. Soit un entier n > 0.
Pour t € K, on pose

(1.12) gt)= > E(AB).
(A,B)Ehn XA,
D’apres (1.5),
(1.13) R(s,n, M) = | g(t)*E(tM) dt.
©
On approche t par des fractions rationnelles. On appelle fraction de Farey a
lordre n toute fraction rationnelle G/ H telle que deg H < n, deg G < deg H,

pged(H,G) = 1. On désigne par F,, l'ensemble des fractions de Farey a
Vordre n. Si G/H € F,, on appelle arc de Farey de centre G/H 1’ensemble

(I.14) Up /g =1{t€p;v(t—G/H)>n+degH}.

PROPOSITION 1.5. Lorsque G/H décrit I’ensemble des fractions de Farey
a l'ordre m, les arcs de Farey U,, g/ forment une partition de .

Preuve. C’est le théoréme 4.3 de [7].

PROPOSITION 1.6. Soit u € g tel que v(u) > 2n. Alors, on a
q>n T2 siv(u) > 3n+1,

glu) = {qn+1+[<v<u>—n>/21 siv(u) < 30+ 1.

Preuve. Avec (1.12) et (1.4), la premiere des égalités (I.15) est immédiate.
Avec (1.12) et (1.6) on a

g(u) = " H#{X € Ap;o({uX?}) > n+ 1},

d’ott la deuxieme des égalités (1.15).

(L15)

II. Les arcs mineurs

ProposiTION I1.1. On a
6 3 3 4 2
5 qg+1

Preuve. D’apres (1.13) I'intégrale Sp g(t)? dt est égale au nombre u(n) de
solutions (X,Y,U,V) € A, x A,, x A,, x A,, de I’équation
(1) XY?=UV>2
Parmi ces solutions il y a v(n) solutions (X,Y,U, V) telles que XYUV # 0
et w(n) solutions (X,Y,U, V) telles que XYUV = 0. De facon évidente,
(2) w(n) = (24" — 1)

Pour n > 0, on minore u(n) par w(n) et w(n) par 3¢>"™2. On remarque
que cette minoration de u(n) reste vraie pour n = 0. Si (X,Y,U,V) est
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une solution comptée dans v(n), il existe des polynomes unitaires A et B
premiers entre eux, des polynémes G et H unitaires et des éléments x, y, u, v
non nuls dans F, tels que

X =zA’G, U=uB?G, V =vAH, Y =yBH et zy*=uw’

Par suite,
U(n) < (q _ 1)3 Z q2n+2—3 max(deg A,deg B)’
(A,B)EMxM
2deg A<n,2deg B<n
soit
¢’ -1
3) v(n) < L2 p2nt3,

q+1
d’ou le résultat annoncé.

ProposITION I1.2. Soit G/H wune fraction de Farey a l'ordre n et t =
u+ G/H un élément de larc de Farey U, ¢ . Alors, on a

(I1.2) [Hlg(t)= Y Y W(HGY,K)I'(uY,K/H),
KeCy YeEA,
AR? + KR
(I1.3) W(H, A K) = E(————),
R§H ( H >
(I1.4) I'(z,K/H)= Y E(zX*+KX/H).
XeA,

Preuve. On a

o= Y Y E(G/H+uwYX?),

YeA, ReCy XeA,
X=Rmod H

d’ot, avec (1.7),
|Hlg(t)= Y > E(GYR’/H) > EuYX®) ) E(K(R+X)/H).
YeA, ReCy X€A, KeCu
On obtient (I1.2) par inversion de I'ordre des sommations.
Soit H un polynoéme unitaire de degré au plus n. On pose
(I1.5) H = A(H)W(H)* = Av?,
ou A et ¥ sont les fonctions multiplicatives définies pour tout P € I, tout
entier k > 0, par
(IL.6) APy =1, AP*) =P,
(IL.7) w(P?*) = w(pP*tl) = pF,
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ProprosiTION I1.3. Soit K € Cgx. Alors
(i) W(H, A, K) € {0, [H|},
(ii) st W(H) ne divise pas K, alors pour tout polynome A, W (H, A, K)
(iii) si U (H) divise K, alors il y a exactement |¥(H)| polynomes A € Cy
tels que W(H, A, K) # 0.

Preuve. Le premier point est une conséquence de (1.9) et de la définition
(I1.3). Apres inversion de l'ordre des sommations on obtient I’égalité

> W(H,A,K)= > E(KR/H) > FE(AR?/H),

AeCy ReCq AeCqy
d’ou, avec (1.7),

> W(H,AK)=|H| Y E(KR/H)=|H| Y E(KR/H)

AeChy ReCphy ReCphy
H|R2 AF|R
=|H| > E(KZz/D).
ZeCy

Finalement (I.7) nous donne

> W(HAK) =

{ |H| || si¥ divise K,
AeCu

sinon,
ce qui établit les deux derniers points.

PROPOSITION I1.4. Soient G € Cyx premier a H, K € Cy divisible par
U(H) et Y un polynéome tel que W(H,GY,K) # 0. Soit Z un polynéme.
Alors W(H,G(Y+Z2),K) # 0 si et seulement si Z vérifie les deuzr conditions
susvantes :

(i) A(H) divise Z,

(i) GZ/A(H) est congru ¢ un carré modulo W(H)?.

Preuve. Compte tenu de (I1.3) et du point (i) de la proposition précé-
dente,

W(H,GY +2Z),K)#0 < W(H,GZ,0) #0.
On a
GZ(Q+WR+WAS
W(H,GZ,00= > > > ( O )>,

QEeCy REC)H SECy

(1) W(H,GZ,0)=[#| > <GWZ2?1 ) > E(GZR/A).

QEeCy ReCxp
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Soit V' € C4 congru a GZ modulo A. D’apres (1.4), puis (I1.8),
> E(GZR*/A) = | E(Vy*/A)dy = |Al\ E(VAy?) dy.
ReCx v(y)>—deg A ©

Enfin, d’apres la proposition 1.4,

Z B(GZR?/ ) = { |A] si VA est carré,

Reca 0 sinon.

Comme A est sans facteur carré et que V € C4, V A est carré si et seulement
si V =0, c’est-a-dire si A divise GZ. Puisque G et H sont premiers entre
eux,

Z E(GZRQ/A) _ { |A| si A divise Z,

Rec, 0  sinon.
Supposons donc que A divise Z et posons Z = AW. Avec (1), il vient
W(H,GZ,0) = [#||A] Y E(GWQ*/¥?).
QeCy

Soit U € Cg2 congru & GW modulo ¥2. En procédant comme ci-dessus, on
démontre que

Z E(GWQ? /0?) — { |&| siU est carré,

Occy 0  sinon,
établissant ainsi le résultat annoncé.
ProposITION I1.5. Soit u € p tel que
(IL.8) n+deg H < v(u) < 2n + deg H.
Alors

(i) I'(uY, K/H) € {0,q"*1},
(ii) I'(uY, K/H) # 0 si et seulement si [uYT?> D] + T[KT™'/H]?
est carré,
(i) N'uY,K/H) #0 = 2deg K < deg H — 2.
De plus, soit Y € A, tel que I'(uY,K/H) # 0 et soit Z € A,. Alors,
I'(w(Y + Z),K/H) # 0 si et seulement si [uZT?>"D] est carré.

Preuve. Le premier point est une conséqunce de (1.9). D’apres (1.4), puis
(1.8),
rwy,K/H)= | (BE({uY})2’ + Kz/H) dx
v(z)>—n
= ¢ (BT {uY }a? + KT o /H) dz
)
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D’apres la proposition 1.4,
IFwY,K/H)#0 & [{uY}T?"D] 4 T[KT?* 1 H)? est carré.
On a v(u) > n+deg H, d’ot, pour tout Y € A,,, v(uY) >0 et {uY} =uY.

La deuxieéme partie de la proposition est établie. Si I'(uY, K/H) # 0, alors
[wY T?"+D] 4 T[KT"+' /H]? est carré, d’ott

deg[uY T?"+V] > 1 + 2deg[KT™ !/ H],
2deg K < 2degH +n—v(u) —1 < degH — 2,
ce qui démontre (iii). La derniere partie de la proposition se déduit de (ii).

PropoOSITION I1.6. Soit G/H une fraction de Farey a lordre n et t un
élément de l’arc de Farey U, ¢ m tel que n +deg H < v(t — G/H) < 2n +
deg H. Alors, on a

(IL.9) g(t) < ¢*"/**.
Preuve. Posons u =t + G/H. Alors,
(1) v(u) >n + deg H.

Soit IC(t) I’ensemble des polynémes K € Cy pour lesquels existe un poly-
noéme Y € A,, vérifiant

(2) W(H,GY,K)#0 et I'(uY,K/H)#O.
D’apres les propositions I1.2-11.5,
(3) 9(t) = " H#LO)F#Z (u, H),

ou Z(u, H) est 'ensemble des polynoémes Z € A, tels que
[wZT?" Y] soit carré, A|Z,  GZ/A soit carré mod W2,
Soit R(H) l'ensemble des R € Cp tels que A|R et GR/A soit carré
mod ¥2. Alors,
#Z(u,H)= Y  #{Z€An;Z=Rmod H, [uZT*"*V] carré}.
RER(H)
Les arguments utilisés pour établir la proposition I1.5 nous donnent la ca-
ractérisation

[wzT?" D] carré < Z EuzX?) =q¢"",
X€hn

¢HMH#ZuwH) = > > Y BuZXx?)

ReR(H) ZeA, XehA,
Z=Rmod H

= > Y > EBu(R+ZH)X?)

RER(H) ZE€EAn _deg v XEA,

d’ou,
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= Y > E@RX? Y  EuZHX?)

RER(H) X€An ZEAn_deg H
)SED NS SRR S
RGR(H) XeA, ZEA'VL—deg H
d’ou, apres inversion de 'ordre des sommations,
VHZ(u H) S HRH) Y. > EWZHX?).
ZEAn deg H XEA
Comme ci-dessus

Z E(wZHX?) = ¢! o [uwZHT*"Y)] carré,
XGA"L

(4)  #Z(u, H) < #R(H)#{Z € Ap_geg 1 ; [uH ZT* V] carré}.

Les arguments utilisés pour établir la proposition I1.4 conduisent a 1’égalité

Hw = > Y EBEGRX*/¥?)

QECy2 XECy
= > Y EGQX*)P) =T,
XeCy QeCy2

d’ou

(5) #R(H) = |W|.

Notons a(u) le nombre de polynomes Z € A,,_qgeq i tels que [uZ HT?*" 2]
soit un carré et posons

(6) k=v(u) —degH,

—k
(7) uH = Y T,

(8) m =n —deg H.
Alors a(u) est égal au nombre de solutions (zo, z1,...,2m) € F't du

systeme d’équations linéaires (ey) suivant :

(ex) Z v;zj =0,

i+j=22+1
i<—s,0<j<d
A étant un entier tel que —2n—1 < 2X+1 < m—k. Supposons 2z, Zm—1, - - -
.y Zm+2x déterminés. Comme v_j, est non nul, ’équation (ey—_1) détermine
alors zmaox_1. Supposons m — k pair, m — k = 2J. Si k est pair, k =
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2k, on choisit les coefficients z,,, zm—2,...,29 et on détermine les coeffi-
cients z;—1, Zm—3,-..,21 par les équations (es_1),...,(e—x). Si k est im-
pair, k = 2k + 1, on choisit les coefficients z,,, zm_2, ..., 21 et on détermine
les coefficients z,,—1,...,20 par les équations (es—1),...,(e—1_x). Si les
équations (e ) restantes sont vérifiées par le systéme (zq, 21, . . ., 2m ), celui-ci
est compté dans a(u). Sous 'hypothése m — k pair, on a donc la majoration

4+m/2 i m est pair,

q
a(u) <
(W) < {q(’"H)/2 si m est impair.
On procede de facon analogue si m — k est impair. On obtient
m/2 . .
q s1 m est pair,
q sl m est 1mpair.
Dans tous les cas
a(u) < ql—l—(n—degH)/27
c’est-a-dire
(9) H#{Z € A_deg i ; [uHZT? Y] carré} < gt t(n—desH)/2,
Avec (4), (5) et (9), puis (IL.5), il vient
#Z(U,H) < q1+(nfdegH)/2‘w’ < q1+n/2‘A’71/2.
L’égalité (3) donne alors
(10) g(t) < g PEHK ()] A7,
Soit K € K(t). Les conditions (iii) des propositions II1.3 et II.5 montrent que
K est divisible par ¥ et que 2deg K < deg H — 2. Par conséquent,

#K() < g7t |A]'2,
ce qui donne le résultat annoncé.
Comme au paragraphe 1.3, F,, désigne ’ensemble des fractions de Farey

a l'ordre n. Si G/H € F,,, on appelle arc mineur de centre G/H 1’ensemble
des t € p tels que

(I1.10) n+degH <v(t—G/H) <2n+degH,

et on note p~ la réunion des arcs mineurs de centre G/H, G/H parcou-
rant F,,.
Soit un entier s > 4. Posons, pour tout polynéme M,

(I1.11) R(s,n, M)~ = | g(t)°E(tM) dt.

P
ProposITION I1.7. Pour tout polynome M on a

(11.12) |R(s,n, M)~ | < ay(s)g"®/27 1),
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avec

6 3 2

q° +3q° +4q o
11.13 = = g5 “°.
(1113) a(s) = T

Preuve. D’apres (I1.1) et (I1.9),

|[R(s,n, M) ™| < g 2E20 {1g(0)2 dt.
©
On conclut avec (II.1).

II1. Les séries singuliéres. Soit un entier s > 2. Soit M un polynéme.
Pour tout polynéme unitaire H, on pose

(IL.1) A(s, M, H) = [H|*|W(H)|*B(M, H)
ou ¥ est la fonction multiplicative définie par la relation (I1.7) et
(I11.2) B(M,H)= Y E(GM/H).

Gecy

Dans ce qui suit on s’intéresse aux séries
(I11.3) Sd(M)=>" A(s,M,H).
HeM
ProposiTionN III.1. Soit P un polynéme irréductible unitaire. Le poly-

nome M étant supposé non nul, soit v la valuation P-adique de M. Alors,
pour tout entier m > 0, on a

0 sim>1+w,
(I11.4) B(M,P™) =< —|P|" sim=1+w,
|P™=1(|P|—-1) sim <w.
Preuve. La proposition VI.6 de [1] donne ce méme résultat en carac-

téristique impaire. Le lecteur peut vérifier que la preuve reste valable en
caractéristique 2.

ProprosITION II1.2. (1) Soient un entier s > 4 et M un polynéme.
Alors, pour tout entier m > 0, on a

(IT1.5) > 1A(s, M, H)| < by(s)g™ 3/,
HeM
deg H>m
avec
g3=9)/2
(I11.6) b(s) =

(1 — qB—9/2)(1 — g0-72)"

(2) La série Ss(M) est absolument convergente. De plus,
1-s

_1—q
(IT1.7) Ss(0) = T
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et, pour tout polynome M non nul, on a

(I11.8) ba(s) < Sg(M) < by(s),
(I11.9) ba(q,s) =1 —q' %,

Preuve. Soit un entier 5 > 0. Rappelons que S désigne ’ensemble des
polynomes @) € M sans facteur carré. Avec (III.1), (I1.6), (IL.7) et (IIL.2),

Z |A(S,M, H)| < Z ’Q|lfsly|27s

HeM QES, YeM
deg H=j deg Q+2degY=j
1—s 2—s
< ) Q) > Y=,
QeES,deg Q<j YeM
deg Q=7 mod 2 deg Q+2degY=j

d’ou

Y Al M H) <2y gt

HeM QES,deg Q<j
deg H=j deg Q=7 mod 2
< 1(3=s)/2 —(s+1)/2
<q Q) :
QeM
J(3—s)/2
S A M H)| <
HeM (1—qt=2%)
deg H=j

La relation (IIL.5) ainsi que la deuxieme des inégalités (IIL.8) est alors
immédiate. On obtient (II1.7) en développant la somme S5(0) en produit
eulérien.

Supposons M non nul. En développant la somme Ss(M) en produit
eulérien, on obtient

(1) Ss(M) = [[ e, p),
Pel
ou
(2) O(M,P)=1+> A(s,M,P").
k=1
Avec (IIL.1), (IIL.4), (IL.5), (IL.6) et (I1.7), il s’ensuit que
1—|P|~® si P ne divise pas M,

O(M,P) = (1—|P|7#)(1 — |P|E=)0twBAD) (1 — | P[>7)~!
si P divise M,
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(3) w(P, M) = [vp(M)/2].
Avec (1) et (2), on en déduit que

s.on = {[Ta- 1P} < { T

Pel Pel
P|M

1— ’P|(2—s)(1+w(P,M))
)

d'ott, Sy (M) > 1 —q'~=.

IV. Estimation de R(s,n,M). Dans ce paragraphe M est un poly-
nome tel que

(IvV.1) deg M < 3n.

Les notations du paragraphe II sont conservées. Si G/H € F,,, on appelle arc
mageur de centre G /H Pensemble des t € p tels que v(t—G/H) > 2n+deg H.
On désigne par p* la réunion des arcs majeurs.

Soit un entier s > 4. Rappelons que 'on a

(IV.2) R(s,n, M) = | g(t)’ E(tM) dt.
Posons
(IV.3) R(s,n, M)" = | g(t)°E(tM)dt.

ProrosiTION IV.1. Soit H un polynéme unitaire de degré au plus n et
soit

(IV.4) Jis(M) = | g(u)E(uM) du.
v(u)>2n+deg H

Sideg M < 2n ou si deg M > 2n et deg H > deg M — 2n, alors
(IV.5) Jr (M) = O,¢"*3 — 4 (M, H),
avec

3s—3 25—3

q —q

IV. s — T o9 4
( Vv 6) e qs—2 -1
(IV.7) 0 < 7s(M, H) < ¢;(s)g"3/2=2 | g |*/271,
ot

(qZ _ 1)q2373
(IVS) Cl(S) = W

Si 2n + deg H < deg M, alors
(Iv.9) Jis(M) = O,q" 3573 — )\ qns=DHn(s=2)
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ot Uentier v est défini par la relation deg M =n+2u — o, o € {0,1}, ou

(@ —q)g*?
(IV.10) As = 21
Enfin, si deg M = 3n ou si 2n +deg H < deg M = 3n — 1, alors
(IVll) JH,S(M) — qn(2s—3)(q25—1 . qs—l)'

Preuve. D’apres (1.15) et (1.5),
(1) JH,s(M) _ qs(2n+2)73n71
3n+1
+ Z Z g* G2 ) S E(uM) du.
j=2n+deg H+1 a€F} v(u)=j

sgn(u)=a
D’autre part,

| BuM)du=E(@r~7M) | E@uM)du,

v(u)=j v(u)>j
sgn(u)=a

d’ot, avec (1), (I.1) et (1.5),
3n+1
(2)  Jgs(M) =gy (g—1) > gD

j>2n+deg H
j>1+deg M

—e(M,n, H)qs(n+1+[(1+deg M—n)/2])—deg M1

ou
i >
3) E(M,n,H):{l s?degM_Qn—i-degH,
0 sinon.
Posons, pour v < w entiers,
(4) Blv,w) =Y ¢"72.
k=v

Supposons deg M < 2n + deg H. Posons
(5) 14+2n+degH =n+2m+r, re{-1,0}.
D’apres (2), si r = 0, alors
Tr.s(M) = g2+ (2 1) D) By ),
et si r = —1, alors
Jr.s(M) = R e (¢% - 1)q(s—1)(n+1)B(m7n)
4 (g — 1)gneDgms=+1,
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Donc, pour r =0, on a

3s—3 _ ,25—3 2 n(s—1)+m(s—2)+s—1
o n(2s—3) 4 g (¢ —1)g
T () = e e

et pour r = —1, on a

3s—3 _ ,25—3 o s n(s—1)+m(s—2)
_ n(2s-3) 4 ¢* (= 1(¢°+a)q
JHys(M) =q q372 1 q372 -1 ’

Compte tenu de (5), on a prouvé la premieére partie de la proposition.
Supposons maintenant deg M > 2n + deg H. Traitons séparément le cas
deg M > 3n — 1. Si deg M € {3n,3n — 1}, la relation (2) s’écrit

(6) Jus(M) = qn(2s—3)(q25—1 _g Y,
ce qui est la relation (IV.11). Supposons deg M < 3n — 1. Posons
" 2+degM =n+2m+r, re{-10}

Avec (2), on a pour r = 0,
JH,s(M) — qn(2373)+2871 _ qn(sfl)+m(372)+1 + (q2 _ 1)q(371)(n+1)B(m’n)’
et pour r = —1, 0on a

JH7S(M) = qs(2n+2)*3n71 _ qn(371)+m(372)+2

+(¢° = 1)gt VD B(m,n) + (¢ — 1)~ DT+

d’ou dans les deux cas

3s—3 _ ,2s—3 ( s+1 _ )
8 J sM — n(25—3)q q o q q ,
( ) H, ( ) q q5_2_1 qs—2_1
ce qui est la relation (IV.9). On remarque que si 'on écrit 1’égalité (8) avec
m = n+ 1, on retrouve la valeur de Jg (M) donnée par la relation (6). La
relation (IV.9) reste vraie pour les polynoémes de degré > 3n — 1.

qn(sfl)+m(572)

On remarque que dans le cas ou 2n + deg H < deg M, la valeur de
Ji,s(M) ne dépend pas de H. On pose
(IV.12)  Ag(M)

CH si deg M < 2n,

Oy = AgED) sioan <degM =n+2u+0<3n—2 0¢ {0,1}.
On note que
(IV.13) (@ =) ("2 +1) < Ay(M) <6,

PROPOSITION IV.2. Soit un entier s > 4. Alors il existe une constante
co(8) telle que pour tout polynome M de degré < 3n, on ait

(IV.A4)  [R(s,n M)T — A(M)q" 98, (M)] < ea(s)g™ /2,
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Preuve. Soit t = G/H + u appartenant a ’arc majeur de centre G/H.
D’apres (1.12),

gty=" Y > Y E(G/H+u)XY?),

(Q)R)ECH ><CH XeAn YeAn
X=Qmod H Y=Rmod H

c’est-a-dire,

gt)= Y E(GQR?/H)

(Q,R)ECH xCqy
x Yy > Eu(@Q+HX)(R+ HY)?).
X€EA, _degH YEA, _degH

Puisque v(u) > 2n + deg H, on a
(1) gt)= > EGQR/H) ) Y E(uHXY?).

(Q,R)ECH XCr XeAnfdegH YGAnfdegH
Avec (1.4), puis (I1.8), il vient
|H|? Z Z E(uH?*XY?) = X E(uxy?) dz dy.
XeAn—degH YEA'VL—degH v(m)zfn
v(y)2—n

Enfin, avec a nouveau (I.4), on obtient la relation
=2y > EHXY?)=g(u),
XGAnfdegH YEAnfdegH

d’ou, avec (1),

(2) [H|?g(t) = S(H,G)g(u),
(3) S(H,G)= Y  E(GQR*/H).
(Q,R)eCE

Avec les notations (IV.3) et (IV.4) on a
R(s,n, M)* = > |H|™**S(H,G)*E(GM/H)Jus(M);
G/HEF,
avec (1.7) et les notations (II.5)—(IL.7), on a
S(H,G) = |[H|#{R € Cy; H| R’} = |H|#{R € Cir; AV | R} = |[HY|,
d’ou, avec (II1.1) et (II1.2),

(4) R(s,n, M)* = > A(s, M, H)Jg,«(M).

HeM
deg H<n
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On suppose deg M < 2n. D’apres (IV.5) et (IV.7),

R(s,n, M)t — Q,q">~3 Z A(S,M,H)‘

HeM
deg H<n
< er(s)g" >R N T |A(s, MU H)|[H PP
HeM
deg H<n

Avec (IIL1), (IIL.2), (IL6) et (IL7) il vient

D A(s, M H)|[H|]?7 < > Q'Y Py ? )/
HeM QES, YeM
deg H<n deg Q+2degY<n
- x e
QES, YeM
deg Q+2degY<n
d’ou
14n/2
- q
(5) > !A(&M,H)IIHIS/”SW'

HeM,deg H<n
Par suite, avec (IIL.3) et (IIL.5),
(6)  |R(s,n, M)" — O,g" >V S, (M)]

_ C1(S n(s—
< 0.ty (g2 LA e

On suppose maintenant 2n < deg M < 3n. On pose
(7) 24+degM =n+2m+r, re{-1,0}, degM =3n—k.
D’apres (IV.5), (IV.7) et (IV.9),

R(s,n, M)* = 0,4 Y~ A(s, M, H)

HeM
deg H<n
— A DAm(s=2) Z A(s,M,H)
HeM
deg H<n—k
Sals)g"E S Als, MOH)|HT,

HeM
n—k<deg H<n

puis, avec (5), la notation (IV.12), (IIL.3), (II1.5) et la remarque (IV.13),
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|R(s,n, M)* — Ag(M)g" =3 5, (M)]
< O,y (s)g* 71/

n(s+1)/24m(s—2)+k(s—3)/2 c1(s)q 3n(s—1)/2
+ Asb1(s)q + Ty q .

Avec (7) on a
(8)  |R(s,n, M)* — A(M)q"**=2) S, (M)

— S— n(s— — C S n(s—
< O.by ()P D/2 L\ by ()= 212 [k/2}+1_1§%5/2 Bn(s—1)/2,

L’entier k étant positif ou nul, les relations (6) et (8) donnent le résultat
annoncé avec

c2(s) = Osb1(s) + )\Sbl(S)q(sfg)/Q + 701(261 2"
1 —qt=s/
Nous pouvons conclure.

THEOREME IV.3. Soit un entier s > 5. Alors, pour n tendant vers oo,
pour tout polynome M tel que deg M < 3n, on a

R(s,n, M) = Ag(M)Ss(M)q"?*=3) 4+ O(g"B3/271)),
les constantes impliquées par le symbole O ne dépendant que de q et de s.
Preuve. Avec (IV.2), (IV.3), (I1.12) et (IV.14) on a
|R(s,m, M) — Ag(M)q™ >3 S (M)| < a1(s)g" /> 4 ¢y(s)g> 5= H/2,
REMARQUE. D’apres les relations (II1.8) et (IV.13), on a
ba()(a*" — 0)(@° % + 1) < AL (M)S,(M) < by (5)6,.

On obtient le théoréme A annoncé dans I'introduction en remplagant by (s),
ba(s) et ©4 par leurs valeurs respectives.

Nous pouvons déduire tres simplement de ce qui précede une majoration
et une minoration asymptotiques des nombres R(4,n,0).

THEOREME IV.4. Pour n tendant vers oo, on a
1 1
@4(]5” (1 + g + ?> + O(q9"/2)

1 1 8 +3¢° 4+ 4¢*
< R(4,n,0) < (@4<1+_+_2) ¢ 43¢ +4q*
q q qg+1

les constantes impliquées par les symboles O ne dépendant que de q.

>q5n + O(q9n/2)’

Preuve. On remarque que R(4,n,0)” est positif. Une minoration de
R(4,n,0)" donnera donc une minoration de R(4,n,0). La proposition IV.2
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nous donne l'estimation
|R(4,n,0)" — 04q°™S4(0)] < ca(4)q"™/>.

L’identité (II1.7) donne alors la minoration du théoreme. Les relations (I1.12)

et (II.13) nous donnent

43¢+ A8

0< R(4,n,0)” <
< K ) qg+1

)

d’ou la majoration.

On obtient le théoreme B en remplacant @4 par sa valeur.

Les estimations des nombres R(2,n,0) et R(3,n,0) se déduisent des cal-
culs faits au paragraphe II. Elles sont données par le théoreme suivant. Il
faut noter que l'ordre de grandeur exact des nombres R(3,n,0) n’est pas
déterminé.

THEOREME IV.5. Pour tout entier positif n, on a

3422 < R(2,1n,0) < ¢ + 3¢ +4¢* ,,
qg+1
et pour n tendant vers oo, on a
q" +3¢* +4¢°
g+1
les constantes impliquées par les symboles O ne dépendant que de q.

Preuve. L’estimation de R(2,n,0) se déduit de (IV.2) et de (II.1). Avec
(IV.2) on a

3¢°%" < R(3,n,0) < ¢+ 0(ng™),

R(3,n,0) = { g(t)® dt.
o
De (I.12) on déduit la minoration évidente g(t) > ¢"*!, d’ott

R(3,n,0) > ¢"" { g(1)° dt,
o

la minoration de R(3,n,0) se déduit de (II.1). Les relations (II.12) et (II1.13)

nous donnent . 4 3
q' +3q¢" +4q g2

q+1

Compte tenu de (IV.5) et (IV.7), la relation (4) établie dans la preuve de la
proposition IV.2 nous donne ici

0<R(3,n,0)" < > A(3,0,H)(O3¢ + c1(3)¢"" /| H|'/?)
HeM
deg H<n
< (@3 + 01(3))q3n Z A(gv 07 H)

HeM
deg H<n

0< R(3,n,0)” <
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Avec (III.1), (IL.6) et (II.7) on a

Y OAB0H) < > QYT LY e > YT

HeM QES, YeM QeS YeM
deg H<n deg Q+2degY<n 2degY<n
d’ou

3 _ 3 _
Y AB,0,H) < & 12 3 vt Ll on .

3 _ 3 _ 42
HeM q q YeM 2((] q )
deg H<n 2degY <n
Par suite,
+ q3 -1 3
R(3,n,0)" < (O3 +c1(3)) —L = (20 + 1)¢*".
2(¢* - ¢?)

Nous complétons cette étude en établissant par des méthodes élémen-
taires une majoration et une minoration des nombres R(3,n,M) et
R(4,n, M), ou M est non nul.

THEOREME IV.6. Pour tout entier n > 0, pour tout polynéme M non
nul tel que deg M < 3n, on a
(¢—1)%q "¢*"* < R(3,n, M) < ¢"?,
(¢ —1)%¢""™/2 < R(4,n, M) < ¢™",

les constantes impliquées par les symboles < ne dépendant que de q. De plus,
tout polynome M non nul admet une représentation stricte comme somme

M = XY, + X2Y, + X2Y3.

Preuve. Soit M un polynéme non nul de degré au plus 3n. Avec (IV.2)
on a

R(s,n, M) = |R(s,n, M)| < | [g(t)*| dt = | g(t)* dt = R(s,n,0).

Les théoremes IV.4 et IV.5 donnent alors les majorations annoncées. Soit
un entier n > 0. Soit M un polynéme non nul de degré 3n—r, ou 0 < r < 3.
Soit Y7 un polynéme de degré n. Par division euclidienne, on a ’existence
de polynomes X7 et M; tels que

(1) M =Y2X, 4+ M, degX; <n,degM; < 2n.

Soit Y5 un polynome de degré [n/2]. Par division euclidienne, on a I’existence
de polynomes X5 et My tels que

(2) M, =Y$Xo + My, deg Xy <n, deg My < n.
On a donc

(3) M =Y?2X, + Y7 X + 12 Mo,
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les polynomes X1, Y7, X5, Yo, M> étant tous de degré au plus n. Chaque
choix (Y7,Y3) de ce type conduisant & une représentation (3), on a
R(3,n, M) > (g — 1)g"(q — 1)g"/?.
Trivialement,
R(4,n, M) Z Z R(3,n, M + XY?) > ¢ 2(q — 1)q" (¢ — 1)¢™/?.
XeA, YEA,

On a la les minorations annoncées. Lorsque r € {0, 1,2}, les représentations
(3) sont des représentations strictes, d’ou la deuxieéme partie du théoreme.

Terminons par deux théoremes de densité.

THEOREME IV.7. L’ensemble Eo des polynémes M de degré au plus 3n
admettant une représentation comme somme M = X1Y12 + X2Y22, ot X1,
Y1, Xo, Y5 sont des polynomes de degré au plus n, est de densité strictement
positive. Plus précisément, l’ensemble Eo est de densité supérieure a

g*(g+1)
@+t +5¢2+49+1

Preuve. On a
¢"= 3" R@2n,M)= > R(2n,M).
MeAs, MEE,
L’inégalité de Cauchy—Schwarz donne alors
¢S <H(Ey) D R(2,n, M) < #(E) > R(2,n, M)
MGEZ MEAgn
= #(E2)R(4,n,0).
Avec le théoreme IV .4, il vient
1 1 ¢® +3¢° + 4¢* -t 5n/2
iz oo (o111 1) BT oy
(2) o - (™)
d’ou la minoration annoncée.
THEOREME IV.8. Soit E; lensemble des polynomes M de degré au plus

3n pouvant s’écrire comme produit M = XY?, ot X et Y sont des poly-
nomes de degré au plus n. Alors, on a

q+1 242 242
— = 9" B <g"Te.
e ek <H#(E) <q
Preuve. On a
(1) "= > R(L,n,M)= Y R(l,n,M),
MGASVL MeEl

d’ou
" > #(BY).
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On applique I'inégalité de Cauchy—Schwarz a la relation (1) et on obtient

q4n+4 S #(El) Z R(L”? M)2 S #(El) Z R(lan7M)2

MGSI MEAgn
= #(El)R(Qa n, 0)
Le théoreme IV.5 donne alors

+1 "
H(E) > 1T 22,

q* +3q+4
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