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Des automorphismes continus
d’un corps de séries de Puiseux

par

BruNO DEScHAMPS (Le Mans)

1. Introduction. Si K désigne un corps, le corps K ((7)) des séries de
Laurent a coeflicients dans K est un corps complet pour la valuation usuelle.
Plusieurs travaux ont abordé ’étude du groupe des K-automorphismes du
corps K((T')). Nous nous intéressons dans cet article, pour un corps K
de caractéristique 0, a I’étude du groupe des K-automorphismes continus
du corps, Puis(K), des séries de Puiseux & coefficients dans la cloture
algébrique, K, de K (la continuité étant ici considérée pour la topologie
induite par I'unique extension de la valuation de K ((T')) au corps des séries
de Puiseux).

Dans un premier paragraphe, nous nous intéressons aux automorphismes
d’un corps discretement valué de caractéristique et de caractéristique résidu-
elle égales (appelé ici corps sérié) hensélien. En particulier, nous décrivons
une loi de groupe * sur I'ensemble Oy des unités de K((T)) qui fait du
groupe (Of,*) un groupe isomorphe au groupe, (Auty (K((7))),o), des
K-automorphismes de K((T')) (application de la proposition 1).

Dans un deuxieme paragraphe, nous appliquons ces résultats a I’étude du
groupe Aut ¢ (Puis(K)) des K-automorphismes continus du corps Puis(K).
Nous montrons que ce groupe est isomorphe a un produit semi-direct a
quatre facteurs d’objets arithmétiques liés & K (théoreme 10).

Un troisieme paragraphe est consacré a deux applications que nous fai-
sons de ce résultat de structure. La premiere application concerne 1’étude
de sous-groupes du groupe des automorphismes, Aut(C), du corps des com-
plexes. Nous montrons (théoréme 12) que pour tout corps K de caractéris-
tique 0 et de cardinal < 280, le groupe de Galois absolu, Gx = Gal(K/K),
de K est un sous-groupe de Aut(C).

La deuxieme application concerne I'étude des involutions continues de

Puis(K). Nous montrons (théoreme 14) qu’en caractéristique 0, il existe

2000 Mathematics Subject Classification: Primary 12E30, 20E34, 20E45; Secondary
12J10, 12J15, 20E18.

[205]



206 B. Deschamps

une correspondance bi-univoque entre I’ensemble des classes de conjugaison

d’involutions continues du groupe, Aut i (Puis(K)), des K-automorphismes
(non nécessairement continus) du corps Puis(K), et I'ensemble des classes
de conjugaison d’involutions du groupe Autx (K) = Gal(K/K) (qui est lui-
méme en correspondance bi-univoque avec I’ensemble des ordres compatibles
sur le corps K (corollaire 16)). En fin de texte, une série de remarques
sur ’existence d’involutions non continues dans et hors de ces classes de

conjugaison vient clore cet article.

2. Les automorphismes d’un corps sérié composable hensélien.
Dans cet article, on dira d’un corps {2 qu’il est sérié s’il est isomorphe
a une extension intermédiaire d’une extension K ((7"))/K(T). De maniere
équivalente, un corps {2 est sérié si et seulement s’il existe sur 2 une va-
luation discrete v telle que le corps résiduel K = (2/v soit de méme ca-
ractéristique que celle de {2 et telle que K se releve en un sous-corps de
2 (cette derniére propriété est automatiquement vérifiée si 2 est hensélien
pour v). En effet, si l’'on note ((AZ, v) le complété de (£2,v), alors v est discrete
et (AZ/?)\ = K. Il s’ensuit (cf. [Ser]) que (2 est K-isomorphe au corps K((T))
des séries de Laurent & coefficients dans K. Si 7 désigne une uniformisante de
2, comme K se releve dans (2, il existe un K-plongement de (2 dans K ((7))
qui envoie 7 sur T' et donc {2 est bien sérié. On s’intéresse ici a I’étude des
K-automorphismes d’un corps sérié, on peut donc, dans cette perspective,
regarder un tel corps directement comme un sous-corps de K ((7")) qui con-
tient K (7).

Un corps sérié (2 sera dit composable si la composition laisse stable (2,
c’est-a-dire si

VS(T),R(T) € 2, w(R(T)) > 0= S(R(T)) € 0.

Par exemple, les corps 2 = K(T), K((T')) sont des corps sériés compo-
sables. Tous les corps sériés ne sont pas forcément composables (voir plus
loin).

Nous allons nous intéresser ici au groupe des K-automorphismes de 2
lorsque {2 est sérié, composable et hensélien pour v. Un exemple de tel corps
est naturellement le corps K ((T')), car il est complet. Un exemple de corps
sérié composable hensélien non complet est le corps C{{T'}} des séries de
Laurent de rayon de convergence > 0 (i.e. le corps des germes de fonctions
complexes méromorphes en 0). Il est visiblement composable et non complet
et on pourra trouver dans [Art] une preuve du fait qu’il est hensélien.

Un exemple de corps sérié hensélien mon composable. Dans le corps
R{{T}} des séries de Laurent réelles a rayon de convergence non nul, on
considere la série
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T’ﬂ
T _
=D
n>0
et le corps Lo = R(T)(e?) c R{{T}}. On considere aussi dans R{{T'}} la
série f(T) = eTe" . La série f est transcendante sur Lg. En effet, supposons
au contraire qu’il existe un polynome irréductible
P(X)=X"4an 1(T)X" " 4+ +ao(T) € Lo[X]

tel que P(f(T)) = 0. En considérant la dérivation usuelle sur les séries de
Laurent (qui, sur Lg, correspond a la dérivation analytique) on a alors

0= (P(f(1)))
= ap(T) + (a1 (T) + ar(T) (1 + T)e") f(T) + - -
+ (a1 (T) + (n = Van—1(T)(L+T)e") f*HT) +n(1 +T)e" f*(T)
= Q(f(T))
avec
n—1
QX) =n(1+T)e" X"+ (ap(T) + kar(T)(1 + T)e") X*.
k=0
On en déduit donc, par minimalité de P, que @ est proportionnel a P et
donc que pour tout k=0,...,n—1,0n a

(Ey) a(T) = (n — k)1 + T)elax(T).

La résolution des équations différentielles (E)) montre que, pour tout
k=0,...,n—1, il existe une constante Cj, € R telle que

ag (T) = Cke(nik)TeT .

On a alors obligatoirement Cj, = 0, car si ’on regarde maintenant les séries
comme des fonctions de la variable réelle, un simple argument analytique de
passage a la limite montre que I’on ne peut pas écrire

Po DT
e(n—k)ze” — p=0 Rp(x)e

30:0 Sq(x)es®
avec po,qo € N et Ro,...,Rp,,S0,...,5 € R(T).
Ainsi, f(T) est bien transcendante sur Ly et donc n’est pas élément de

la cloture algébrique Lo de Lo dans R{{T}}. Le corps Ly est visiblement

sérié et comme il est algébriquement clos dans R{{T'}} qui est hensélien, il
Te”

est lui-méme hensélien. Par ailleurs, la série composée e n’est pas dans
Ly comme on vient de le voir, ce qui justifie que Ly ne soit pas un corps
composable.

Etant donné un corps K, on considére Oy l'ensemble des unités de
K((T)) (i-e. I'ensemble des séries de valuation nulle). Sur O%, on introduit



208 B. Deschamps

la loi de composition * définie, pour «(T), 3(T) € O, par
(axB)(T) = (T) - B(Ta(T)).

Nous allons voir, dans la preuve de la proposition suivante, que * confére
a O une structure de groupe. Si §2 désigne un corps sérié de corps rési-
duel K, alors il est clair que le groupe des unités de £2 vaut O N £2.

PROPOSITION 1. Soit £2 un corps sérié hensélien de corps résiduel K. Il
existe une application injective © : Autg (2) — O N 2 morphique pour o
et x (i.e. O(poo)=0O(u)*O(0)). Si, de plus, £2 est composable, alors O
est un isomorphisme (en particulier, (O N £2,%) est alors un groupe).

Etablissons, préalablement, deux lemmes :

LEMME 2. Soit (£2,v) un corps discrétement valué hensélien. Si o est
un automorphisme de {2, alors o est continu et de plus, si m désigne une
uniformisante de §2, alors o(m) est aussi une uniformisante.

Preuve. De maniére générale, si vy est une valuation non triviale sur {2
et non équivalente a v, alors (£2,vg) n’est pas un corps hensélien (cf. [Ribl,
3.2.W(B)]). Considérons alors, sur §2, la valuation vy = v o o~1. Puisque
o est un automorphisme de corps, il est clair que la propriété d’Hensel est
respectée pour vg. On en déduit donc que v et vy sont équivalentes et par
suite que les anneaux A, et A,, des valuations v et vy sont égaux. Comme
Ay, = 0(A,) on en déduit bien que o(m) est une uniformisante.

Par ailleurs, pour les mémes raisons que précédement, les valuations v
et v o o sont équivalentes. Donc, si (z,), désigne une suite convergente
vers 0 (i.e. lim, v(x,) = +o00) alors lim,, v(o(x,)) = 400 et donc (o(xy))n
converge aussi vers 0. On en déduit que o est continu en 0 et, par suite,
partout. m

LEMME 3. Soit {2 un corps sérié hensélien de corps résiduel K (£2 C
K((T)) etT € 2) et 0 un K-automorphisme de §2. Pour tout

S(T)= > a,T" € R
n>ngo

on a

(i.e. 0(S)(T) = S(o(T))).

Preuve. Dans la preuve du lemme 2, on montre que si ¢ est un K-
automorphisme de {2, alors (A, ) = A, (4, étant anneau de la valuation),
c’est-a-dire que la restriction de o & A, est un K-automorphisme d’anneau.
Il s’ensuit que, puisque les éléments inversibles de A, sont exactement les
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séries de {2 de valuation 0, I'image d’une série de valuation 0, par o, est de
valuation 0.

Toujours d’apres le lemme 2, on sait que o(7") est une uniformisante,
donc la valuation de w = o(T) est 1 et, par suite, la série composée S(w)
a bien un sens dans K ((7")). Pour tout m > ng, on a alors

o(S)(T) - S(w) = U( Z anT”) - Z anw".

Comme o est continu et que v(w™) = n, on en déduit que le terme de droite
de cette équation tend vers 0 quand m tend vers 4+oco et, par suite, que

o(S)(T) = S(a(T)). m

Preuwve de la proposition 1. Soit o € Autg(§2). D’apres le lemme 2, il
existe un élément o € O N 2 tel que o(T) = To(T). Considérons alors
I’application

O:Autg(2) - 0xNN2, o—a(l)=0(T)/T.

Le lemme 3 assure que o est entierement déterminé par son image en 7.
On en déduit que © est injective. Par ailleurs, un rapide calcul montre que
O(oop) =0(0)*O(u).

Si, maintenant, {2 est supposé composable, alors si «(T) € O N2, pour
tout S € £2, on a S(Ta(T)) € 2 et I'application o, : S(T) — S(Ta(T))
définit, dans Autg (£2), un antécédent, par @, de a. Ceci justifie que, dans
ce cas, © est bien un isomorphisme. m

REMARQUES. e La loi * peut paraitre un peu compliquée, elle est pour-
tant équivalente a une composition. En effet, si on considere ’ensemble

E={S e K((T))|v(S) =1}
alors 'application
f1(Ok. %) = (€,0),  oT) = TaT)

est un isomorphisme de groupe.

e Dans le cas de 2 = K((T)), on trouve donc que (Autg (K ((T))),o)
est isomorphe & (O, *). Considérons, dans Oj, Pensemble des unités prin-
cipales 1 + 9 :

1+M={ae O |a0) =1}.

On remarque que, muni de la loi %, cet ensemble devient un sous-groupe
de Oj. Par ailleurs, on remarque en plus que K* C O est aussi, pour la
loi *, un sous-groupe de O et qu’en fait, sur ce sous-groupe, la loi % n’est
rien d’autre que la mutiplication dans K*. Le sous-groupe (K*,-) agit alors

sur un élément o € O par conjugaison : si a € K, on a

a®(T) = (a* a(T) xa *)(T) = a(aT).
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Il est alors & noter que le groupe (O, ) est le produit semi-direct des
sous-groupes (14+9M, %) et (K*, ). En effet, il est clair que (1+9M)NK* = {1}
et que 1+ et K* engendrent (O, ) puisque pour tout a € (O, *), on a

a= (ﬁ) % a(0).

Par ailleurs, 1 4+ 9 est bien distingué dans Oj;.

3. Les K-automorphismes continus de Puis(K). Rappelons que,
si K désigne un corps, le corps des séries de Puiseux a coefficients dans K
est le corps li_n)1K((T1/”))7 ott K((T'/™)) désigne le corps de rupture sur
K((T)) du polynéme X™ — T (les fleches du systeme inductif s’entendant
d’elles-méme).

On notera, dans la suite de ce texte, Puis(K) ce corps. Il est célebre que
si K est un corps algébriquement clos de caractéristique 0, alors Puis(K) est
un corps algébriquement clos (c’est une cléture algébrique du corps K ((T))).
Par ailleurs, il existe sur Puis(K') une valuation v naturelle (celle qui étend
la valuation v de K((7)), définie pour S(T) = >, -, a,TF/" € Puis(K)
(ax, # 0) par .

v (S) = =,
C’est muni de cette valuation que 1’on considérera le corps Puis(K) dans
ce paragraphe, qui définit alors une topologie sur Puis(K). On s’intéresse
aux automorphismes continus, plus précisément, pour un corps K de carac-
téristique 0, on étudie dans ce paragraphe le groupe

IT = Aut i (Puis(K))

des K-automorphismes continus de Puis(K).

Remarquons, pour commencer, qu’au contraire du cas du corps des séries
de Laurent, il existe des K-automorphismes non continus. En effet, la va-
riable T" est transcendante sur K. Si I’on considére une extension transcen-

dante pure maximale de K dans Puis(K), L = K(X,);er, telle que X;, =T
pour un certain indice ¢g € I, alors ’application

X;— X; pouriz#iyg, T+ 1/T,

définit un K-automorphisme o de L. Par hypotheése de maximalité, ’ex-
tension Puis(K)/L est algébrique et comme Puis(K) est algébriquement
clos, d’apres le théoréme de Steinitz, o se releve en un K-automorphisme
de Puis(K). Ce dernier ne peut étre continu (comme le montrera le lemme
suivant) puisque o(T') = TL.

Dans la suite, on notera Puis[K| I’anneau des séries entieres de Puiseux,

c’est-a-dire le sous-anneau de Puis(K) composé des séries de valuation > 0
(i.e. Panneau de la valuation v). Caractérisons les éléments de IT :
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LEMME 4. Soit 0 un K-automorphisme de Puis(K). Les propositions
sutvantes sont équivalentes :

(i) o est continu, _ _
(ii) la restriction de o a Puis[K]| est un automorphisme de Puis[K],
(iii) v(a(T)) > 0 et v(o(S)) = 0 pour toutes séries S de valuation 0.

En conséquence, si o € II alors pour tout 3 ;. ap,T*™ € Puis(K) on a

a( 3 aka/") = 3" olan)o (T~
k>ko k>ko

Preuve. (i)=(ii). Prenons un S dans Puis[K], posons r = v(S) et con-
sidérons deux cas :

e 7 > (. Comme o est continu et que (5"),, converge vers 0, on a

liT v(o(S™)) = lirf nv(o(S)) = +oo

et ainsi v(a(S)) > 0.

e v(S) = 0. Posons alors S’ = S — 5(0). Alors v(S") > 0 et, d’apres
ce qui précede, on a v(o(S’)) = v(o(S) — o(S(0))) > 0. Mais comme
S(0) € K et que o est un K-automorphisme, on a alors o(S(0)) € K
et donc v(o(5)) > 0.

Ainsi o envoie injectivement Puis[K] sur lui-méme. En appliquant ce
résultat & o1, on voit aussi que cette application est surjective.

(ii)=-(iii). Comme o est un morphisme d’anneau, il envoit le groupe des
inversibles de Puis[K] sur lui-méme, de méme pour son complémentaire.
On a donc v(a(T)) > 0 et v(o(S)) = 0 pour toutes séries S de valuation
nulle.

(iii)=(i). Par hypothese, il existe un rationnel rq > 0 tel que o(T) =
T ay ol a est une série de valuation nulle. On en déduit que pour tout
entier n > 1, il existe une série a; /, de valuation nulle telle que

o(T/") = T/May

la série oy /,, étant une des racines n-iemes de la série a, ces racines existant

bien puisque K est un corps algébriquement clos de caractéristique 0 (une
série S € L((T)) de valuation nulle posséde une racine n-ieme dans L((T)),
avec L de caractéristique 0, si et seulement si S(0) en possede une dans L).
Ainsi, si r > 0 désigne un rationnel, alors il existe une série a,. de valuation
nulle telle que
o(T") =T"q.

Considérons maintenant une suite (Sg)r>1 de séries convergeant vers 0

(i.e. limg 400 ¥(Sk) = +00). Pour tout k£ > 1, posons 7 = v(Sk). On a donc

Sk = TTkwk
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ol wy est une série de valuation nulle. On en déduit que

o(Sk) =T, 0(wg);
mais comme o (wy) est de valuation nulle, on a v(o(Sk)) = rxro, et comme
limg_, 4 oo T = 400, on a bien

i v(o(S) = +oc,

c’est-a~dire que la suite (o(Sk))xr converge vers 0. Ainsi o est continu en 0
et, par suite, continu partout.

Considérons Zkao a,TF/™ € Puis(K) et o € IT. D’apres ce qui précede,
w = o(TY™) est de valuation r > 0. Pour tout entier [ > kg, on a donc

a( Z aka/”) - Z o(ag)o(TH™)*

k>ko k>ko
= a(Z aka/") - Z o(ag)wk/™
k>l k>l
— L/ (O_<ZakT(k—l)/n) - Zo_(ak)w(k—l)/n)’

k>l k>l
ce qui montre que cette série est de valuation > Ir/n pour tout [, donc de
valuation infinie, d’ou 'égalité. m

3.1. Une décomposition du groupe II. Notons Gx = Gal(K/K) le
groupe de Galois absolu du corps K. Remarquons que Gy peut étre vu
comme sous-groupe de I1. En effet, si 0 € Gy, alors I’élément o défini par

5( Z aka/") = Z O'(ak)Tk/n
k>ko k>ko

est clairement un élément de IT et la correspondance o — & est visiblement
un morphisme injectif de groupe. C’est via ce morphisme que 1’on considere
maintenant Gg comme sous-groupe de I1. Considérons aussi le sous-groupe
de II suivant :

A = Aut z(Puis(K))
composé des K-automorphismes de Puis(K) continus. On a alors
PROPOSITION 5. Le sous-groupe A est distingué dans II et l’on a
II = Gg x A.

Preuve. Un calcul rapide assure que A est bien distingué dans I7. Il est
clair que AN Gg = {Id}. Considérons o € IT et définissons o par

5( Z aka/”) = Z o(ap)TH™.
k> ko k> ko

C’est un élément de Gx et 'ona o 'oo € A. Ainsi, 0 € G - A. =
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3.2. Une décomposition du groupe A. Pour tout rationnel » > 0, on

définit o, par
AOIELDED I
kzk'o kao

Par le lemme 4, o, est bien un élément de I1. Il est aussi clairement dans A.
Considérons les deux sous-groupes de A suivants :
I'={ccA|voo=v}, A={o. |reQt*}.

PROPOSITION 6. Le sous-groupe I' est distingué dans IT (donc dans A)
et l'on a
A=AxT.

Preuwve. Soit o € II, p € I' et S € Puis(K) non nulle. On écrit
S=T"«

avec o une série de valuation 0 et 7 € Q. On pose o(T") = T" o/ ot o est
de valuation nulle. On a alors

/

o(S)=T"d'o(a)

et donc

’

(noo)(S) =T" a'o(a)y

Y= p(T) o) (poo)(a)
T ao(a)
est une série de valuation nulle. On en déduit donc que
(0~ opoa)(s) =T"

avec § = o~ 1(y) de valuation nulle. Ainsi v((c topoo)(S)) = v(S) et donc
I est distingué dans II.

Il est clair que I'N A = {Id}. Considérons maintenant un élément o € A.
Il existe un rationnel rg > 0 tel que

o(T) =Ta(T™)
ou « est une série de valuation nulle et n» > 1 un entier. On a donc

(0,1 00)(T) = Ta(T"0 /™),

ce qui implique que pour tout entier h > 1, on a
(O'T—l o O.)(Tl/h) — Tl/hal/h(Tro—l/n)
0
ot a'/? désigne une des racines h-itmes (qui existent bien) de a. On en
déduit donc que pour tout rationnel » > 0, on a

(0,1 00)(T") = T4,
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ou [, désigne une série de valuation nulle. Ceci montre que 0,100 € I et
par suitequec € A-I'. =

REMARQUE. Ilest clair que le groupe A est isomorphe au groupe (Q*, -).
On trouve donc pour I une décomposition de la forme

IT~Ggx (QT x I);
mais I’action de G sur QT* est triviale et comme I est distingué dans tout
II on en déduit qu’en fait
IT~ (Gg x Q™) x I.
3.3. Une décomposition du groupe I'. Les éléments o de I' sont ca-

ractérisés (en utilisant le lemme 4) par le fait que pour tout entier n > 1, la
série o(TY/™)/TY™ est de valuation 0. On considere alors les sous-groupes

T1/n

H=<o0cel M(O)zlpourtouthl,
Tl/n
Tl/n o

M:{UGF %GK*pourtoutnzl}.

On a alors
PROPOSITION 7. Le sous-groupe H est distingué dans I' et l'on a
I'=Mx H.

Preuve. Considérons o € I" et p € H. Fixons un entier n > 1. Il existe
une série o € K((T')) de valuation nulle telle que

O_(Tl/n) _ Tl/na(Tl/k)

pour un certain entier k > 1. Par hypothese, il existe deux séries (3,7 €
K((T)) telles que 5(0) = v(0) =1 et deux entiers k', k" > 1 tels que

u(TH™y = TV B(TV*y, (TR = TV Ry(TVRY).
On a donc, par application du lemme 4,

(o o) (TV™) = TV BT Yo (T Ey(THH))
BTHE )TV ky(TVR))

= Tl/na(Tl/k) a(Tl/k)

et ainsi

(0L o po o) (TV/") = T1/ng-1 </B(Tl/k')a(Tl/k’y(Tl/k”))).

a(TYFk)
Par continuité de o, on a donc
(0 topoa)(TV™) i (B(0)-a(0)\ _ 4 _

et par suite H est bien distingué dans I
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Il est clair que M N H = {Id}. Considérons o € I' et pour tout n > 1,
posons

B U(Tl/n)
Ay = W O)

et définissons une application p de la maniére suivante :
W( T ar) = 3 aagtrn
k>ko k>ko

Montrons que la définition de p ne dépend pas du choix de n. Si n | m, disons
m =In, on a TY™ = TY™ et par suite

o (T o(TV™) a(TV™)\' !
on = —r (0) = =m0 = —5m— | (0 =an,

ce qui justifie bien que la définition de p en un élément S € Puis(K) ne
dépend pas du choix du représentant de S. Il est clair que p est un élément
de M et que pour tout entier n > 1 on a

(00 p)(T1/")
T1/n ( ) =1
Ainsice H-M. m

3.4. Etude des groupes H et M. Le groupe

* U(Tl/n) T *

est visiblement abélien. Pour tout couple d’entiers (n,m) non nuls tel que
n|m (disons m = kn), considérons le morphisme

Omm  K*— K* 2"

Il est clair que le systeme (Pm.n, K*)n est projectif, la limite projective
lim K* a donc une structure de groupe.
PROPOSITION 8. On a
M ~lim K*.
Preuve. On regarde liLnI? * comme sous-groupe du groupe produit
[Iy- K* et on considere 'application ¥ : M — [[. K* définie par

Tl/n
U(o) = (%) .
n
Cette application est visiblement un morphisme et, en application du

lemme 4, comme o est entierement déterminé par ses valeurs en les TY/™, on
en déduit que ¥ est injective. Considérons (ay,), = ¥ (o). Pour tout m = kn
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on a

Ap =

n m my\
o(TV") _o(T™)  (o(TVmN©
T1/n Tk/m T1/m m)

il s’ensuit que ¥(o) € lim K*.
Reste & montrer la surjectivité de ¥. Considérons (ay), € lim K*. Alors
SEVED D MeT*/™ Vapplication o définie par

= Z AkaﬁTk/n
k>ko

(cette définition ne dépend pas du choix de n, a cause de la compatibilité
des ay,) est visiblement un élément de M qui vérifie ¥ (o) = (ap)n, d’ou la
surjectivité. m

REMARQUE. Pour tout n > 1, on considere le sous-groupe U,, des racines
n-iemes de 1'unité dans K*. Le groupe limU,, est donc un sous-groupe de
lim K*. 11 est classique qu’il est 1somorphe au groupe profini 7. En effet, la
donnée d’'un systeme cohérent de racines primitives n-iemes de 'unité (fn)n
permet de définir, pour tout n € N*, des isomorphismes f,, : U, — Z/nZ
(en posant f,,(£,) = 1) tels que, pour tout n|m, le diagramme

U, —Im> Z/m2Z

]

U,, ——=Z/nZ
soit commutatif, d’ou I'isomorphisme.

Maintenant, si I’on considére la premiere projection M — K*, celle qui
a (an)n associe aj, on voit que ce morphisme est surjectif. En effet, étant
donné a € K*, si pour un entier n > 1, on note R, (a) I'’ensemble des racines
n-itmes de a dans K*, alors on voit que I'ensemble lim R, (a) C lim K*
constitue ’ensemble des antécédents de a par la premiere projection. Or les
ensembles R, (a) étant finis et non vides, l’ordre n | m sur N étant filtrant a
droite, on en déduit que lim R, (a) est non vide, d’ot la surjectivité.

Le noyau du morphisme M — K™ est précisément limU,,, c’est-a-dire
que 'on a la suite exacte

17— M-—EK*—1.

Cette suite n’est pas scindée. En effet, si elle I’était on aurait M =~ ~ 7 xK* et
par suite il y aurait de la torsion dans M, ce qui est impossible, puisqu’alors il
existerait des sous-corps stricts d’indice fini de Puis(K) contenant K (donc
v/—1), ce qui est absurde d’aprés la théorie d’Artin—Schreier des corps réels
clos.
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Il n’est pas anodin de trouver ce facteur 7 dans M. Une fois choisi
un systéme cohérent de racines de l'unité (&,),, un élément (a,), € Z
correspond dans M & un automorphisme o € M vérifiant, pour tout n € N*,

U(Tl/n) _ fg”Tl/n,
c’est-a-dire & un K ((T))-automorphisme de Puis(K). On voit alors que ce
facteur Z correspond précisément & Gal(Puis(K)/K((T))).

Intéressons-nous maintenant au groupe
U(Tl/n)

(0) =1 pour tout n > 1}.

Pour étudier H, considérons pour tout entier n > 1 le groupe

o(T"") ) — 1}.

T = {0 € Autz(K((T*™))) i

Comme les corps K((T'/")) et K((T)) sont K-isomorphes, on en déduit
que les groupes Autz(K((TY/™))) et (O%,*) sont isomorphes. Le sous-
groupe 7, correspond alors dans ce groupe au sous-groupe (1 + 91, %), un
isomorphisme étant
o(TY/n
frnimn — 14+ M, UH%

Pour m = kn, définissons le morphisme

Onm t (L+M %) = (14+ M, %), o) +— al/k(Tk),

ou a/” désigne l'unique racine k-ieme de o dans 1+ 9. L’application ¢y, y,
est bien un morphisme (injectif) puisque

enm(ax B)(T) = (ax B)H(T) = (a(T)B(Ta(T)))/*(T")
= (T - BYH(Ta(T))(T)
(car dans 14+ 9, on a (a - B)1/* = ol/* . gl/k)
= Ql/E(TH) - BV o(T)
= (Pn,m (@) * ©nm(B))(T).

Il est alors clair que le systeme (1 + 9, @y m)n est inductif (I’ensemble
ordonné (N*,|) est filtrant & droite). En posant, pour tout n |m,

1/k

gn,m = f;l O Pn,m © fn

on obtient alors un diagramme

len,vn lLPT'«;'V’L
fm

7Tm—>1+9ﬁ
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commutatif. Il s’ensuit que le systeme (7, 0y, m )n est inductif et que
lim 7, = lim(1 + 907).
On a alors
PROPOSITION 9. On a un isomorphisme
H ~ lim(1 + 9M).

Preuve. On va montrer que H satisfait la propriété universelle qui définit
lim 7,. Pour cela, on doit commencer par expliciter, pour tous les entiers
n # 0, des morphismes h,, : m, — H qui font commuter les diagrammes (i.e.
pour tout n|m, hy, = Ry, 0 0y ).

Soit o, € m,. On définit o (= h,(0,)) pour tout entier h € N* et tout
S =Sy € K((T'/")) par

0(5) = Onnnl(on)(Sh),
c’est-a-dire que o est défini sur K ((T'/")) par
O_(Tl/h) — Tl/haz/h(Tl/n)
avec ay, = fn(op) et ol a,l/ h désigne I'unique racine h-ieme de «,, dans
1+ 9.

Cette définition ne dépend pas du choix de I’entier h. En effet, si b’ = sh,
alors

Ot (00) (TY™) = (O s (0) (TY1))* = (TVW a2/ W (1))
_ Tl/haz/h<T1/n) _ Hn,nh(Un)<T1/h)-

L’application o est un K-automorphisme. En effet, si S, , Spr sont deux
éléments de Puis(K), alors Sy, — Sps et Sy, - S;,' sont dans K ((T/")) et
donc

o(Sh — Sn) = Onnnn (00)(Sh — Sp) = 0(Sh) — o(Sh),

a(Sh - Spt) = O (00) (SnSpt) = 0(Sn) - o(Sp) 1,
c’est-a-dire que o est un morphisme de corps. Il est visiblement surjectif, car
O\ k((TV/m)) € Tm Pour tout n | m, ce qui assure aussi, pour finir, que o € H.

Il est alors clair que 'application h,, ainsi obtenue est un morphisme de
groupes qui satisfait, pour tout n | m,

P, =l © Opy .-

Ce morphisme est visiblement injectif, car hn(o'n)l R((T1/n)) = On.

Considérons maintenant un groupe H’ et pour tout n € N* des mor-
phismes h! : m, — H' qui font commuter les diagrammes. Prenons un
élément o € H. 1l existe un entier n # 0 tel que

o(T) =T a(T"™)
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avec a(0) = 1. Par suite, on a

U(Tl/n) _ Tl/n . al/n(Tl/n)
ot a!/™ désigne I'unique racine n-ieme de a vérifiant o'/"(0) = 1. On en
déduit donc que pour cet entier n > 1, la restriction Ok ((T1/ny) €st un
élément o,, € m,. On pose alors

E(o) = hy,(on).

Puisque le systéme est inductif, on voit bien que la valeur de h/ (o,) ne
dépend pas du choix de n et donc cela permet de définir une application
Z : H — H' qui fait commuter les diagrammes (i.e. pour tout n # 0, on a
h! = Zoh,). On voit aussi que = est unique pour cette propriété. Il s’ensuit
que H satisfait la propriété universelle qui définit lim7,,. m

On déduit donc de ce qui précede le

THEOREME 10. Si K désigne un corps de caractéristique 0, alors le

groupe des K -automorphismes continus du corps Puis(K) est isomorphe a

Aut g (Puis(K)) ~ (Gg x Q*T) (@1[?* x lim(1 + 9)).

De maniere pratique on retiendra que, si 7 € Aut g (Puis(K)), on a
7'( Z aka/”) = Z T(ak)T(Tl/")k
k> ko k>ko

(T est entierement déterminé par son action sur K et sur les T'/™), et si on
écrit 7 = grop avec g € Gr,r=p/q€eQT™, 0 € M et u € H, il existe une
suite (&p)n>1 € K™Y vérifiant €7 = &, pour tous n,m > 1, un élément
o € 14+ Mz et un entier N > 1 tel que pour tout a € K,
g(a)=g(a), r(a)=a, o(a)=a, pla)=a,

et tout n € N*,

g(Tl/n) — Tl/n, O_(Tl/n) — fnTl/n,

T(Tl/n) — Tr/n — (Tl/qn)p’ M(Tl/n) — Tl/nO{N/n(Tl/N)7

ot a'/™ désigne 1'unique racine n-ieme de o dans 1 + M. On notera alors
pw=(a,N)et o= (&)n.

4. Applications

4.1. Des sous-groupes de Aut(C). On peut appliquer ce que nous venons
de faire a la description de certains sous-groupes de Aut(C). En effet, on a
la proposition suivante :
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PROPOSITION 11. Soient §21 et (25 deux corps algébriquement clos de
méme caractéristique et de méme cardinal indénombrable. Les corps 21 et
{25 sont alors isomorphes.

Preuve. Les corps {2 et {25 étant de méme caractéristique ont des sous-
corps premiers F; et Fy isomorphes. Considérons des extensions transcen-
dantes pures maximales, Fi(X;)icr et Fa(Y}) e, de Fy et Fy dans §2; et (2.
Pour des raisons évidentes de cardinalité, on a

41 = 400 = 405 = £,

Ceci implique que Fi(X;)ier et F2(Yj)jecs sont isomorphes et, par applica-
tion du théoreme de Steinitz, que {21 et {25 le sont aussi. m

On en déduit donc que, par exemple, les corps C, (Cp,@p,Puis((C) sont
tous isomorphes. On en déduit aussi que si K est un corps de cardinal < 2No

et de caractéristique nulle, alors C et Puis(K) sont isomorphes. Par suite,
en appliquant le théoreme 10, on trouve que

THEOREME 12. Si K désigne un corps de caractéristique 0 et de cardinal
< 2% alors le groupe de Galois absolu, Gx = Gal(K/K), de K est un
sous-groupe de Aut(C).

En particulier, Gg est un sous-groupe. De méme, les groupes ﬁNO et F\QNO
(les groupes prolibres &, respectivement, Xy et 280 générateurs) sont des sous-
groupes de Aut(C). En effet, considérons un élément x € C transcendant
sur Q (resp. une famille (z;);cqr, d’éléments Q-algébriquement indépendants
de C) et le corps

K =Q(z) (resp. K = Q(x;)izi, (i) ;

alors, en conséquence du théoréme d’Harbater (voir [Har]), on sait que Gg
~ Fy, (resp. Gr =~ Foxg).

4.2. Des involutions continues de Puiseux. Le résultat arithmétique fon-
damental de la théorie d’Artin-Schreier (dont le lecteur pourra trouver un
exposé dans [Rib2]) établit la correspondance qui existe entre les éléments
de torsion du groupe Aut(A) des automorphismes du corps algébriquement
clos A et certains sous-corps ordonnables de A. Plus précisément si A est
de caractéristique non nulle alors Aut(.A) est sans torsion et .4 ne contient
aucun sous-corps ordonnable. Si maintenant A est de caractéristique nulle
alors Aut(A) contient de la torsion et tous les éléments de torsion sont des
involutions. Si ¢ € Aut(A) est une involution, alors le corps R, = A{ des
éléments de A invariants par ’action de ¢ est un corps réel clos (i.e. un corps
ordonné qui ne posseéde aucune extension ordonnée algébrique stricte ; un tel
corps possede un unique ordre compatible). Réciproquement, si R désigne
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un sous-corps réel clos (1) de A, alors [A : R] = 2 et A = R(v/—1). En
particulier Gal(.A/R) permet de définir une involution de Aut(A).

Un calcul assez simple montre alors que si R et R’ sont deux sous-
corps réels clos de A et ¢, sont les deux involutions de Aut(A) associées
respectivement a R et R’, alors pour tout corps K contenu dans RN R’, les
corps R et R’ sont K-isomorphes si et seulement si ¢ et ¢ sont K-conjugués
(i.e. conjugués dans le groupe Aut(A) des K-automorphismes de A). Plus
exactement, si 0 € Autg(A) est tel que o(R) = R’ alors ¢’ = oco™!
et réciproquement. Ainsi, il existe une correspondance bi-univoque entre
les classes de conjugaison des involutions dans Autg(A) et les classes de
K-isomorphisme de sous-corps réels clos de A.

Une question légitime d’arithmétique des corps consiste alors a s’in-
terroger sur la possibilité d'une éventuelle “description”, pour un corps
algébriquement clos A de caractéristique 0 donné et un sous-corps K de
A fixé, de certaines classes de conjugaison des involutions dans Autg (A).
Par exemple, dans le cas ot A = K est la cloture algébrique du corps K, la
théorie des corps ordonnés permet une description en terme d’ordres compa-
tibles de toutes les classes de conjugaison des involutions dans Autg(A) =
Gal(K/K). Plus précisément, il existe une correspondance bi-univoque en-
tre I'ensemble des classes de conjugaison des involutions de Gal(K/K) et
I’ensemble des ordres compatibles sur K (i.e. les relations d’ordres qui font
de K un corps ordonné).

Cette correspondance est établie de la maniére suivante : a un ordre com-
patible < sur K on associe 'ensemble C(<) des involutions ¢ € Gal(K/K)

telles que le corps réel clos R, = K ) soit une extension ordonnée de
(K, <) (i.e. une extension dont l'ordre prolonge <). L’ensemble C(<) est
non vide, car on sait (cf. [Rib2, Ch. IX, 3.h)]) qu’il existe toujours un corps
ordonné maximal R, extension algébrique ordonnée de (K, <). Si ¢, sont
deux éléments de C(<), les corps R, et R. sont alors deux extensions or-
données algébriques de (K, <) et un corollaire du théoréme de Sturm affirme
alors qu’il existe un (unique) K-isomorphisme o entre R et R’ (cf. [Rib2,
Ch. IX, 5, Th. 9]). Un relevé de o dans Gal(K/K) conjugue alors c et c’.
Réciproquement, si ¢ est un élément de C(<), ¢ € Gal(K/K) est une in-
volution et o € Gal(K/K) un K-automorphisme tel que ¢’ = gco~!, alors
o0(R.) = R.. Comme 'unique ordre existant sur un corps réel clos est défini
par ses carrés, l'isomorphisme ¢ préserve donc l'ordre et, par suite, le corps
R, est lui aussi une extension ordonnée de (K, <). Il s’ensuit que C(<) est,
en fait, une classe de conjugaison dans Gal(K /K) d’involutions.

(1) Dans ce texte la terminologie de sous-corps réel clos d’un corps algébriquement
clos A désignera un sous-corps R de A tel que A/R soit une extension algébrique et tel
que R soit un corps réel clos.
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La correspondance < +— C(<) est bien sur surjective car si ¢ est une
involution de Gal(K /K), I’ordre du corps réel clos R, induit, par restriction,
un ordre compatible sur K qui est un antécédent pour notre correspondance
de la classe de conjugaison de c. Cette correspondance est, par ailleurs, bien
injective puisque deux ordres compatibles sur K qui ont mémes images par
la correspondance sont tous deux restriction a K de l'ordre unique d’un
sous-corps réel clos de K et sont, par suite, égaux.

On déduit de ce résultat que, par exemple, dans le cas de K = Q, il n’y
a qu'une seule classe de conjugaison d’involutions dans Gal(Q/Q), dans le
cas de K = Q(v/2) il y a deux classes dans Gal(Q/Q(v/2)) et dans le cas

K =Q(T) il y a une infinité de classes dans Gal(Q(T")/Q(T)).

La question de la description des classes de conjugaison d’involutions
se précise par exemple lorsque le corps A est un corps topologique et que
I’on veut regarder les classes de conjugaison des involutions continues. Par
exemple si I’'on considere A = C muni de la topologie usuelle, il n’y a qu'une
seule telle classe (celle de la conjugaison complexe, qui constitue le seul
automorphisme non trivial de C continu). On s’intéresse dans cette partie
a cette question dans le cas d’'un corps de séries de Puiseux muni de sa
topologie naturelle.

Considérons une involution ¢ € Gg. S’il n’y a pas d’ambiguité, pour
a € K, onnoterad a laplace de c(a). Si a(T) = 1+a;T+asT?+- -+ € 1+Mz,
on notera

aT)=14+aT+aT*+ .

On remarque que pour tout o, 3 € 1 + Mz on a axf =ax[ et donc
qu’en particulier a(-1) = a(=1) (nous noterons dans ce texte o= Dinverse
pour * de « afin de ne pas confondre avec 'inverse pour le produit au sens
de Cauchy). On considere ’ensemble

U(c)={a €K |a-a=1},

qui est visiblement un sous-groupe de K*. Ce groupe a la propriété suivante :
siz € U(e), y € K et n € N* sont tels que x = y" alors y € U(c). En effet,
le corps R, est corps réel clos et comme, par hypothéses, on a (yy)" = 1
et yy € R., on en déduit que I'élément yy est une racine de l'unité d’un
corps réel clos. On a donc yy = £1. Par ailleurs, comme K = R.(y/—1), si
y = yo +vV—1uy1 avec yo,y1 € Re, on a yy = yf +yi > 0. Ainsi gy = 1,
c’est-a-dire y € U(c).
Pour tout A € K*, on note

20, \) ={ael+Mg | aAT)xa(T) = 1}.

On a alors :
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PROPOSITION 13. Un élément 7 € Aut(Puis(K)) est une involution
si et seulement si T = cop ot ¢ € G, 0 = (§p)n € M et p= (a,N) € H
sont des éléments vérifiant :

e ¢ est une involution de Gg,
e &y € U(o),
o ac 2cén).

Preuve. Supposons que 1'élément 7 = grop soit une involution avec
g€ Gk, m=p/qgeQt o= () € M et p=(a,N) € H Comme
Aut i (Puis(K)) est un produit semi-direct (G g x QF*) x (M x H), I’élément
gr satisfait (gr)? = Id et, par suite, on a r = 1 et g = Id ou g involution.
Supposons que ¢ = Id; la restriction de 7 & K étant g, on en déduit que
K est contenu dans le sous-corps de Puis(K) laissé fixe par 7. Ceci est
impossible car ce sous-corps est ordonnable et /—1 € K. Ainsi g = c est
une involution de Gg.

Fixons un entier n € N* et regardons maintenant 'action de 72 = (copu)?

sur I’élément TV/". On a
TQ(Tl/”) = ca,u,ca(Tl/"aN/”(Tl/N)) = ca,uc({nTl/"aN/”({NTl/N))
= cop(&, TN (ENTVN))
= (€, TN/ (TN )@ TN (T V)
= c(€ & T oMM (TN )EN M (Enen TN alénTN)))
= &€, TN M ENTY N )N M EnEN TN A(E N TN )) = TV,

Le terme constant de a¥/™(ENTY/N)aN/"(EnENTYNa(ETYN)) étant 1,

on en déduit que £,£,, = 1 pour tout n € N*, donc en particulier {5 € U(c).
Il s’ensuit, en prenant n = N et en appliquant a nouveau c a ’égalité, que

a(EnTYM TN a(enTHN)) = 1,

c’est-a-~dire que a(EnT) xa(T) =1 (i.e. a € 2(c,EN)).

Réciproquement, si {x € U(c), la remarque précédant 1'énoncé de la
proposition 13 assure alors que £,y € U(c) pour tout n > 1 et, par suite, que
&, = &Ny € U(c). Le calcul précédent montre alors que, sous les hypotheses,
T = cop est bien une involution. m

On s’intéresse maintenant aux classes de conjugaisons dans le groupe

Aut g (Puis(K)) des involutions continues ainsi qu’aux classes de K-isomor-

phismes de sous-corps réels clos (contenant K) de Puis(K) associées. On

dira dans la suite qu'un sous-corps réel clos (contenant K) de Puis(K)

est continu si I'involution de Autg (Puis(K)) qui le définit est elle-méme
continue.

THEOREME 14. Soient T = cop et 7' = c'o’ i’ deux involutions continues

de Puis(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) 7 et 7' sont continiment conjuguées (c’est-a-dire conjuguées dans
Aut i (Puis(K))),
(ii) 7 et 7’ sont conjuguées dans Aut (Puis(K)),

' = sont conjuguées dans Gg .

(iii) Tz = c et U

En particulier, il existe une correspondance bi-univoque entre les classes de
K -isomorphisme de sous-corps réels clos continus de Puis(K) et les classes
de K -isomorphisme de sous-corps réels clos de K ; cette correspondance est
celle qui & un représentant R d’une classe d’isomorphisme de K associe la

classe d’isomorphisme de Puis(R).

Preuve. (ii)=-(iii). Si 7 € Auty(Puis(K)) conjugue 7 et 7', alors TR
conjugue c et .

(iii)=>(i). Soient 7/ = /o'y’ une involution continue de Puis(K), ¢ €
G une involution et g € G telle que ¢ = g~ 'c¢’g. Nous allons montrer que
7/ est continfiment conjuguée a ¢ (vue comme élément de Aut i (Puis(K))),
ce qui prouvera le théoreme. Posons o’ = (&,), et ¢/ = (a, N) et conjugons
7/ par g :

1 1_7 ", 1

g 9= (97"9) (g o'g) (g W g) = co”n
avec 0" = (up)n € M ot u,, = g~ (&,) pour tout n > let u’ = (8,N) € H
ot B=af  désigne P'élément de 1+ Mz dont les coefficients sont obtenus
a partir de ceux de « par application de g~ !. En effet, pour n > 1 on a
gflo,/g(Tl/n) — gflo,/(Tl/n) — gfl(gnTl/n) — gfl(gn)Tl/n — unTl/n
et
— n — n n n -1 n
g g(TH") = g (TN (TN ) = T (NI (TN,
-1

Considérons maintenant ’élément s = (s,), € M défini par s, = u,,

pour tout n > 1, et conjuguons co” u” par s :

S_l(CU”M”)S — CMH/

ot """ = (B(sy'T), N) = (7, N). En effet, pour n > 1 on a u,, € U(c) et, par
suite, s, € U(c). On a donc s, ', 8, = ugpu, tug, = u3,u,t = upu,t =1
et ainsi

n

sl s(TY") = s ups, TY™ = TY/™,
Par ailleurs, on a
sTU (T = s;lsnTl/"ﬁN/”(s;VlTl/N).
Pour finir la preuve du théoréme, nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME 15. Soit ¢ € Gk wune involution et a € (2(c,1). Il existe f €
14+ Mz tel que BEY xaxf=1.
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Preuve. La condition o € £2(c,1) est équivalente & o * @ = 1. Etant
donné o, 8 € 1 + My, disons
oT)=ag+arT+aT?+ -+ (ag=1),
B(T) =by+ b1 T +bT? 4 (b =1),

BTa(T)) =1+ 3 b,T" ( 3 aka)n

on a

n>1 k>0

Zl—l—anT"(Z( Z ail"‘az‘k)Tk>
n>1l k>0 dy+-tin=k

:1+Zan< Z ai1"'aik>Tn+k
n>1k20 i1+ tin=k

- +Z (me k Z ail"'aim_k)Tm
mz1 k=0 i1 tim =k

=Y AaI™ (Ao=1)

m>0

et, compte tenu du fait que

a(T) - B(Ta(T Z ( Z A G m) ,

n>0 m=0

on trouve finalement

=

n m-—

(O[*ﬁ - 1+Z (an+ anfmbmfk Z iy~ aimfk-)Tn‘

n>1 m=1 k=0 i1+t im—r=k

k
Ainsi, a € £2(¢, 1) ssi pour tout n > 1 on a

3
3
L

(Eyn) an + e Qo —k E a;, - -a;, _, =0.
m=1 k=0 i1+t =k

L’existence d'un 8 € 14+ Mg tel que S-1 x a x f = 1 équivaut donc,
sous ’hypothese précédente, & I'existence d'une suite (b, ),, d’éléments de K
tels que by = 1 et, pour tout n > 1,

n m-—1

(F,) an + Z Z Qpy—mbrm—k Z ai, - ai. = by

m=1 k=0 1t tim K=k

On voit alors que le choix b,, = @, /2 pour tout n > 1 permet de passer
de ’équation (E,,) a I'équation (F,). Ainsi, le choix 8 = (a+ 1)/2 fournit
I’élément recherché. m



226 B. Deschamps

On a v € 2(c,1). Considérons un élément 6 € 1+ Mz tel que §(—1) %
0 =1et I'élément v = (6, N) € H. Pour tout n > 1 on a

Vfch///V(Tl/n) — I/fchuJ///(Tl/n . 5N/n<T1/N))
_ I/flc(Tl/n . ’yN/n<T1/N) . 5N/n<T1/N’y(T1/N)))
— n =N/n <N/n —
=y Nt T ()
— U/ §EDNT N Y N/ (LN §(=1) (1N

) SN/"(Tl/N(S(—l) (T1/N)7(T1/N5(—1) (TI/N)))
—Tl/n, (5(71)(T1/N) .7N/n(T1/N5(71)(T1/N))

) S(Tl/Né(fl)(Tl/N)7<T1/N5(71) (Tl/N))))N/n
= Tl/n<5(*1) * 7 S)N/H<T1/N) — Tl/n

et par suite v tepv = c.

En résumé, I’élément w = gsv conjugue (contintiment) I'involution ¢’’’/
en c.

La conclusion du théoreme est alors immédiate une fois constaté que si

¢ € Gk est une involution et que R = K e désigne le sous-corps réel clos
des éléments invariants de K par l’action de ¢, alors le sous-corps réel clos

des éléments invariants de Puis(K) par I'action de ¢ (vu comme élément de

Aut i (Puis(K))) est Puis(R). =

Compte tenu de la correspondance établie dans I'introduction du §4
entre l’ensemble des classes de conjugaison d’involutions de Gal(K/K) et
I’ensemble des ordres compatibles sur K, on obtient le

COROLLAIRE 16. Soit K un corps de caractéristique nulle. Il existe une
correspondance bi-univoque entre ’ensemble des ordres compatibles sur K et
l’ensemble des classes de K-isomorphisme de sous-corps réels clos continus
de Puis(K). Cette correspondance est celle qui & un ordre compatible <
de K associe la classe du corps Puis(R<) ot R< désigne une extension

ordonnée algébrique mazximale du corps ordonné (K, <).

REMARQUES. (a) Une classe de conjugaison dans Autg(Puis(K))
d’une involution continue n’est pas forcément composée d’involutions con-
tinues. Nous allons, en effet, montrer ci-dessous que pour tout corps K
ordonnable, il existe des conjugués d’involutions continues qui ne sont pas

continus (ceci assurera, en particulier, que le groupe Aut x (Puis(K)) n’est
jamais distingué dans le groupe Aut g (Puis(K))).

Pour commencer, considérons un élément 1) € Autx (Puis(K)) vérifiant
Y(T) = T~ dont l'existence a été prouvée au §3. Considérons alors 1’é1é-
ment ¢ = cop ou ¢ € Gg désigne une involution quelconque, o = (&,),

avec £ = —1 (qui existe bien par application standard du lemme de Zorn)



Automorphismes continus 227

et p = (1/(1—-T),1) € H. La proposition 13 montre que 1’élément ¢ est

une involution, puisque si 'on pose «(T) =1/(1—T) on a

1 1

Ci+T T
14T

a(=T) *a(T) =1

Par ailleurs,

N _ 1 . (-1=-T —1-7"1
wlosoow(T)zwlw(T>=¢1< 7 >= 7= 1T

L’automorphisme ¥ ~! o ¢ o 1) ne peut donc pas étre continu puisque sa

restriction aux groupes des unités de Puis[K] n’est pas un automorphisme
(lemme 4).

(b) Il existe donc des involutions non continues qui vivent dans des classes
de conjugaisons d’involutions continues. Il est intéressant de remarquer que,
dans certains cas au moins, il existe aussi des involutions non continues
qui ne sont pas conjuguées a des involutions continues. Pour établir ce
dernier point commencons par remarquer que les sous-corps réels clos con-

tinus de Puis(K) ne sont jamais des corps archimédiens. En effet, d’apres
le théoréeme 14, ils sont (continiment) isomorphes & des corps de séries de
puiseux Puis(R) & coefficients dans des sous-corps R réels clos de K. Sup-
posons qu’il existe un sous-corps réel clos R de K tel que Puis(R) soit
archimédien. Puisque lordre sur Puis(R) est défini par les carrés, on a
T = (VT)? > 0 et, par suite, il doit exister un entier n > 1 tel que nT > 1;
mais comme

2
\/1—nT:1—gT—%Tz—mePuis(R)

on voit que 1 — nT > 0, ce qui est absurde. Ainsi Puis(R) n’est pas

archimédien et, par suite, aucun sous-corps réel clos continus de Puis(K).

D’apres la proposition 11, les corps C et Puis(Q) sont isomorphes. I

existe donc dans Puis(Q) une “copie” du corps des réels R, mais cette copie

provenant d’un isomorphisme entre C et Puis(Q), elle constitue un sous-

corps réel clos de Puis(Q) qui est archimédien et donc n’est pas continu et

n’est isomorphe & aucun sous-corps réel clos continu de Puis(Q) (puisqu’un
isomorphisme préserve la propriété d’Archimede). L’involution définie par

cette copie de R dans Puis(Q) constitue donc un exemple d’involution de

Aut(Puis(Q)) qui n’est pas continue et qui n’est pas conjuguée a une in-
volution continue.

(c) Les groupes Aut(Puis(Q)) et Aut(C) sont isomorphes (puisque
Puis(Q) et C sont des corps isomorphes). Dans l'introduction du §4 on a
remarqué que si 'on muni C de sa topologie usuelle il n’existe qu’une seule

classe de conjugaison d’involution continue dans Aut(C). Notre théoréme
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principal montre qu’il en est de méme pour Aut(Puis(Q)) si 'on muni

Puis(Q) de sa topologie naturelle (puisqu’il n’y a qu’une seule classe de con-

jugaison d’involutions dans Aut(Q)). On remarque toutefois que si Aut(C)
ne contient quune seule involution continue, le groupe Aut(Puis(Q)) en
contient lui une infinité (non dénombrable).

(d) En illustration des remarques précédentes on peut, a partir du théo-
reme 10, donner des exemples explicites de sous-corps réels clos de Puis(C)
qui ne sont pas des corps de séries de Puiseux, c’est-a-dire des corps de
la forme Puis(R) avec R sous-corps réels clos de C (e.g. R = R). Si l'on
prend, dans le théoreme 10, K = R, alors Gi correspond au groupe {Id, c}
ou ¢ désigne la conjugaison complexe, et si u = (u,), € M est tel que
|un,| = 1 pour tout n, alors I’élément cu est bien une involution. Une série de
Puiseux ZkaO a,TF/™ est alors invariante par cu si et seulement si, pour
tout k > kg, on a

— ok
af = AUy,

c’est-a-dire si et seulement s’il existe, pour tout & > kg, un réel r; tel que
—k
ap = Ty, -
Ainsi, si « désigne un réel non nul, alors ’ensemble

k>ko

est un sous-corps réel clos de Puis(C) qui n’est pas un corps de séries de
Puiseux.

Pour voir ce dernier point, il faut remarquer qu’étant donnés deux corps
K et L, on al'extension Puis(L)/ Puis(K) si et seulement si on a extension
L/K et que, dans ces conditions, on a 1’égalité

[Puis(L) : Puis(K)] = [L : K].
Ainsi, si E était un corps de séries de Puiseux, il serait de la forme
E = Puis(R) avec R un sous-corps réel clos de C. Mais comme R est
visiblement un sous-corps de E, on devrait alors avoir R = R (sinon, on
aurait R-R = C C F et donc v/—1 € E, ce qui serait contraire au fait que
E soit un corps ordonnable), et, par suite, on aurait £ = Puis(R), ce qui
n’est visiblement pas le cas.
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