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Soit un entier [ > 2. Pour tout nombre premier p congru & 1 modulo [,
soit ny(p) le plus petit entier qui n’est pas une puissance l-ieme modulo p et
soit r;(p) le plus petit nombre premier qui est puissance [-ieme modulo p. 11
est conjecturé que pour tout nombre réel € > 0,

(C1) ni(p) < p°,

la constante impliquée par le symbole < dépendant de [ et de £. Des majo-
rations de n;(p) ont été établies en direction de cette conjecture [10], [15],
[18]. Généralisant un résultat de Vinogradov [20], Elliott [8] a montré que
r(p) < p=D/4*2 . La majoration ny(p) < log(p)? a été établie par Ankeny
sous hypotheése de Riemann [1], la méthode utilisée pouvant conduire a la
majoration n;(p) < log(p)?. Cette derniére majoration n’est pas loin d’étre
optimale puisque la minoration n;(p) > log(p) a lieu pour une infinité
de nombres premiers p [7]. Le cas [ = 2 mis a part, 1 et un entier non
puissance l-ietme modulo p ne suffisent pas a représenter toutes les classes
du groupe quotient (Z/pZ)*/((Z/pZ)*)!, ce qui conduit & définir d’autres
bornes. Pour tout entier k, soit H;(k) le plus petit entier strictement posi-
tif tel que les entiers de l'intervalle [1, H;(k)] représentent toutes les classes
du groupe quotient (Z/kZ)*/((Z/kZ)*)'. Des majorations établies dans [16]
on peut déduire que pour tout réel ¢ > 0, H;(k) < k3/8+¢ Un probleme
voisin a été étudié dans le cas | = 2 par A. Zaharescu [22]. Le nombre
ho(k) étant défini comme le plus petit entier positif tel que les entiers de
Iintervalle [—ho(k), ho(k)] représentent toutes les classes du groupe quotient
(Z/kZ)* ) ((Z/KkZ)*)?, A. Zaharescu a démontré que pour tout nombre réel
e >0,

ho(k) < k/4+e,
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Dans ce méme article, il conjecturait aussi que pour tout nombre réel € > 0,
(C3) ho(k) < k.
Dans [3] une version polynomiale de la conjecture (C5) a été établie,

cette conjecture étant un corollaire au théoreme suivant.

THEOREME. Soit ¢ une puissance d’un nombre premier impair et soit
H € F,[T] de degré deg H > 2. Alors, pour tout entier

. 4qg — 1 2q 1/ 2log(2) deg H
= (2 e T g D loa(e) e (1 log(9) )) log(deg )

pour tout polynome A premier a H, il existe un polynome irréductible uni-
taire P de degré j tel que AP soit un carré modulo H.

En d’autres termes, il existe un entier R(H) < deg H/log(deg H) tel que
pour tout entier j > R(H), les polynémes irréductibles unitaires de degré
j représentent toutes les classes du groupe (F,[T]/(H))*/((F,[T]/(H))*)?,
(H) désignant idéal principal engendré par H.

Dans ce qui suit nous proposons une généralisation de ce résultat. Cette
généralisation se fait dans deux directions. D’une part, on remplace 1’étude
modulo les carrés par I’étude modulo les puissances [-iemes pour un entier [
premier a la caractéristique du corps [F,. D’autre part, on remplace I’anneau
F,[T| par anneau des S-entiers d’'un corps de fonctions dont le corps des
constantes est le corps [F,. On s’intéresse toujours aux restes modulo un
idéal non nécessairement premier. Une version polynomiale de la conjecture
(C;) sera donc un corollaire immédiat des résultats établis dans ce qui suit.

Soient K un corps de fonctions de corps des constantes k, corps fini & ¢
éléments. Soient S un ensemble fini non vide de places de K et Og ’anneau
des S-entiers de K. Si P est un idéal premier de Og, soit fp le degré de P,
c’est-a-dire le degré de l'extension de F, par le corps Og/P. On étend la
notion de degré a tous les idéaux non nuls de Og en posant pour un idéal
H non nul,

o= ZUP(H)fP,
P
la somme étant étendue aux idéaux premiers de Og divisant H, vp(H)
désignant ’exposant de P dans la factorisation de H en produit d’idéaux
premiers. Le degré d’un élément non nul y de Og est le degré de I’idéal
principal de Og engendré par y. Le degré d’un élément y € Og dépend de
I’ensemble S. Nous le noterons degg(y). La formule du produit montre que
pour tout y € Og, degg(y) est divisible par le nombre pged{f,; v € S}.
Soit [ > 2 un entier premier a la caractéristique du corps k. Soit H un
idéal de Og différent de {0} et de Og. On désigne par N;(S; H) le plus petit
entier jo possédant la propriété suivante: pour tout entier j > jo divisible
par pged{ f,; v € S}, pour tout a € Og premier a I'idéal H, il existe y € Og
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premier a H, de degré j tel que ay soit puissance l-ieme modulo 'idéal H.
Dans ce travail nous montrons qu'un tel entier existe et nous en donnons
une majoration. Cette majoration est une conséquence de la majoration du
nombre R;(S; H) qui désigne le plus petit entier j, possédant la propriété
suivante: pour tout entier j > jo divisible par pged{f,; v € S}, pour tout
a € Og premier a l'idéal H, il existe y € Og de degré j, engendrant un idéal
premier, premier a l'idéal H et tel que ay soit puissance [-ieme modulo
I’idéal H. De facon évidente,

Ni(S;H) < Ri(S; H).

Une majoration de R;(S; H) donnera une majoration de N;(S; H). Nous
démontrerons que

Ri(S;H) < fu/log(fu),

la constante contenue dans le symbole < ne dépendant que de K, S et (.

Les anneaux de S-entiers d’un corps de fonctions de corps des constantes
F, peuvent étre vus comme les analogues des anneaux d’entiers de corps de
nombres. Le résultat établi ici n’a pas d’analogue connu dans le cadre des
corps de nombres. Soit A un anneau d’entiers algébriques. Soit I un idéal non
nul de A différent de 'idéal unité. On pourrait définir le nombre H;(A,I),
resp. R;(A,I), comme étant le plus entier positif tel que les entiers de A
de norme < H;(A,I), resp. les entiers premiers de A de norme < R;(A,I),
représentent toutes les classes du groupe multiplicatif (A/I)*/((A/I)*)!. Au-
cune majoration des nombres H;(A,I) ou R;(A,I) ne semble connue dans le
cas général. Les seuls résultats connus concernent le cas d’un idéal premier
P tel que N(P) = 1 mod [l. Pour un tel idéal, soit n;(A, P) la plus petite
norme d’un entier de A qui n’est pas une puissance /-ieme modulo P. La ma-
joration ny(A, P) < N(P)'/2v*¢ a été établie par Friedlander [9], v = v(l)
désignant I'unique solution de I’équation o(u) = 1/1, ¢ étant la fonction de
Dickman [5].

Nous nous placerons d’abord dans le cas ot ’ensemble S est réduit a un
seul élément. La majoration dépend d’un théoréme effectif de répartition des
éléments premiers dans ’anneau Og. Bien que la majoration des nombres
R;(S; H) dans le cas général n’utilise le “théoreme des éléments premiers”
effectif que dans le cas ou S contient une seule place, il nous a semblé
intéressant de donner la preuve du “théoréeme des éléments premiers” dans
le cas général, car la démonstration n’en est pas plus difficile. Dans ce travail,
nous établirons d’abord le

THEOREME 1. Si m = (my)ves est une suite d’entiers rationnels telle
que

[ml| = — vamv >0,

vES
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s0it pm le nombre d’idéaux premiers principauxr de Og engendrés par un
élément m tel que (v(7))yes = m. Alors, on a

[ ml|
q

Pm = +O(q
R|lm]|

)

||m||/2)

les constantes impliquées par le symbole O ne dépendant que de K.

En fait, une version effective plus précise de ce théoréme sera donnée par
le théoreme III1.13.

Nous majorerons ensuite les nombres R;(S; H) en accordant une atten-
tion plus particuliere au cas ou I'idéal H est premier. Notons g le genre de
K et notons h le nombre de classes de diviseurs de degré 0 de K. Nous
démontrerons le

THEOREME 2. Soit H un idéal non nul de Og de degré fg > 1 et soient

a(H) = l“’<H>{2g ~24dg+ q_il} P e 4
o g2 .
b(H) = 291 )1/271, o(H)=(1- E(S)ﬂw( ),

ot dg = min{f,; v € S}, e(S) =1 sids =1, e(S) =0 si ds # 1, ou
w(H) désigne le nombre d’idéaur premiers distincts divisant lidéal H. Soit

un entier
j>1+ max(max{fv ;veSEH?2 [logq (h{a(H) + %

)

Alors, si j est divisible par pged{f,; v € S}, pour tout a € Og premier a
lidéal H, il existe y € Og de degré j, engendrant un idéal premier, premier
a H tel que ay soit puissance l-ieme modulo ’idéal H.

Dans le cas ou I'idéal H est premier, nous établirons le
THEOREME 3. Pour tout idéal premier P de Og de degré fp assez grand,
on a
¢ | 201-¢(9) }

P)<1+2]1 —1 29 —2
Ri(S;P) <1+ [qu<h{(l )fP+l{g +ds+q_1—|— Toa(a)

5) | wa—iglfz_l )]

les nombres dg et £(S) étant ceux définis au théoréme 2.

+

Précisons maintenant ’organisation de ce travail. Dans une premiéere par-
tie, nous fixons les notations. Dans une deuxieme partie, nous définissons un
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symbole & valeurs dans le groupe des racines /-emes de 1'unité complexes,
symbole analogue au symbole d’Eisenstein et établissons les propriétés de
ce symbole utiles a notre travail. La troisieme partie est consacrée a la
démonstration du “théoreme des éléments premiers” pour I'anneau Og ainsi
qu’a une majoration de somme de caracteres liés au symbole d’Eisenstein
précédemment introduit. La majoration des nombres R;(S; H) et Ni(S; H)
sera établie dans la quatrieme partie de ce travail. Les majorations obtenues
dans le cas général sont évidemment valables quand ’anneau Og est ’anneau
k[T]. Par exemple, le théoréme 2 nous donne que pour tout polyndéme uni-

taire H € k[T,

1 20—1
R(H) <1+ 2[logq ((z — 1) fleE1 4 — ) 4 ﬁ)} :
q J— —
ou Ri(H) = R;({o0}; (H)), 00 désignant la place a l'infini du corps k(7).
Toutefois, des calculs directs donnent des résultats plus précis dans le cas
rationnel. Nous indiquerons dans une derniere partie les résultats effectifs
pouvant étre obtenus dans le cas rationnel.

I. Notations et rappels. Rappelons que le genre de K est noté g et
que h désigne le nombre de classes de diviseurs de degré 0 de K.

Soit V I’ensemble des places de K. On identifiera une place a la valuation
normalisée qui lui est associée. Pour toute place v € V', on note respective-
ment K,, K, U, le complété du corps K en v, le groupe multiplicatif du
corps K,, le groupe des unités de I'anneau de valuation de K,, on note f,
le degré résiduel de v, et, pour tout entier rationnel j > 0, on note Uéj ) le
sous-groupe des éléments u € U, tels que v(u — 1) > j.

Soit D = D(K) le groupe des diviseurs de K. Si D € D(K) est le diviseur

D= Zavv,

veV
son degré est le nombre
= ant.
veV
Posons pour v € V,
v(D) = ay.

Si tous les coefficients v(D) sont positifs ou nuls, le diviseur D est dit effectif.
Soit D4 (K) I'ensemble des diviseurs effectifs de K.

Soit J(K) le groupe des ideles de K. L’application diagonale A : K* —
J(K) définie par A(a) = (z,) ou 2, = a pour tout v € V est un morphisme
injectif. Il existe un morphisme surjectif Div de J(K) dans D(K). Il est
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défini par

(1.1) Div((z,)) = Y v(z)0.

veV

Comme (z,) est un idele, les nombres v(z,) sont tous nuls a 'exception
d’un nombre fini d’entre eux, et, dans I’égalité ci-dessus, le terme de droite
est bien un diviseur.

Soit (k la fonction zéta du corps K. Elle est définie sur le disque ouvert
Dy, par

(L2) Crelw) = L (1 =),

veV
ou D, désigne pour tout réel r > 0, I’ensemble des nombres complexes z tels
que |z| < 7.
Notre preuve utilisera certaines propriétés de (x que nous rappelons ici,
[21]. Pour u € Dy g,

Prc (u)
(1—u)(1—qu)’
ou Px est un polynoéme de degré 2g.
De plus, si g > 0, il existe des entiers algébriques o1,. .., 024 tels que

(I3) Cre(u) =

29

(14) Pic(w) = [[0 - o), ol = 47>

i=1

I1. Symbole d’Eisenstein. Si ce qui suit est bien connu lorsque [ divise
q—1[17, chap. 3], il n’en est pas de méme lorsque cette hypothése n’est pas
vérifiée. Nous proposons ici la construction d’un symbole valable pour tout
entier [ premier a la caractéristique de k.

Pour tout entier n > 1, soit I, = pged(l,¢" — 1). Dans un corps a
q" éléments, toute puissance [,-iéme est une puissance [-ieme et il y a
donc exactement [,, racines [-iemes de 1'unité dans un tel corps. Pour tout
idéal premier P de I’anneau Og on choisit une fois pour toutes un carac-
tere xp d’ordre [y, du groupe multiplicatif du corps fini quotient Fp =
Og/P. Posons, pour alléger les notations, Iy, = [p. Désignons par op
I’homomorphisme surjectif canonique de Og sur Fp.

On définit pour tout £ € Og le symbole (%) par

(IL.1) (%) _ {XP(UP(f)) si ¢ est premier a P,

La proposition suivante donne les principales propriétés de ce symbole.

0 sinon.
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PropoOsITION I1.1. Soit P un idéal premier de Og. Soient £ et n des
éléments de Og. Alors,

(IL.2) f=npmod P = (%) - (%)

©)-(5)(3)

Si de plus & est premier a P, alors,

el & J lp si& est puissance l-iéme modulo P,
(IL.4) Yy =
. =0 P 0  sinon.

Preuve. Les deux premiéres assertions sont des conséquences immédiates
de la définition du symbole. Soit n € Og premier a P et soit £ € Og congru

a n' modulo P. Alors, d’apres (I1.2) et (I1.3), (%) = (%)l =1, d’ou,

lp—1 '

> (5) =

. \ P P'

7=0

Réciproquement, si & € Og n’est pas puissance [-ieme modulo P, op ()
n’est pas puissance [p-ieme dans le groupe multiplicatif F'5. Le caractere
X p ayant été choisi d’ordre Ip, xp(op(§)) # 1 et (%) est une racine [ p-iéme
de I'unité différente de 1, d’ou,

Ip—1 ;

Y (5) =0

. P .

7=0

L’égalité (II1.4) montre que la somme 1 + (%) + -4 (%)llk1 ne dépend
pas du choix du caractere y p.

On étend le symbole précédemment défini a tout couple (H, o) ot H est
un idéal de Og et « un élément de Og en posant

(IL5) (%) =11 <%>UP(H),

PeP
P\H

ou P est I'ensemble des idéaux premiers de Og et, par abus de notation,
vp(H) désigne l'exacte puissance de P divisant 'idéal H. La proposition
suivante résume les propriétés de ce symbole.

PROPOSITION I1.2. Soient H et I des idéaux de Og et soient € et i des
éléments de Og. Alors,

(IL.6) ¢=nmod H = (%) = (%)
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(-

III. Eléments premiers et idéaux premiers de ’anneau Og. On
suppose dans cette section que l'ensemble S a s + 1 éléments, s étant un
entier positif ou nul.

Notons P l'ensemble des idéaux premiers de Og et II ’ensemble des
éléments premiers de Og. Pour tout entier n > 1, soient p, le nombre
d’idéaux premiers degré n de Og, prp, le nombre d’idéaux principaux pre-
miers degré n de Og. De fagon évidente, pr p,, = 0 si n n’est pas divisible par
pged{f,; v € S}. Si m = (my)pes est un (s + 1)-uple d’entiers rationnels,
soit ||ml|| Pentier défini par la relation

(I11.1) —lm| =>" fom..
veS
Si z est un élément non nul de K, soit v(z) = (v(2))ves-

Soit m = (my)yes un (s + 1)-uple d’entiers rationnels tel que ||m|| > 0.
L’ensemble X, des = € Og tels que v(z) = m est fini. Soit II,, 'ensemble
des éléments de Xy, engendrant un idéal premier de Og. En d’autres termes,
I, = IIN Xy, Soit 1y le nombre d’éléments de I1y,. Soit aussi pr Py, resp.
Pr pm, 'ensemble des idéaux premiers principaux de Og engendrés par un
élément 7 tels que v(m) = m, resp. le nombre d’idéaux premiers principaux
engendrés par un élément 7 de Og tel que v(7m) = m.

Des éléments m € Og et 8 € Og engendrent le méme idéal et vérifient
v(m) = v(0) si et seulement si 7/0 est une unité absolue, c’est-a-dire un
élément non nul du corps k. On a donc pour tout (s + 1)-uple d’entiers
rationnels m,

(I11.2) Tm = (¢ — 1) prpm.

Nous nous intéressons dans cette section a la distribution des idéaux et des
éléments premiers. En ce qui concerne ces derniers, compte tenu de (II1.2),
cela revient a s’intéresser a la distribution des idéaux principaux premiers.
L’estimation

npn = q" +0(¢’"), 0<6<1,

a été établie par Artin [2] lorsque K est une extension quadratique de F,(7T")
ol p est un nombre premier. Bien que dans le cas général I'estimation

np, = q" + O0(¢"/?)
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semble bien connue, nous n’avons pas pu nous référer a des articles donnant
des bornes explicites utiles dans la suite de notre travail. Les seules références
trouvées étaient des articles [11], [12] ne donnant pas de résultats effectifs,
I'un d’entre eux étant écrit en japonais. Une preuve de ce théoreme est
donnée dans [17, chap. 5] sans toutefois fournir de constantes effectives.
Aussi avons nous pris le risque de redémontrer au théoreme II1.13 un résultat
connu.

Notons co I'une des places de S et posons A = O(}. Remarquons ici que
le groupe des éléments inversibles de ’anneau A est égal au groupe multipli-
catif du corps k. Ultérieurement, nous choisirons la place oo dans S de fagon
a minimiser le degré résiduel f., . Comme il a été dit dans 'introduction, il
nous a paru intéressant de donner un théoreme de répartition des éléments
premiers dans le cas général de 'anneau Og. Pour ce faire, au lieu de
démontrer directement le théoréeme donnant la distribution des éléments
premiers de 'anneau A, nous démontrons a la proposition II1.2 un résultat
un peu plus général dont un corollaire donne la distribution des idéaux prin-
cipaux premiers dans A. Ce résultat plus général nous permettra d’obtenir
un théoreme de distribution des idéaux premiers principaux dans ’anneau
Og quand ’ensemble S n’est pas réduit a un seul élément. Enfin, nous avons
aussi placé dans cette section une majoration relative a des symboles de puis-
sance car la preuve de cette majoration utilise des techniques semblables a
celles utilisées dans le reste de la section.

Tout d’abord, donnons un théoreme effectif de répartion des idéaux pre-
miers dans le cas général.

THEOREME III.1. Pour tout entier n > 1, on a

1/24n/4 _q
IML3) ¢" —q¢"/2(2 el 4 _ 9,1
n
—6(n)+ > fo (5(-) - 1)
veS fv
f’u‘n
<npn <" +29¢"+1- ) f,

veS
fvln

0(n) désignant le nombre de diviseurs de n différents de n.

Preuve. Soit pour z € Dy,

(1) f(2)=¢r(x) [T =2").

vES
Alors avec (1.2),
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(2) f) = [Ja-2),

PecP

puis avec (1.3),

2) = PK(Z) _va
&= a9 L0

d’ou, avec (1.4),

®  fe={IJa-"ja-2"1-g) 1H1—gz

veES

avec |o;| = ¢'/2, le dernier produit étant pris égal & 1 si g = 0. On cal-
cule zf'(2)/f(z) a I'aide des relations (2) et (3) ci-dessus et on identifie les
coefficients de 2™ dans les deux expressions obtenues. Il vient

S ipi=q"+1-> fo- Z@“

jln veS
fv‘n
d’ou
(4) @ +1-29¢"7 = > fo <D gpi <"+ 1+29¢"7 = ) fo
ves jln veS
foln fuln
On en déduit la majoration
(5) npn < 4" +29¢"7+1= Y fo.
veES
f’u‘n

Avec (5), il vient

DD (qj+2gqj/2+1— va)

jln jln veS
j#n Jj#n fold
1+n/2 _ 1 1/24n/4 _
q q Z
_ 1/2 _
q 1 q 1 vES
f’u‘n

0(7) désignant le nombre de diviseurs de j différents de j. Compte tenu
de (4), on en déduit la minoration

npn > q" + 1 — 2gq™?

1+n/2 _ 1 1/24n/4 _ 1
q q
D I S ) B

veS veS
foln foln
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Ultérieurement, nous utiliserons la majoration

1+n/2 _ 1 q1/2+n/4 _
jln ves
Jj#n fuln

établie au cours de la démonstration précédente.

On remarque que si g = 0 et si S est réduit a une seule place de degré 1,
le théoreme III.1 donne le résultat bien connu sur le nombre de polynoémes
irréductibles unitaires de degré n, [13].

COROLLAIRE III.2. Sous les mémes hypothéses, pour tout entier n > 1,

qn+1

) S gy < - 207\
( 5) ;pj _m n —I—ngax (3,q1/2—_1> n + og(n)+1

Preuve. D’apres (I11.3),

;pi S;%Jrzg;qTJr;?
Trivialement,

"1

E = <1+ log(n).
1

i=1

D’apres [6, lemme 1.24],

n

NE

i

4 - 237‘11 i
—~ i 2¢—-1) n
Par une méthode semblable a celle utilisée pour obtenir la majoration ci-
dessus, on obtient la Inajoration

qz/2

2q1/2 n/2
< max <3, g ) g .

qgi/2—-1) n
Le corollaire se déduit de ces trois majorations.

PROPOSITION II1.3. Soit H un idéal de Og tel que fr > ¢*. Alors,

fu

(II1.6) w(H) m7

< C(K)

avec

(IIL7) CO(K) = <1 + q3_—ql + 4g max <§, 2 > 4 2los@) | 3).

q q—q'/? q>
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Preuve. Par une démonstration analogue a celle de la proposition 1.2 de
[3] on obtient la majoration

(1) wi - =<y

fep<log,(fu)

Posons n = [log,(fu)]. Le théoréme précédent nous donne

fu 3¢ q" ( 92¢1/2 >qn/2
w(H) - = — +2gmax (3, ——— +log(n) + 1,
)~ o) < 200 =) w0 + 20mx (3 = (1)
d’out
w(H) < (1+ + 4gmax | 3,
( ) ( q—1 ]ogq(fH) q1/2_1 Iqu(fH)

+ log(log, (fr)) +1
3q 3 2 2log(2) 2 fu
< 1—|——+4gmax<—, >+ + =)
( q—1 q q—q'/? q? q* ) log,(fm)
Nous supposons maintenant que S est réduit a la place co notée aussi v
et donc que A = Og. Posons, pour tout entier n > 1,

(I11.8) An =" jp;.
jln
Jj#n

Introduisons des définitions et notations relatives a ’anneau A. L’en-
semble V' des places de K est réunion de la place oo et des places P-adiques
associées aux idéaux premiers P de A. Afin d’alléger les notations on pose
fo = foor Koo = Koo, U = UL et fo, = fp, Kup = Kp, USy) = UL
si P est un idéal premier de A. On note aussi I = I(A) I'ensemble des idéaux
entiers non nuls de A, FI = FI(A) le groupe des idéaux fractionnaires de
A dans K, pr = pr(A) le groupe des idéaux principaux fractionnaires de A
dans K, C¢ = CL(A) le groupe des classes d’idéaux de A. On rappelle que
P = P(A) désigne I'ensemble des idéaux premiers de A. Si a € K, l'idéal
principal Aa sera aussi noté (a). Soit H € I. On dira que l'idéal fractionnaire
J € FI(A) est premier a H si vp(J) = 0 pour tout idéal premier P divisant
H. On note FIy l'ensemble des Y € FI premiers a H. De méme, Iy,
resp. Py, pry désignera ’ensemble des idéaux premiers a H appartenant a
I’ensemble I, resp. P, pr.

On note = le groupe des caracteres de C¢. Par abus de notations, si
X € Z et si Y € FI, on note encore x(Y) le nombre x(Y) ot Y est la classe
de l'idéal Y dans le groupe des classes d’idéaux C¢. Soit H € I(A). On dit
que le diviseur D € D(K) est premier & H si vp(D) = 0 pour tout idéal
premier P divisant H. Notons Dy ’ensemble des Y € D premiers a H. Il
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existe un morphisme surjectif Id de D(K) sur le groupe FI(A) des idéaux
fractionnaires de A. Il est défini par

(11L.9) Id ( 3 avv) = I P
veV PcP
De plus, I est 'image de Dy (K) par Id.
Soit hoo le nombre de classes d’idéaux de I’anneau A, c’est-a-dire ’ordre
du groupe C{¢. On a

(II1.10) heo = hfso.

Une preuve de cette égalité est donnée dans [13].

Le groupe FI(A) étant libre, il en est de méme du sous-groupe prFI(A)
formé par les idéaux principaux fractionnaires de A. Soit B une base de
ce groupe libre. Pour tout idéal B € B, soit bp € K un générateur de
B choisi une fois pour toutes. Alors, le sous-groupe H de K™* engendré
par {bp; B € B} est isomorphe au groupe prFI(A). Soit M = H N A.
L’ensemble M est un semi-groupe multiplicatif tel que tout idéal principal
de A est engendré par un et un seul élément de M.

Dans le cas rationnel, on peut prendre pour B I’ensemble des polynomes
irréductibles unitaires et pour M ’ensemble des polynémes unitaires. Aussi,
par analogie, les éléments du semi-groupe M seront appelés les éléments
UNILaITeS.

Le corollaire 5 au théoreme 2 de [21, chap. VII] donne l'existence d’un

diviseur
A = Z GV
veV
de degré 1 tel que a,, = 0. Choisissons un tel diviseur et posons

(ITL.11) I = Id(Ay).

On a donc

(ITL.12) fr,=1.
REMARQUES IIL.4. (i) Soit a € A. Alors,

(I11.13) deg ooy (a) = — foovoo(a).

(ii) Le morphisme X — fx de FI(A) dans Z est surjectif.
(iii) Soient I et J des idéauz fractionnaires de A dans K appartenant a
la méme classe I". Alors,

Il existe donc un morphisme surjectif I' — @ du groupe CL(A) sur le groupe
Z]Zfs tel que

(I11.15) or = fua pour tout H € I.
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Preuve. La formule du produit (cf. [4, chap. I]) donne (IIL.13). Soit d
Pentier positif engendrant dans Z l'idéal Im f. Alors d divise fr, = 1. Le
(iii) est alors immédiat.

Le noyau de ¢ jouera un role important dans ce qui suit.

ProposiTION II1.5. Soit x € =. Alors, la série
(I11.16) Lix,u) =Y _ x(Y)u'
Yel
est absolument convergente dans le disque Dy, et pour u € Dy,
(I11.17) Lix,u) = J] (1 = x(P)u/?)"".
PeP
Si x est trivial sur Ker ¢,

(II1.18) L(x,u) = ¢k (x(T)u) (1 = ul>).
Si x n’est pas trivial sur Ker, g > 1, L(x,u) est un polynome de degré
20 -2+ fx et
29—2+foo
(I11.19) Lix,uy= [] 1-ww),

i=1
avec |wi| = ¢%/? pour1 <i <2g—2 et |w;| = 1 pour2g—1 <i < 2g—2+ foo.

Preuve. La convergence absolue se déduit de celle de la fonction (x. Soit
w le caractere du groupe D(K) défini par la relation

(1) w=yxold.

Alors, w est trivial sur le groupe Divo A(K™) des diviseurs principaux. Soit
L, la fonction L associée a w. Si u € Dy g,

L,(u)= H (1 —w)ul)™t = Z w(Y)ul>.
veV(K) Y €D (K)

Le produit, resp. la série, ci-dessus est absolument convergent dans le disque
D /q. Comme KerId est le sous-groupe de D(K) engendré par v,

(1 - w)Lo(u) = [T (1 = x(P)uf™)",
PcP
et
(2) L(x,u) = (1 = u/>) Ly, (u).

1° On suppose que x est trivial sur le sous-groupe Ker . Alors w est
trivial sur le sous-groupe Do (K') formé par les diviseurs de degré 0 et, d’apres
[4, chap. II1],
Lo,(u) = Cx (w(Ar)uw).
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Avec (1) et (II1.12),

(3) Lo, (u) = Cr (x(11)w),
et (II1.18) est donnée par (2).
2° On suppose que x n’est pas trivial sur le sous-groupe Ker . Il existe

donc un idéal H de A tel que fi = 0 mod fw et x(H) # 1. Considérons le
diviseur

Y= —f—Hvoo + Z vp(H)vp.
foo PcP
P|H

D’apres (I.1) puis (II1.9), fy = 0, w(Y) # 1. D’apres [4, chap. III], g > 1
et L, est un polynoéme de degré 2g — 2. Si g = 1, L,(u) = 1 et (II1.19) se
déduit de (2). On suppose g > 1. D’apres [21, chap. 7], il existe des entiers
algébriques wy,...,wz4_2 tels que

2g—2

Lo(w) = J] @ —wi), |l =q¢">

i=1
On conclut avec (2).
Dans la suite de ce travail nous n’utiliserons qu’une version plus faible de

la proposition suivante. Il nous suffirait en fait de remplacer dans le résultat
ci-dessous, la condition (II1.22) par la condition plus forte:

(I11.22") Pour tout z € K, z=1mod H = ¥((z)) = 1.

La version donnée plus forte donnée ci-dessous pourra étre utilisée pour
traiter d’autres problémes.

PRrOPOSITION II1.6. Soient x € = et H € 1. Soit ¥ un morphisme du
groupe FIg(A) dans le groupe i, des racines m-iémes de l'unité. Alors, la
série
(I11.20) A, u) = Y x(Vw(Y)ul

Yely
est absolument convergente dans le disque Dy, et pour u € Dy,
(I11.21) Axu) = [ 0= x(P)@(Pyur)~"
PEPH

De plus, si ¥ n’est pas trivial sur le groupe des idéaux principauz et vérifie
la condition :

(IT1.22)  Pour tout x € K, =z € UV etz =1mod H = U((x)) =1,
alors fg > 1, A(x¥,u) est un polynome de degré d(x¥) < 29 —2+ foo + fH
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et
d(x¥)

(I11.23) Axw,u) = [ (1 - oiw),
=1

avec ;| € {q1/2,1}.

Preuve. (I) La convergence absolue de la série A(x¥, u) se déduit de celle

du produit
gw) = [[ @ -w/")",
PcP
intervenant dans la preuve du théoreme IIL.1. Pour v € Dy, A(x¥,u) se
développe en produit eulérien absolument convergent

(1) Ax,u) = [ (0= x(P)(P)ul")~".

PePy

(IT) Soit X = {vp; P € P, P|H} U{vs} et soit Gx le sous-groupe de

J(K) formé par les ideéles (z,) tels que z, = 1 pour tout v € X. Pour tout
idéal premier P divisant H, soit

T,, = U7,
et soit

T,. =UY.

Soit z € K* tel que z € T, pour tout v € X. Alors z = 1 mod H. Puisque ¥
vérifie la condition (I11.22) et que Id o Div(A(z)) est I'idéal principal Az,
(x¥) o IdoDiv(A(z)) = 1 = [] ¢u(2),
veX

ol, pour tout v € X, 1, est le morphisme trivial de T, dans le groupe p;.
D’apres [21, chap. 7], le morphisme (x¥) o Id o Div du groupe G5 dans le
groupe ., peut étre étendu de fagon unique en un quasi-caractere w de
J(K) trivial sur A(K™). Ce quasi-caractere est non ramifié en toute place
v & Y. De plus, pour tout v € X', w induit le morphisme trivial sur 7,,. Soit
L, la fonction L associée a w. Alors, si u € Dy 4,

Lo(w) = ] 0 = woju(L)uf)",
veV,

ou V,, est I’ensemble des places v € V(K) pour lesquelles le caractére w, =
w o j, est non ramifié, ot pour v € V(K), I, est une uniformisante de K,.
Soit P € P premier a H. Soient a € K} et z = j,,(a). Alors,

(Id o Div)(2) = Id(vp(a)vp) = pvrla) w(jup(a)) = X(Pvp(a))W(PUP(a)).
Prenons pour a une uniformisante IIp de O, . Il vient
(2) w(jup (IIp)) = x(P)¥(P).
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Par suite, avec (1) et (2),

(3) AW, u) = Lo (u) J[ (1= woju(I,)ul),

vEXN,

ou X, est ’ensemble des places v € X ou w, = w o j,, est non ramifié.

On suppose ¥ non trivial sur le groupe des idéaux principaux. Tout
d’abord, compte tenu de la condition (II1.22), I'idéal H n’est pas I'idéal unité
et fir > 0. Comme ¥ n’est pas trivial sur ’ensemble des idéaux premiers,
Pensemble V(K)—V,,(K) n’est pas vide et w n’est pas un caractere principal.
D’apres [21, chap. 7] et [21, Appendix V.5], L, (u) est un polynéme de degré

(4) deg Ly(u) =29 —2+ Y fo
veX
vgX,

dont les racines sont de module ¢'/2. D’apres (3), A(x¥, u) est un polynéme
pouvant s’écrire comme produit

d
(5) A(xW,u) = H(l — o;u),
i=1
avec
loi| € {l,ql/z}, d=deg A(x¥,u) =29 —2+ Z fo <29 =24 foo + fH.

veX

ProproSITION II1.7. Soient x € =, H € T et A € I un idéal premier
a H. Soit U un morphisme du groupe Flg(A) dans le groupe i, vérifiant
la condition (111.22). Pour tout entier positif n, soit

(I11.24) b(x, HA,W,n)= > x(P)¥(P).

PEPan
fp=n

Si lune des deux conditions suivantes est vérifiée :

(I) Il existe x € M tel que ¥((x)) # 1,
(I) H =1, ¥ est trivial sur le groupe FI(A) et x n'est pas trivial sur le
sous-groupe Ker ¢,

alors, pour tout n > 1,
(I11.25)  |nb(x, H, A, ¥, n)| < (29 — 24 foo + fu)qV 2+ w(A) + A,
ot A, est défini par (IIL.8).

Preuve. Posons pour u € Dy g,

(1) fy = 1] @—x@)@Py/7)="

PEPan
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Soit d = d(x¥) défini par la proposition précédente dans I’hypothese (I) et
d=d(x¥) = 29—2+ fs dans 'hypothese (II). D’apres les deux propositions
précédentes, il existe des entiers algébriques o1, . . ., 04 de module < ¢'/2 tels
que pour z € Dy /g4,

(2) fw ={ TT a =@ }{f[l—& )}

PeP
P|A

On calcule uf'(u)/f(u) a’aide des deux expressions ci-dessus et on identifie
les coefficients de u™ dans les deux expressions Il vient

ST felu(P)( Zgl S (PP,

PeEPap PcP

ifp=n PlA
d’ou

d .
nb(, H, A,0n) = =S o= S (PP = S fr(x(P)E(P)).
i=1 PcP PcPy
P|A ifp=n,j#1

Par suite,

Inb(x, H, A, #,n)| <dO@)q™? +w(A)+ > fp.
PcP
fpln, fp#n
Avec la notation (IIL.8),

Inb(x, H, A, ¥, n)| < dx¥)q"? + w(A) + A,.

COROLLAIRE II1.8. Soient H € I et ¥ un morphisme du groupe F1g(A)
dans le groupe p,, des racines m-iemes de l'unité, non-trivial sur le sous-
groupe des idéauz principaux et vérifiant la condition (I11.22). Pour tout
entier n > 0, soit

(I11.26) t(W, H,n) = > @ (P).
PePnpr
(P,H)=1, fp=n
Alors,
(I1.27) nt(7, H,n)| < (29 = 2+ foo + fu)q"* + An.

Preuve. Sin n’est pas divisible par f., la somme définissant ¢(¥, H,n)
porte sur l’ensemble vide et ¢(¥, H,n) = 0. On suppose n divisible par f...
Par orthogonalité,

#(EV(W, H,n) = b(x, H, n),

XEE

b(x, H,(1),¥,n) étant défini par (II1.24). On conclut avec (II1.25).
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ProposiTiON II1.9. Soient x € = trivial sur le sous-groupe Ker ¢ et H
un idéal de A. Pour tout entier positif n, soit

(I11.28) a(x, Hn)= > x(P).

PEPH
fr=n

Alors, pour tout entier n > 1 congru a —fg modulo fo,

(IT1.29) Inx(H)a(x, H,n) — q"| < 29q™° + 2 + w(H) + A,.
De plus,
(I11.30) Ina(x, (1),n) — q"| < 29¢"% + A,.

Preuve. Considérons la fonction L(y,-) définie & la proposition IIL.5.
D’apres (II1.17), (IT1.18), suivis de (I.2), (I.3) et (I.5), pour u € D /4,

[T @—x@Pyu/™) ™" = (1 —u’>)(1 = x(L)u) "' (1 = gx(L)u) "
PePy 2

A TIO = et { TT @ =x@uf)},

i=1 PeP
P|H

1/2

ou, pour i = 1,...,2g, |o;| = ¢'/*. En procédant comme a la proposition

précédente, on obtient

> fex(p)y

PcPy

J'fP*n

z—zgz (11)" = &(fooyn) + X(I)" + x(1)"¢" = Y (x(P)",
PecP
PH
jfp=n

ol £(fso,n) =1 ou 0 suivant que f, divise ou ne divise pas n.
Supposons n+ fg = 0 mod f. D’apres (I11.12), fr, = 1 d’ou fy+nfr, =
0 mod fo. Comme x est trivial sur Ker ¢,

X(H)(x (L))" =1,

d’ou

H) Z fp(x(P))’

PcPgy
jfp=n

=q" +1—ZQ1 — X(H)e(foorn) = x(H) D (x(P)),
i
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et

nx(H) > x(P)=q" +1—Z@Z e(foorm)

PePy
—xm (Y P+ X fedP)Y),

fp=n

PecP PcPpy
PIH ifp=n
jfp=n J#1

d’ou la majoration (I111.29). Si H = (1), n = 0 mod foo, 1 — X(H)e(foo, )
=0, d’ou (II1.30).

PRrROPOSITION II1.10. Soit H un idéal de A. Soit un entier n > 1 tel que
fH +n=0mod f,. Alors,

(I11.31) (hn
PePy
fp=n
PHepr
< h(29q"? + w(H) + Ap) + (h — 1)(foo — 2)¢™* + o(H),
ol
0 s H=(1
(I11.32) o(H) :{ st = (1),
2 si H#(1).

Preuve. On suppose H # (1). Pour tout entier n > 0, soit

(1) T, = Z 1.

YePy
fy=n
Y Hepr
Par orthogonalité,
XEE
oli, pour tout entier j > 0,
(3) u(x.j)= Y x(¥).
YEPH
fy=j

La somme u(y,j) est la somme b(y, (1), H, ¥, j) définie par (I11.24) ou 'on
prend pour ¥ le morphisme trivial. Soit =7 le sous-groupe de = formé par

les caracteres triviaux sur Ker ¢. Ce sous-groupe est d’ordre f., d’ou, avec
(I11.25),

(1) |n 3 ulem)] < (hoe = J)(20 =2+ foc)a™ +w(H) + Ay).
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Soit x € Z=p. Alors u(x,j) est la somme a(x, H,j) définie par (III1.28).
D’apres (I11.29),

5) | 3w — St € Faol200" + 24+ w(H) + Ay).
XEZ1
Avec (2), (4) et (5), il vient
[nhoottn = food"| < hoo(294™* +w(H) +An) + (hoo = foo) (foo =2)4"* +2 o,
d’on, avec (IIL.11),
Inha, — ¢ < h(29¢™? + w(H) + An) + (h— 1) (foo — 2)¢V% + 2.

Ceci acheve la démonstration lorsque H # (1). On procede de méme si
H = (1). D’apres (II1.30), dans la majoration (5), on peut remplacer 2 +
w(H) par 0, d’ou la majoration annoncée.

THEOREME III.11. Pour tout entier n non nul et divisible par foo on a
" 1

nprp, — % < 29¢"? 4+ A, + (1 — E> (foo — 2)g™2.

Preuve. 11 suffit d’appliquer (II1.31) dans le cas ou H = (1).

(I11.33)

Avant de revenir au cas général pour donner la preuve du “théoréme
des éléments premiers”, restons encore dans le cas particulier de ’anneau
A = O pour majorer une somme de symboles d’Eisenstein.

ProposiTiON II1.12. Soit H un idéal de A différent de A et possédant
un facteur premier P tel que vp(H) < lp —1. Alors, pour tout entier n > 1,
> (x

H
well

(m,H)=1
deg ooy (m)=n

(II1.34) n <(q—=1)((29 = 2+ foo + frem))d™? + An),

F(H) désignant le produit des facteurs premiers distincts de H .

Preuve. Pour chaque idéal P € pr P, il existe un unique élément unitaire
Op € M tel que P = ABp. Comme k* est le groupe des unités de A, tout
autre générateur de P est de la forme yGp, y € k*. Par suite,

> (@)= 2, x(H)

well mellNM yek*
(w,H)=1 (m,H)=1
deg{oo}(ﬂ):n deg{m}(ﬂ):n

(1) - - y
> () = (H=(%)
well mellNM yek*
(m,H)=1 (m,H)=1

degy oy (m)=n degy oy (m)=n
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Supposons que ’application y — ( ) ne soit pas triviale sur le groupe k*.

Par orthogonalité,

Y
H

Y
> ()
yEk*
et (I11.34) est trivialement vérifiée.

Supposons maintenant que ’application y — (%) soit triviale sur le
groupe k*. On peut alors définir un morphisme ¥’ du semi-groupe pry(A)
dans le groupe p; par ¥/ (V) = (%) si y € A engendre I'idéal principal Y. Ce
morphisme admet une unique extension ¥ au groupe pr FIgy (A), pr FI5(A)
étant le groupe des idéaux principaux fractionnaires de A dans K premiers
a H. Comme le groupe pr FI;(A) est d’indice fini dans le groupe FI5(A), le
morphisme ¥” admet une extension ¥ au groupe FIy(A). Cette extension
est a valeurs dans un groupe u,, de racines m-iemes de 'unité, m étant un
multiple de [. L’égalité (1) peut donc s’écrire

@) > (5)-w-v ¥ oww

well, (m,H)=1 PeprNPy

deg{oo}(ﬂ):n fp=n
Posons
_ ma MMy
(3) H=PpP"--P™
ou Py,..., P, sont des idéaux premiers deux a deux distincts et mq,...,m,

des entiers strictement positifs. Supposons pour fixer les idées que
(4) 0<m, <lp,..

Posons aussi

(5) F=P---P,.

Soient wp, un générateur du groupe multiplicatif du corps A/P, et &, € A
tel que

(6) op, (&) = wp,.

op, ayant été défini au paragraphe II. D’apres le théoreme des restes chinois,
il existe £ € A tel que

(7) E=1mod P, 1<i<r—1, (=& modP,.
Avec (IL.8) et (I1.9), puis (II.1) et (I1.6),

(%) = (%)m = xp.(wp,)"",

ou xp, est le caractere d’ordre exactement [p, précédemment choisi. On
a donc (§/H) # 1 et lapplication n — (n/H) n’est pas triviale sur A.
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L’homomorphisme ¥ n’est pas trivial sur I’ensemble des idéaux principaux.
D’autre part, d’apres (I1.8) et (I1.9), si £ € A est congru & 1 modulo F,

<%> N <é> =1 et ¥((§) =1

Le morphisme ¥ vérifie la condition (II1.22). En fait il vérifie la condition
plus forte (II1.22"). Avec (2),

Z <%> = ((] - 1) Z W(P) = (q - 1)75(@’ F, n)>

mwell PecPnpr
(m,H)=1 (P,H)=1
deg ooy (m)=n fp=n

t(¥, F,n) étant défini par (I11.26). On conclut avec (II1.27).

Revenons au cas général pour démontrer le “théoreme des éléments pre-
miers”. Le cas ou S est réduit a un seul élément ayant été traité, nous
supposerons que S a s + 1 > 2 éléments. Soit

ds = min{f,; v € S}.

Soit 0o = we une place de S telle que foo = dg. Considérons ’anneau
A = Oy Soit §" = S — {oo}. Pour v € §’, soit P, I'idéal premier de A
associé a la place v et soit h, I'ordre de la classe de I'idéal P, dans le groupe
CU(A) des classes d’idéaux de A. Pour v € S’, Iidéal P est principal
engendré par un élément unitaire v,. On note ici que cet élément ~, est

inversible dans 'anneau Og. On a dans 'anneau A,
(II1.35) Pl = (v,) = Ay, pour tout v € 5.

Le “théoreme des éléments premiers” pour 'anneau Og peut s’énoncer de
la facon suivante.

THEOREME II1.13. Soit n = (n,)yes un (s+1)-uple d’entiers rationnels
tel que ||n|| > 0. Alors, on a

gInl

111.36
(111.36) )

[

<2 (29 Lo (1- 1) as-2)) +20 L s (i) + 2
0(|In||) étant le nombre de diviseurs de ||n|| différents de ||n||.

Preuve. Pour v € S’, soient m,, et r, définis par les relations
(1) Ny = hyMy + 714,  0< 1y < hy.

Pour a € K, soit a’ = a]],cq 7, ™. L'application a ~— a’ est bijective.
De plus, les idéaux Oga et Oga’ sont égaux. En appliquant la formule du



172 M. Car

produit aux éléments unitaires 7,, on obtient que a € X,, si et seulement si
les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(i) ' €A,
(ii) v(a') = 1, pour tout v € §’,
(lll) foo'l}oo<a,) = foonoo + Z’UES’ fvmvhv.

Pour tout a € Xy, l'idéal Oga = Oga’ est un idéal premier de Og si et
seulement si I'idéal P = a’[[,cg P, "™ est un idéal premier de I'anneau A,
Cet idéal est de degré

fP = _foovoo(a/) - Z fvrvv
veSs’
soit compte tenu de (iii) et (1),
fP = _foonoo - Z fv(mvhv +Tv) = _foonoo - Z fvnv = ”IIH
ves’ ves’
Posons
(2) H=]] P
veSs’
Le nombre py, est donc égal au nombre d’idéaux premiers P de ’anneau A
tels que
(i) PH est principal,
(i) (P,H) =1,
(i) fp = n|.
Les calculs précédents montrent que ||n|| + fg est congru a 0 modulo fu.
La proposition I11.10 jointe & (IIL.8) et (III.4) nous donne

1
_ Inll) < poliml/2 q 2 _
|hllnflpn — ¢"™'| < hq <29 tooTt (1 h>(foo 2)>

gl/2+n/4

+ 2g
¢t

/27_1 + s+ (S(HHH) + 2,

ce qui donne la majoration annoncée.

IV. Démonstration des théorémes 2 et 3. Rappelons que A désigne
I'anneau O(y. Soit H un idéal de A différent de A.

Introduisons quelques notations supplémentaires. Soit o € A premier
a H et n un entier strictement positif. On désigne par 7(H,n) le nombre
d’éléments 7 € II,, tels que l'idéal Ar divise H et par A(H, a,n) le nombre
d’éléments w € II,, premiers a H tels que am soit puissance [-ieme modulo H.
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Ces nombres sont nuls si n n’est pas divisible par f... On pose aussi

(IV.1) d(H) = H Ip,

PeP,P|H

(IV.2) U(H)= Y fpd (D),
Del, D|H

(IV.3) (V)= ][] (r-1)
PcP,P|Y

On a alors la
ProprosSITION IV.1. Soient H un idéal de A différent de A et un entier
n > 0 divisible par foo. Pour tout o € A premier a H on a
n®(H)\(H,a,n) q"
qg—1 h
nt(H,n)P(H)
“@—-D(lgmt=1)

(IV.4)

+ A, d(H)

b (@2 -2+ ) vt + 250 ),

Preuve. Soient J un idéal et

H=FJ)= ][] P

PeP, P|J
Soit £ € A. Alors £ est premier a J si et seulement si il est premier a H.
Soit £ € A premier a H. Si £ est puissance [-ieme modulo J, £ est puissance
[-ieme modulo H. Réciproquement, si £ est puissance [-ieme modulo H, ¢ est
puissance [-ieme modulo tous les facteurs premiers de J. D’apres le lemme
de Hensel et le théoréme des restes chinois, £ est puissance [-ieme modulo J.
Par suite,

AMJ,a,n) = ANH,a,n).
De fagon évidente,
T(H,n) =7(J,n), QH)=o(J), Y(H)<¥(J).
Il suffit donc d’établir la proposition dans le cas ou I'idéal H est sans facteur

carré, ce que nous supposerons désormais.
Posons, pour tout idéal Y,

(1) = ] pP*.
PEP,PlY

Remarquons, pour une utilisation future, que le nombre @(Y) défini par
(IV.1) est égal au nombre d’idéaux divisant I'idéal Y*. Soit £ € A premier
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a H. On a vu que af est puissance [-ieme modulo H si et seulement si pour
tout idéal premier P divisant H, af est puissance [-ieme modulo P.
D’apres la proposition II.1,

2 Ip—1
14 (22) am o4 (am
NH, a,n) Z H{ + (% +(P)l+ + (%) }’
rell, PcP p
(r,H)=1 P|H

d’ot, avec (I1.8) et (IV.1),

S (H,a,n) = Y H{1+<M)+(%>+---+<%)}.

n€ll, PeP
(m,H)=1 P|H

En développant le produit intérieur, on obtient avec la notation (1),

S(H)A\H, a,n) = > Z( )

nell, Del
(m,H)=1 D|H*

Apres inversion de 'ordre des sommations, il vient

S(H)N(H,a,n) = — (H,n) + Y (%) > (%)

Del well,
D|H*, D#(1) (m,H)=1
d’ou
S(H)NH,a,n) =m, —7(H,n) + X, — Oy,
avec
[0 T
(3) = Y (5) 3 (5)
Del well,
D|H*, D#(1) (w,D)=1
8] v
4 n= — - .
(@ o.- ¥ (3) ¥ (3
Del well,
D|H*, D#(1) (m,D)=1, (m)| H

Si H n’admet pas de diviseur premier principal de degré n, ©, = 0. Sinon,

O 2, 2 1= 2

Del w€Il, nell,
D|H* (w,D)=1 (m)|H DI(H/(W))*
D#(1)  (m)|H D#(1)

d’ot, avec (IV.2),
Onl < Y (B(H/(m) —1).

well,
(m)|H
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Soit 7 € II,, tel que (m)|H. D’apres (IV.1),
o(/(m) = { TI tr}ig} = @(H) 1z = S(H) (1" = 1) 7,

PcP
P|H

d’ou la majoration,

(5) |On] < T(H,n)(@(H)(l,¢" " = 1)7" —1).

On note que (5) reste valable si 7(H,n) = 0. Avec (2) et (5) il vient
7(H,n)P(H)
S(H)NH — | < | Xn|+ —————.
(©) BN, a,m) = 7] < |23+ s

D’apres la proposition I11.12,

n . <q=1) D {29-2+ foo+ frw)d™? + An},
Del
DIH*, D#(1)

d’ou, avec (1) et (IV.1),
n|X,| < (q—l){(GZS(H)—1)((29—2+foo)qn/QJrAn)Jrqn/2 > fp(p)}-

Del
DIH*, D#(1)

Comme H est sans facteur carré, compte tenu de (1),

Z fr(p) = Z fp Z L

Del Del Yel
D|H*, D#(1) D|H Y|H", Y#(1)
F(Y)=D

d’ou, avec (IV.2), (1) et (IV.3),
Z frp) = Z fp® (D) =¥(H).

Del Del
D|H*, D#(1) D|H

On en déduit que
(7) 0T < (g = D{@H) = 1)((29 = 2+ foo)d"* + An) + ¢"*W(H)},
avec (II1.2) et (II1.33),

nw,  q"

1
<29¢"?+ Ap+ (1= =) (foo — 2)¢"2.
1 n| S +< h)(f )a

On a le résultat annoncé avec (6), (7), (IV.1) et (IV.4).
LEMME IV.2. On a
(IV.5) Z Fol=1)“P) = (1 = 1) fg1oF)=1,

Del
D|H
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Preuve. Le lemme est évident si w(H) = 0 ou 1. Supposons que w(H) =

r > 2. Posons
T
H= Hpi,
i=1

ou Pi,..., P, sont des idéaux premiers 2 a 2 distincts, ainsi que f; = fp,
pour tout ¢. Alors,

PRI NEED DD DD DU Vi

Del s=1 {1,..,r}DE iCE
D|H #E=s

—Zfzz > -t

= s=1 {11 7T}DE
#E=s
i€E

—ifzz > -y

i=1 t=0 {1,...,r}DF
4 F=t
igF

Z fi(l+l—=1) =1 fy.

=1
THEOREME IV.3. Soit H un idéal de A = Ofoo} tel que fg > 1. Alors,
(IV.6)  Ri({oco}; H)
<142 [logq (h{a(H) +

avec

b(H) 2¢(H)log(ha(H)) l
ha(H) T T logloha(H) T R(I—1) })}

vy a() = ) W”{zg — 2+ foo + %} + (= 1) D,

h 1
H /2

(IV.8) b(H) = 2g1«H) 1/2 o
(Iv.9) c(H) = (1= &(foo))1*U),
ot

1 sij=1
(IV.10) SR

0 sinon.

Preuve. Soit n un entier divisible par f... D’apres (IV.1),
(1) O(H) < 1@H),
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D’apres (IV.3), pour tout idéal Y,
&= (V) < (1—1)*0),
d’ot, avec (IV.2) puis (IV.5),
(2) W(H) < Y foll—1)*P) = (1 —1) ful"1,
Del
D|H

Soit v € A premier a H. Compte tenu de (1) et (2), la relation (IV.4) jointe
a la majoration triviale

nt(H,n) < (q—1)fu
nous donne

ng "PO(H)MH, a,n) _ q"?
g—1 ~ h

_ lw(H)Aann/Q _ (l _ 1)lew(H)71

foo_2
h .

— 1 (2g — 2+ foo) — ful*Mg"/? 4

Avec (II1.8) et (IIL.4), il vient

2, < Lt o @R ) — Fab(n ).
"Tog-1 g2 -1 * *
On a donc
ng"2H(H)NH,a,n)
q—1
= qZ2 * fooh_ 2 (1) e
- l‘““”{?g EPT LB (6(n) = fool(n/f ))q"/Q}
* g1 g/ -1 e

gl /2,

Lorsque foo # 1, on majore trivialement §(n) — d(n/fo) par n. On pose

L sl
® i={y o
0 sinon,
(4) a=#+l”“{){2g—2+foo+—qfl}+(l—1)szw<H>—1,
1/2
— wH) 4
(5) b_29l q1/2_17

(6) c=(1—e(foo))1*.
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Si n est divisible par f., et tel que

n/2

(7) qh > a+bq_n/4+qu_n/2+lew(H)q_n/2,
alors

ng~ " ?S(H)N(H, a,n) 50

q—1 ‘
Soit maintenant un entier n tel que
n/2 b 2clog(ha) l
q clog

8 >a+ + + .
®) h — Vha  log(q)ha ~ h(l—1)

Les minorations ¢"/2 > ha, a > [*) + (1 — 1) fz1“™) =1 nous donnent les
majorations :

w(H),—n/2
b
10 bg Mt < .
10) I Vha

Supposons fo, # 1. Alors,
ha > a > q_Ll lw(H) + (l _ 1)lew(H)*1_
La condition fgy > 1 nous donne
2
ha > —q+2>e:exp(1).
q—1

Donc,
—n/2 QClog(ha)'

~ log(g)ha
D’apres (3) et (6), si foo = 1, ¢ = 0 et (11) reste valable. Par suite, tout
entier n vérifiant (8) vérifie aussi (7). On a donc
(12) Ri({oc}; H) <,

pour tout entier n divisible par fo, et vérifiant (8). Ceci prouve le résultat
annonceé.

(11) cng

THEOREME IV.4. Soit P un idéal premier de O{oo}- Alors,
(IV.11)  Ri({oo}: P)

S1+2[logq(h{(l—1)fp+l{29—2+foo+qz

E(LZ)O) - (\/5—219)%}”'

2(2 — e(f)) }
1 elog(q)

+
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De plus, si fp est assez grand,
(IV.12)  Ry({cc}; P)
2(1 — 00
S1+2[logq<h{(l—1)fP+l{2g—2—|—foo+ 74 (L—elf ))}
q—1 elog(q)
- 291
USSR LN S
B (Ja- )R- 1)

Preuwve. Soit un entier n > 1 divisible par f. Avec (IV.4), (IV.1),
(IV.2), (IV.3) et la notation (IV.10),

nlp (P, a,n)

S ﬁ_nT(P,n)l A
qg—1 ~ h qg—1 "
—qn/2<(l—1)fp+l(2g—2+foo)—E(j];—“”)

On majore 7(P, n) par ¢—1. Comme ci-dessus, avec (I11.8), (II1.4) et (IV.10),
il vient

nlpA(P,a,n)q~"/?

q—1
> i -({=1fp
h
a2t g L ety | - )
> i -({=1fp
h

¢ 22-e(fx)) o, @ 2T elfe)
_l{2g—2+foo—|- p e v R } - =7

et A(P,a,n) > 0 pour tout entier n divisible par f, et tel que
n/2

q
o

>(l—1)fp+l{29—2+foo+qq +2(2_5(f00))}

-1 elog(q)
£(f) N 2g1\/q .
h (va—1)vh(l—-1)

Si P n’est pas principal, ou si P est principal et si n # fp, 7(P,n) =0, et

_l’_

P —n/2 n/2 -~
MEMBOMTT 5 L g = (= 1) = 1(2g =2+ fo) S,
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Par suite, A(P, o, n) > 0 pour tout entier n # fp, divisible par fo, et tel que

"2 2(1 — &(fe0))

q
@) h elog(q)

>(l—1)fp+l{29—2+foo+qzl}+

(foo) N 2gl\/q .
h (vVa—1vh(l-1)

On a donc R;({oc}; P) < n pour tout entier n # fp divisible par fo et
vérifiant (2). Si I'idéal P est tel que

qP/? > h{(l - Dfp +l{2g— 24 foo + %}

2(1 —e(fx)) | e(f) 291\/6
" elog(q) T Th +(\/§—1)\/h(l—1)}’

il existe n < fp divisible par f et vérifiant (2), d’ou la deuxieéme partie du
théoreme.

Nous revenons au cas général. Le cas ou S est réduit a une seule place
venant d’étre traité, nous supposerons ici que S a s+ 1 > 2 éléments. Nous
utiliserons les notations introduites a la fin de la section III, en particulier
la notation (I11.36). Posons

_l’_

(IV.13) Dg = max{f,; veS}
THEOREME IV.5. Soit H un idéal non nul de Og différent de Og. Alors,
b(H)
1V.14 Ri(S;H) <1+ max| Dg,2|log, | hqa(H) + ——
(V.14) - Ri(S:0) < 1+ max( Ds. 2] o, ({0 + 200
N 2¢(H) log(ha(H)) n l
log(q)ha(H) h(l—1) ’
avec
(IV.15) a(H) = E(LhS) - l”(H){Qg —2+4ds+ Ll} + (1= 1) fyle—1
q —_—
0 g1/
(IV.16) b(H) = 2¢l a7 T
(IV.17) c(H) = (1 —e(dg))1*™),

Preuve. Notons co une place de S telle que foo = dg = min{f,; v € S}.
Soit A = O{sc}. Pour v € ', soit P, 'idéal premier de A associé a la place
v et soit h, 'ordre de la classe de 'idéal P, dans le groupe C/¢(A) des classes
d’idéaux de A. A la fin de la troisiéme section, on a vu que pour tout v € S’,
il existe un élément unitaire -y, tel que

(ITL.35) Pl = (1) = Ay,

Cet élément +, est inversible dans ’anneau Og.
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Soit H un idéal non nul de Og différent de Og. Alors, H = H N A est
un idéal non nul de A, différent de A et premier au produit [], g/ Py. Soit
n > R;({oo}; H) un entier congru a 0 modulo fs. Soit @ € Og premier a H.
Pour v € S/, soient m,, et r, définis par les relations

(1) v(a) =lhymy + 1,  0< 1,y < lhy.
Soit
(2) = L

veS’

Alors, af()" est un élément de 'anneau A = Oy}, premier & l'idéal H.
D’apres la définition des nombres R;({oco}; H), il existe p € A engendrant un
idéal premier, premier & I'idéal H, tel que deg..y(p) = n et tel que pab(a)!
soit puissance [-ieme modulo 'idéal H. Par suite, il existe y € A tel que
(pabd(a)t —y') € H, dou (pab(a)t — y') € H. Comme 0(a) est une unité
de Og, (pa — (y/8(a))) € H, avec (y/0(a)) € Og. Dans I'anneau Og, po
est puissance [-ieme modulo I'idéal H. Comme p engendre un idéal premier
dans A, si Ap € {P,; v € S'}, p engendre aussi un idéal premier dans Og.
Cela est en particulier réalisé si n > f, pour tout v € S’. Par suite,

(3) Ry(S;H) < max(1 + max{f,; v € §'}, Ri({oo}; H)).
On applique la majoration (IV.6) en remarquant que w(H) = w(H) et que
Jr = froa.

COROLLAIRE IV.6. Soit H un idéal de Og différent de Og et tel que
fr > q%. Alors, on a

Ir
log(f#)’
la constante contenue dans le symbole < ne dépendant que de K, S et .

Preuve. Avec (IV.14) et (IIL.6).

THEOREME IV.7. Soit P un idéal premier de Og. Alors,

(IV.19)  Ri(S;P) <1+ maX<D5,2[logq (h{(l ~1)fp

+1 <2g—2+ds+ - = ot 2(261_0;((5)3))> +5(ZS) W _ig)l\/g(z —1) })} )

De plus, si fp est assez grand,

(IV.18) Ri(S;H) <

(IV.20)  Ri(S;P) <1+ Q[logq <h{ (1-1)f
(

+z<2g 2+ds + 31+ t;;(j)s))* (h)+(\/§—21£;l\/z(l—1)}>].
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Preuve. On reprend la preuve du théoreme IV.5 en remplacant 1’idéal ‘H
par un idéal premier P. L’idéal P = P N A est premier dans A. On applique
alors le théoreme IV 4.

V. Le cas polynomial. On désigne maintenant par A l’anneau k[T
des polynomes a coefficients dans le corps k. L’anneau A est I’anneau Og
lorsque S est réduit a la place infinie associée la valuation (1/7)-adique.
Dans ce cas, foo =1 et g =0.

Pour tout polynéme H € A non constant on désigne par r;(H) le plus
petit entier n tel que pour tout polynéme A € A premier a H, il existe
Q € A, polynome irréductible de degré n, premier a H, tel que AQ soit
puissance [-ieme modulo H.

Les théoremes IV.3 et IV.4 deviennent les théoremes V.1 et V.2 qui
suivent. On notera la forme plus précise du théoreme V.2.

THEOREME V.1. Soit H un polynéme différent de 1. Alors,

w(H) 91 1
(V.1)  m(H) <1+ 2{logq<(l — 1“1 deg H + lq_ -+ ll_—lﬂ

THEOREME V.2. Soit P € A un polynéme irréductible. Alors,

(V.2) r(P) <1 +2{logq<(l —1)deg P + elole(q) + . i 1 + 1)]

Si de plus,

I 2
(V.3) qdegP > q<(l —1)deg P + q——l + 1> ,
alors,
(V.4) TZ(P)§1+2[logq ((l—l)degP+qi—1+1>}

En outre, si

ws o (B2

la relation (V.4) est vérifiée pour tout polynéme irréductible P de degré
deg P > 2.

Preuve. La relation (V.2) est la simple écriture de (IV.8) dans le cas
polynomial. On suppose n < deg P. Dans ce cas, la proposition IV.1 nous
donne 7(P,n) =0 et

P), A, n)qg"/?
W nlp(( q),_ in)q > ¢/ (qi_l +1+(—1)deg P)-
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On a A\((P),A,n) > 0 pour tout entier n tel que
l
(2) q"/2>—1+1+(l—1)degP.
q—
On a donc r(P) < n pour tout entier n tel que
n/2 !
1<n<degP et ¢ >—1+1+(l—1)degP.
q —_

Ces deux dernieres conditions peuvent étre réalisées simultanément si

I 2
(3) qdegp>q<(l—1)degp+q_—1+1) ,

d’out

n(P) <1 +2{logq<(l — 1) deg P+ qi—l i 1>]

pour tout polynéme irréductible P dont le degré vérifie la condition (3). Si
q> (% —1)2, (3) est réalisée des que deg P > 2. La minoration ci-dessus
est réalisée dés que g > (21 — 1)? + 2. D’otl, les deux dernieres parties de la
proposition.

REMARQUE V.3. Soit P un polynéme irréductible de degré 1. Alors,
Tl(P) =1.

Preuve. Pour tout polynéme A premier & P, il existe un polynéme uni-
taire () de degré 1, inverse de A modulo P. Comme AQ est congru a 1
modulo P, AQ est une puissance [-ieme modulo P. Ce polynome () est
irréductible.

Notons que la majoration (V.1) donne pour [ =2 :

Qw(H)
ro(H) < 1+2[logq(2”(H)_1degH—l— 1 +3)].
q p—
Rappelons que 72(H) est le plus petit entier n tel que pour tout polynéme
B € A premier a H, il existe Q € A, polynoéme irréductible de degré n,
premier a H, tel que B(@ soit carré modulo H. Rappelons aussi que d’apres
[3, corollaire II.3],

w(H
Roy(H)<1+2 [logq (2W<H>—1 deg H + 2q i 1) + 2)] :
ou Ry(H) est le plus petit entier n tel que pour tout polynéme B € A
premier a H, il existe € A, polynome irréductible unitaire de degré n,
premier a H, tel que BQ soit carré modulo H.
Si ’on suppose que [ divise ¢ — 1, hypothese réalisée quand [ = 2, alors
pour tout entier n > 0, (I,¢" ! —1)=1let (I,¢" ' —1)~! peut étre majoré
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par 1/l au lieu d’étre majoré trivialement par 1, ce qui dans le cas général
conduit a remplacer la majoration (IV.6) par la majoration

Ri({oo}; H) <1+ 2[logq <h{a(H) + %

2¢(H)log(ha(H)) 1
T Tlog(@ha(H) T RI-1) })]

ce qui donne dans le cas polynomial,

Jw(H) l
r(H) < 1+2[logq<(l — 1“1 deg H + - —>]
g—1 [-1
On obtient alors, pour [ = 2, la méme majoration que celle obtenue pour

le nombre Ry(H) dans [3]. Il est naturel de s’intéresser & une généralisation
des nombres Ro(H). Si H € A est un polynéme non constant, on désigne
par R;(H) le plus petit entier n, s’il existe, tel que pour tout polynéme
B € A premier a H, il existe @ € A, polynome irréductible unitaire de degré
n, premier a H, tel que B(Q soit puissance [-ieme modulo H. On pourrait
penser adapter au cas général la méthode utilisée dans [3] pour majorer
Ro(H). Une telle tentative échoue. Une analyse rapide de la preuve donnée
dans [3] explique cet échec. La preuve donnée dans [3] utilise deux propriétés.
L’une de ces propriétés est la loi de réciprocité quadratique qui se généralise
en une loi de réciprocité [-iéme lorsque [ divise ¢ — 1 [17, Théoréme 3.3].
La deuxieme propriété, utilisée de facon implicite, est 'unicité du caracteére
quadratique du groupe multiplicatif d’un corps fini. Cette derniere propriété
est propre aux caracteres d’ordre 2 et ne se généralise pas aux caracteres
d’ordre [ > 2.
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