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1. Introduction, énoncés des résultats. Dans ce texte, K désigne
un corps de nombres avec un plongement K → C fixé une fois pour toutes
dans le corps C des nombres complexes, et d = max{2, [K : Q]}. Dans toute
la suite on note E et E] deux courbes elliptiques définies sur K (notation :
E|K , E]|K), c’est-à-dire munies de modèles de Weierstrass

E : u2 = 4x3 − g2x− g3,

E] : u2 = 4x3 − g]2x− g]3,
(1)

avec g2, g3, g
]
2, g

]
3 ∈ K.

Nous associons à E une hauteur näıve dépendant du choix du modèle de
Weierstrass, h(E) = max{1, h(jE)} + max{1, h(1 : g2 : g3)}, où jE ∈ K est
le j-invariant de E (cf. chapitre 3 de [Lan]). Notons aussi hF(E) la hauteur
modulaire semi-stable de Faltings (cf. [Fal] pour les propriétés de base).

Théorème 1 (Hauteurs näıves). Soit K un corps de nombres, posons
d = max{2, [K : Q]}, et soit E une courbe elliptique définie sur K. Pour
toute courbe elliptique E] définie sur K et isogène à E il existe une isogénie
ψ : E → E] dont le degré N satisfait la majoration

N ≤ 4.2 · 1061d4 max{1, log d}2h(E)2.(2)

Nous donnons aussi une version de ce théorème en termes de hauteurs
semi-stables.

Théorème 2 (Hauteurs semi-stables). Sous les hypothèses du théo-
rème 1 il existe une isogénie ψ : E → E] dont le degré N satisfait la
majoration

N ≤ 1078d4 max{1, log d}2 max{1, hF(E)}2.(3)
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1.1. Motivations. Nos deux théorèmes 1 et 2 s’inspirent directement du
résultat principal de l’article de Masser et Wüstholz [Ma-Wü4]. Pour aboutir
à nos estimations numériques explicites, nous avons largement puisé dans
les travaux de David, spécialement [Da]. Les techniques utilisées par ces
auteurs remontent aux travaux de Baker dans les groupes linéaires commu-
tatifs et sur les minorations effectives de formes linéaires de logarithmes de
nombres algébriques, vus à travers le prisme du programme de Lang, visant
à généraliser ces travaux aux groupes algébriques commutatifs définis sur
les corps de nombres.

Une place très importante est occupée dans ce type de problèmes par les
lemmes de zéros dans les groupes algébriques commutatifs, comme ceux de
Denis et Philippon ([Den], [Phi1] et [Phi2]).

Le lien avec les formes linéaires de logarithmes elliptiques apparâıt as-
sez naturellement en observant qu’une isogénie liant deux courbes ellipti-
ques induit des relations linéaires non nulles entre périodes à coefficients
qui sont essentiellement des entiers rationnels, et des relations algébriques
entre fonctions de Weierstrass. Il s’agit de montrer que si les coefficients
de toutes les relations linéaires possibles liant les périodes de deux courbes
elliptiques isogènes étaient “trop grands”, alors on aurait une contradiction
avec l’existence d’une certaine relation algébrique de “petit degré” entre les
fonctions de Weierstrass associées aux modèles des deux courbes elliptiques.

Dans [Ma-Wü4] Masser et Wüstholz ont démontré, sous les hypothèses
du théorème 1, qu’il existe une isogénie dont le degré est majoré par c1h(E)4 :
la constante c1 est “effective et dépend uniquement du degré [K : Q]”, mais
reste imprécisée.

Cet article [Ma-Wü4] a inauguré une série de résultats plus généraux
sur les variétés abéliennes, dont nous mentionnons ici seulement [Ma-Wü1]
et [Ma-Wü2]. Le but final est de montrer comment les techniques transcen-
dantes peuvent s’appliquer pour prouver, entre autres, des versions “plus
effectives” des conjectures de Tate et Shafarevich.

Notre direction de recherche a été différente : nous nous sommes limité
aux courbes elliptiques définies sur les corps de nombres mais nous avons
cherché une meilleure dépendance en la quantité h(E) dans le résultat final,
tout en donnant des résultats numériquement explicites.

David obtient, comme corollaire à son théorème principal (corollaire 2.2,
p. 11 de [Da]), la majoration suivante pour le degré minimal d’isogénie :
N ≤ 10160[K : Q]20h(E)10 (mêmes hypothèses que le théorème 1 (1)). Cette
majoration est totalement explicite, mais la dépendance en h(E) est moins
bonne que la nôtre, ou celle donnée par Masser et Wüstholz, puisque David

(1) Rappelons que David utilise dans [Da] une autre hauteur näıve : max{h(1 : g2 :
g3), h(jE)}.
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travaille avec une seule forme linéaire. Nous utiliserons cependant plusieurs
astuces introduites par David, pour fournir des constantes explicites relati-
vement bonnes.

Soulignons que nos théorèmes 1 et 2 s’appliquent, en utilisant des argu-
ments simples déjà décrits par Masser et Wüstholz, pour fournir une version
explicite du théorème d’irréductibilité de Serre, et une version explicite du
théorème de finitude de Shafarevich : on pourra utiliser les techniques de
[Ma-Wü3] pour démontrer les corollaires suivants du théorème 2.

Corollaire 1. Soit K un corps de nombres, soit d = max{2, [K : Q]}
et soit E|K une courbe elliptique sans multiplication complexe sur K. Soit
` un nombre premier et %` : Gal(K|K) → Aut(E[`]) la représentation (de
Serre, cf. [Se]) sur les points de `-torsion de E. Si

` ≥ 1078d4 max{1, log d}2 max{1, hF(E)}2

alors %` est irréductible.

Corollaire 2. Sous les hypothèses du corollaire précédent , il existe au
plus 10156d8 max{1, log d}4 max{1, hF(E)}4 classes de K-isomorphisme de
courbes elliptiques E] définies sur K et isogènes à E.

Sous les hypothèses du corollaire 1, en supposant que K admet une
place réelle, on peut calculer une constante numérique c2 > 0 telle que pour
tout nombre premier ` > c2d

4 max{1, log d}2 max{1, hF(E)}2, l’image de %`
contient une copie du groupe linéaire spécial SL2(F`) (ici F` est le corps à `
éléments).

On peut parvenir à cette même conclusion si l’on suppose que la courbe
elliptique E satisfaisant les hypothèses du corollaire 1 ait de plus son inva-
riant modulaire jE non entier. Nous ne calculons pas la constante c2 dans ce
texte car les arguments de [Ma-Wü3] permettent de le faire sans difficulté.

Remarques. L’exposant 2 de h(E) dans l’inégalité (2) avait été prévu
par Bertrand dans [Be], p. 123.

En adaptant la construction de Masser et Wüstholz (pp. 455–456 de
[Ma-Wü2]) on peut montrer que, sous les hypothèses du théorème 1, les
arguments utilisés dans la démonstration de leur théorème p. 408 ne sont
pas suffisants pour construire une isogénie ψ : E → E] dont le degré N
satisfait une majoration de type N ≤ c3(d)h(E)2−ε avec 0 < ε ≤ 2 pour une
constante c3(d) > 0 ne dépendant que de d.

1.2. Structure de la preuve. Le résultat principal de ce texte est le
théorème 1 et le théorème 2 en découle directement. Décrivons d’abord les
traits essentiels de la preuve du théorème 1 ; nous évoquons aussi le théorème
p. 408 de [Ma-Wü2] et nous le comparons avec le théorème principal dans
[Ma-Wü4].
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Soient E et E] deux courbes elliptiques définies sur un corps de nombres
K, et supposons-les isogènes. Fixons aussi un plongement σ de K dans C.
Soient ω1, ω2 et ω]1, ω

]
2 des périodes fondamentales des réseaux de périodes

de E et E] respectivement.
Nous avons une période non nulle ω = (ω1, ω2, ω

]
1, ω

]
2) dans le réseau des

périodes de la variété abélienne G = E × E × E] × E] que nous plongeons
dans un espace projectif Pη(C) au moyen des modèles de Weierstrass et des
plongements de Segre itérés.

Soit TC = T (G) ⊗σ C l’espace vectoriel complexe tangent à l’origine de
G et soit ∆ = Cω la droite engendrée par ω dans TC (dans ce texte nous
appellerons ∆ la droite de Baker).

Il est facile de prouver que l’adhérence de Zariski A de expG(∆) a pour
dimension 2 si et seulement si E n’a pas de multiplication complexe ; sup-
posons ici que E n’a pas de multiplication complexe.

Le théorème p. 408 de [Ma-Wü2] implique que le degré de A est majoré
par c(d)h(E)κ, où c(d) est une constante dépendant de manière explicite de
d, et κ est un entier naturel. Mais en appliquant des techniques de preuve
similaires à celles de [Ma-Wü2] on peut plus simplement prouver qu’il existe
une sous-variété abélienne H de G dont le degré est majoré par une constante
plus petite c(d)h(E)2, et satisfaisant une des conditions (∗) suivantes : H est
de codimension 1 dans A, H = A ou A est de codimension 1 dans H.

Les conditions (∗) sur H sont en général suffisantes pour les estimations
de degré d’isogénie et l’exposant 2 que l’on obtient ainsi est meilleur que
l’exposant κ que l’on obtiendrait plus haut.

Le lemme de Bézout et le principe de Goursat–Kolchin–Ribet (lemme
2.2 dans ce texte) impliquent

N ≤ c(d)h(E)4.(4)

Cette méthode est essentiellement celle ad hoc employée dans [Ma-Wü4].
Pour améliorer la dépendance en la hauteur de l’estimation ci-dessus il

faut analyser avec plus de soin la partie transcendante de la démonstration
donnée dans [Ma-Wü4] ; oublions pour le moment la dépendance en d. Nous
allons justifier brièvement pourquoi Masser et Wüstholz obtiennent un expo-
sant 4 dans (4).

Rappelons que dans [Ma-Wü4] il s’agit, tenant compte du lemme de
multiplicités, de construire un polynôme P de degré D dans l’anneau des
coordonnées de Pη dont la restriction à G soit non nulle et s’annulant à
un ordre ≥ T le long de l’espace tangent à l’origine de A sur un ensemble
donné de points de torsion. Il n’est pas difficile de s’aperçevoir que cette
multiplicités d’annulation doit satisfaire T ≥ c(d)D2 pour une constante
c(d) ne dépendant que de d.
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Au terme de cette construction, puisque le degré de A est au plus propor-
tionnel à c(d)D2 (comme nous l’avons déjà expliqué plus haut), on obtient
la majoration N ≤ c(d)D2 pour le plus petit degré N d’isogénie liant E
et E].

Le polynôme P est construit au moyen du lemme de Thue–Siegel. On a
besoin ainsi d’un “processus d’extrapolation” (commun aux démonstrations
de transcendance) qui fait appel au lemme de Schwarz ; ceci pour pouvoir
accéder à l’inégalité T ≥ c(d)D2 requise.

On tient compte de la masse de zéros d’une certaine fonction analytique f
dans des “grands” disques centrés à l’origine de ∆. Cette fonction analytique
est liée plus précisément au polynôme P évalué en des fonctions σ, ℘ de
Weierstrass associées aux réseaux de périodes de E et E].

Comme les fonctions σ de Weierstrass ont leur ordre de croissance égal à
2, il faut que D ≥ c(d)h(E)2 si |ω2| est “beaucoup” plus grand que |ω1|, ou si
|ω]2| est “beaucoup” plus grand que |ω]1| (cf. lemme 4.3, p. 12 de [Ma-Wü4]).
C’est à ce point que l’exposant 4 s’impose dans l’estimation (4).

Justifions maintenant l’exposant 2 de h(E) obtenu dans l’estimation (2)
du théorème 1. Le point essentiel de notre démonstration de transcendance,
énoncée précisément dans la proposition 3.1, se situe dans notre lemme de
croissance analytique 3.7, qui améliore de manière décisive le lemme de crois-
sance analytique 4.3, p. 12 de [Ma-Wü4].

Le lemme 3.7 se démontre en utilisant les estimations explicites données
par David pour la croissance analytique de fonctions entières associées à la
“fonction auxiliaire” sur la droite de Baker.

Pour pouvoir appliquer notre lemme 3.7 nous devons regarder la variété
abélienne G comme étant plongée dans un espace multiprojectif P = P4

2
(plongement fixé par les modèles de Weierstrass (1)), et travailler avec des
multidegrés et des fonctions de Hilbert–Samuel multihomogènes.

Quitte à choisir de manière “appropriée” ω1, ω2, ω]1 et ω]2, si P est un
polynôme de multidegré (D1, . . . ,D4) dans l’anneau de coordonnées multi-
homogènes de P, alors notre lemme de croissance analytique 3.7 permet de
construire le majorant suivant pour la restriction de |f | à la droite de Baker
(nous ne retenons que les termes quadratiques en |z|) :

exp{c(d)(=(τ)−1D1 + =(τ)D2 + =(τ ])−1D3 + =(τ ])D4)|z|2},
où =(τ) et =(τ ]) sont les parties imaginaires des nombres τ = ω2/ω1 et
τ ] = ω]2/ω

]
1 (cf. paragraphe 2 ci-dessous).

Nous avons pensé à ce point à introduire dans la dépendance des pa-
ramètres (Dj)j=1,...,4 les quantités =(τ) et =(τ ]) (cf. choix des paramètres
dans la proposition 3.1). Aucun des travaux [Da], [Ma-Wü4] ou [Ma-Wü2]
n’utilise ce principe, pourtant assez naturel.
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La dépendance en les quantités =(τ) et =(τ ]) introduit immédiatement
des problèmes qui n’apparaissent pas dans les travaux mentionnés ci-dessus.

Contrairement à [Ma-Wü4], nous sommes obligés d’utiliser ce qu’on ap-
pelle “l’astuce” de Philippon et Waldschmidt introduite dans [Phi-Wa] (2)
(cf. sous-paragraphe 3.1). Elle consiste en ce qui suit.

Nous voulons appliquer le lemme de multiplicités (cf. lemme 4.1, para-
graphe 4) pour pouvoir construire une sous-variété abélienne H de G sa-
tisfaisant une des conditions (∗) mentionnées plus haut, pour pouvoir con-
struire ensuite une isogénie de degré bien borné.

Parmi toutes les autres sous-variétés abéliennes il en existe au moins
une, H0, dont les équations permettent de déterminer une majoration pour
le rang de la matrice B dans le lemme de Thue–Siegel. Cette sous-variété
abélienne est parfois appelée “la plus mauvaise sous-variété abélienne”. Elle
est décrite dans le sous-paragraphe 3.1 : plus elle “grande”, plus le rang de
B est “petit” (cf. lemme 3.6).

L’astuce de Philippon et Waldschmidt consiste précisément à appliquer
cette observation pour pouvoir “éliminer” toutes les sous-variétés abéliennes
ne satisfaisant pas les conditions sur les codimensions (∗) en demandant un
ordre d’annulation T “plus grand”, et ceci est possible d’après le contrôle
sur le rang de B.

Nous sommes donc ramenés à étudier les sous-variétés abéliennes H sa-
tisfaisant une des conditions (∗). Si H = A est la sous-variété abélienne
donnée par le lemme de multiplicités, nous avons terminé. Dans les autres
deux cas nous rencontrons de nouveaux phénomènes. Quatre sous-variétés
abéliennes exceptionnelles apparaissent, et un cas dégénéré doit être traité
à part (voir les commentaires après l’hypothèse 3 du sous-paragraphe 2.2).
Si H est égal à l’une de ces quatre sous-variétés abéliennes, nous ne pouvons
pas appliquer le principe de Goursat–Kolchin–Ribet : elles sont étudiées en
détail dans le sous-paragraphe 4.1.

Pour traiter ces sous-variétés abéliennes nous avons introduit des argu-
ments probablement liés aux idées employées dans la descente sur la dimen-
sion du paragraphe 10, pp. 451–454 de [Ma-Wü2] (cf. lemmes 4.1 et 4.2).
Comme G est un produit de courbes elliptiques notre exposition est de plus
complètement élémentaire.

Le théorème 2 se déduit essentiellement du théorème 1. Cette déduction
fera l’objet du paragraphe 5. La principale difficulté qui fait que l’on ne peut
pas travailler directement avec les hauteurs semi-stables est technique : on
ne peut pas imposer les modèles normalisés du lemme 5.3 tout en gardant
nos isogénies normalisées (comme tout au long du sous-paragraphe 4.1).

(2) Qui généralise et simplifie les arguments utilisés dans le paragraphe 10, pp. 451–454
dans [Ma-Wü2].
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En principe cette difficulté pourrait être contournée en travaillant direc-
tement avec des modèles entiers, comme le fait Bost dans [Bo]. Ceci per-
mettrait probablement de faire chuter à 2 l’exposant de d dans l’inégalité
(3), mais la technique décrite par Bost dans [Bo] (qui suit de plus près
l’approche de Masser et Wüstholz dans [Ma-Wü2]) risque de donner des
constantes beaucoup moins raisonnables, parce que l’extrapolation est ac-
complie en plusieurs points de torsion, qui rendent mauvaise la dépendance
en le corps de nombres (3). Ceci n’est qu’un problème technique. Cependant,
puisque nous suivons de très près le travail de David [Da] (qui est le seul à
accomplir la classique extrapolation de transcendance sur les multiplicités
d’un seul point de torsion), pour nous les hauteurs näıves sont les hauteurs
“naturelles”.

Voici l’organisation de ce texte : dans le paragraphe 2 nous rassemblons
les outils élémentaires utilisés tout au long de ce texte. Dans le paragraphe 3
est énoncée et démontrée la proposition 3.1, qui correspond au résultat clé
de l’application de la méthode de Baker. Le paragraphe 4 est consacré à
l’analyse des sous-variétés abéliennes de G, et à la déduction du théorème 1.
Dans le paragraphe 5 nous démontrons le théorème 2. Il s’agit essentielle-
ment d’expliciter des comparaisons numériques effectives entre la hauteur
de Faltings semi-stable de E et la hauteur näıve h(E).

2. Notations et lemmes préparatoires. Le groupe de Lie des points
complexes E(C) est analytiquement isomorphe à C/Λ où Λ est le réseau
de C des périodes de la forme différentielle dx

u associée au modèle de We-
ierstrass (1). Dans la suite nous utiliserons le plongement analytique induit
par l’application suivante :

expE : C− Λ→ P2(C), z 7→ (σ(z)3 : σ(z)3℘(z) : σ(z)3℘′(z)),

où l’on a noté ℘, σ les fonctions de Weierstrass associées au réseau Λ (cf.
chapitres 1 et 18 de [Lan]).

NotonsH le demi-plan supérieurH = {z ∈ C : =(z) > 0} et F le domaine
fondamental usuel pour l’action de SL2(Z) décrit par exemple dans [Lan].
Dans toute la suite de ce texte nous fixons une base (ω1, ω2) de Λ et une
base (ω]1, ω

]
2) de Λ] telles que τ = ω2/ω1 ∈ F et τ ] = ω]2/ω

]
1 ∈ F.

Nous travaillons avec des hauteurs, que nous définissons ci-dessous.
Fixons quelques notations supplémentaires. Notons MK un ensemble

complet de valeurs absolues non équivalentes sur le corps de nombres K
dont les valeurs absolues non archimédiennes | · |v sont ainsi normalisées :
|p|v = 1/p si p est un nombre premier tel que v | p. Nous écrivons M∞K pour
le sous-ensemble de MK constitué des valeurs absolues archimédiennes.

(3) Le même problème se présente quand on veut appliquer la technique des déter-
minants d’interpolation de Laurent ; voir par exemple [Lau].
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À tout point algébrique α = (α0 : α1 : . . . : αn) ∈ Pn(K) nous associons
sa hauteur projective logarithmique absolue

h(α) = d−1
∑

v∈MK

nv log max{|α0|v, . . . , |αn|v},

où nv = [Kv : Qp] est le degré de l’extensionKv ⊃ Qp, où Kv et Qp désignent
respectivement les complétés de K en v et de Q en p. Par abus de notation on
écrit h(α) = h(1 : α) pour α ∈ K ; nous renvoyons à [Wa2], chapitre III, pour
les propriétés principales. Pour tout polynôme P à coefficients algébriques,
sa hauteur h(P ) sera par définition la hauteur du point projectif dont les
coordonnées sont 1 et les coefficients de P .

Dans tout ce texte nous allons en particulier appliquer systématiquement
une inégalité élémentaire, souvent sans en faire mention :

Inégalité de Liouville. Pour tout nombre algébrique non nul α, et
pour toute place v de Q(α),

log |α|v ≥ −[Q(α) : Q]h(α).(5)

2.1. Inégalités élémentaires. Notons y = =(τ).

Lemme 2.1. Supposons E sans multiplication complexes. On a les esti-
mations suivantes :

(i) y ≤ 3
2 max{1, dh(jE)},

(ii) exp{1− dh(E)} ≤ |ω1| ≤ exp
{

1 + 1
4dh(E)

}
,

(iii) |ω2| ≤ exp
{3

2 + 2
3dh(E)

}
.

Démonstration. (i) Cette inégalité se démontre en utilisant l’inégalité

y ≤ 3
2 log max{e, |j(τ)|},(6)

issue du lemme 1(iv) de [Fa-Ph], et en appliquant l’inégalité triviale log |jE|
≤ dh(jE).

(ii) Majoration. Nous avons supposé E sans multiplication complexe,
nous avons donc g2 6= 0. Le lemme 3.2, p. 27 de [Da] implique, en appliquant
l’inégalité de Liouville (5) et la minoration y ≥

√
3/2 (valable pour tout

τ = x+ iy ∈ F),

|ω1| ≤ exp
{

1.85− 1
6
πy − 1

4
log(12) +

1
12

log |j(τ)| − 1
4

log |g2|
}

≤ exp
{

0.78 +
d

4
(h(g2) + h(jE))

}
.

Minoration. On utilise encore une fois le lemme 3.2 de [Da] :

|ω1| ≥ exp
{

1.825− 1
6
πy − 1

4
log(12) +

1
12

log |j(τ)| − 1
4

log |g2|
}
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≥ exp
{

1.20− dmax{1, h(jE)}
(
π

4
+

1
12

)
− d

4
h(g2)

}
,

en utilisant une fois de plus l’inégalité de Liouville (5).
(iii) On a ω2 = τω1. Comme |τ | ≤ (

√
10/2)dh(E), en utilisant les points

(i) et (ii), on vérifie bien cette inégalité, ce qui achève la preuve du lemme 2.1.

2.2. Isogénies. Une K-isogénie de E vers E] (ou isogénie définie sur K)
est une isogénie E → E], stable par le groupe de Galois Gal(K|K).

Remarque fondamentale. Supposons E sans multiplication com-
plexe. Dans tout ce texte nous utiliserons très souvent le fait suivant. Toute
isogénie comme dans les énoncés des théorèmes 1 et 2 est en fait définie sur
K. Pour le voir on pourra suivre les arguments de [Ma-Wü4], lemme 6.1,
p. 18.

Définition. On dit qu’une isogénie liant deux courbes elliptiques est
cyclique si son noyau est un groupe cyclique.

Soient E|K et E]|K deux courbes elliptiques isogènes et sans multiplica-
tion complexe ; l’ensemble HomK(E], E) dont les éléments sont l’application
constante E] → 0 (0 est l’origine de E) et les isogénies définies sur K, a une
structure de Z-module libre de rang 1.

L’image de l’application degré deg : HomK(E], E) → Z est de la forme
{Nn2 : n ∈ Z} où N > 0 est le degré minimal d’isogénie. Au plus deux
isogénies dans HomK(E], E) ont leur degré égal à N .

En utilisant le lemme 6.2, p. 18 de [Ma-Wü4] on vérifie que, pour qu’une
isogénie φ : E] → E soit cyclique, il faut et il suffit qu’elle ait son degré
minimal.

Soient E et E] deux courbes elliptiques de réseaux Λ = ω1Z + ω2Z et
Λ] = ω]1Z + ω]2Z respectivement, avec τ = ω2/ω1 ∈ F et τ ] = ω]2/ω

]
1 ∈ F.

Supposons-les isogènes. Soit ψ : E] → E une isogénie. Il existe un unique
nombre complexe non nul α tel que αΛ] ⊂ Λ et tel que le diagramme suivant
soit commutatif (les flèches verticales sont les projections usuelles C→ C/Λ]
et C→ C/Λ respectivement) :

C ·α−→ C
↓ ↓

E](C)
ψ−→ E(C)

Définition. Si α = 1 nous dirons que l’isogénie ψ est normalisée.

On vérifie dans ce cas qu’il existe une unique matrice (mi,j)1≤i,j≤2 ∈
GL2(C) à coefficients entiers rationnels (de déterminant égal au degré de
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ψ), donnant lieu à deux relations :

ω]1 = m1,1ω1 +m1,2ω2,

ω]2 = m2,1ω1 +m2,2ω2.
(7)

Hypothèse 1. Dans toute la suite de ce texte nous supposerons que les
courbes elliptiques E et E] sont sans multiplication complexe.

Cette hypothèse ne limite pas la généralité de notre résultat. Dans
[Ma-Wü4], pp. 21–22, on pourra trouver une esquisse de démonstration d’un
résultat aussi précis que notre théorème 1 en la dépendance en la hauteur,
mais valable uniquement pour des courbes elliptiques à multiplication com-
plexe. Nous avons donné une preuve détaillée et numériquement explicite
dans [Pe] (4).

Rappelons seulement que pour traiter le cas de courbes elliptiques à
multiplication complexe, on peut appliquer les idées classiques de D. V. et
G. V. Chudnovsky comme dans [Chu] et travailler dans G′ = E × E] où,
comme nous l’avons déjà remarqué, l’image de la droite de Baker est une
courbe elliptique.

Hypothèse 2. Il existe une isogénie normalisée et cyclique ψ : E] → E.

Nous lèverons cette hypothèse dans le sous-paragraphe 4.2.

Hypothèse 3. L’isogénie normalisée ψ : E] → E est telle que m1,2 6= 0.

Nous appelons le cas où m1,2 = 0, cas dégénéré. Notre démonstration
utilisant la variété abélienne G = E2 × E]2 ne fonctionne pas si m1,2 = 0
(voir par exemple le lemme 4.1).

Malgré ce fait, ce cas ne pose aucune difficulté : Il s’agit de reprendre
toute la démonstration en travaillant avec la seule relation linéaire ω]1 =
m1,1ω1. On se place alors dans la variété abélienne G′ = E × E] : cela
peut se faire par des arguments classiques, qui s’appliquent aussi au cas
de la multiplication complexe. Aussi il résulte que les constantes dans les
estimations sont bien meilleures. Nous ne traiterons donc pas ce cas dans ce
texte : pour cela voir le paragraphe 5 de [Pe] ou pp. 21–22 de [Ma-Wü4], ou
encore [Chu]. Les deux hypothèses 1 et 3 sont donc de natures similaires.

2.3. Lemme d’isogénie : principe de Goursat–Kolchin–Ribet

Définition. Fixons deux entiers positifs n1, n2 ≥ 1 et soit H une sous-
variété abélienne de En1 × E]n2 . On dit que H est non déployée si elle ne

(4) Pour deux courbes elliptiques E et E] définies sur un corps de nombres K, isogènes
sur K avec EndK(E) 6= Z, on devrait pouvoir construire deux K-isogénies de E] vers E
qui sont Z-linéairement indépendantes et dont le produit des degrés soit majoré par h(E)4

à une constante explicite près ne dépendant que de [K : Q].
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s’écrit pas comme produit H1 × H2 où H1 est une sous-variété abélienne de
En1 et H2 une sous-variété abélienne de E]n2 .

Le lemme suivant est une version légèrement modifiée du lemme d’iso-
génie de [Ma-Wü4] (cas n1 = n2 = 1).

Lemme 2.2 (Lemme d’isogénie). Soient E1 et E2 deux courbes ellip-
tiques et soit H une sous-variété abélienne de E1 × E2 non déployée. Les
sous-groupes H1 = H∩(E1×02) et H2 = H∩(01×E2) sont alors finis ; notons
h1 et h2 leurs cardinaux respectifs. Il existe alors une isogénie ψ : E1 → E2
de degré ≤ h1h2.

Démonstration. Notons π1 : E1 × E2 → E1 et π2 : E1 × E2 → E2 les
projections π1(x1, x2) = x1 et π2(x1, x2) = x2. Comme H est non déployée
la projection π1 induit une isogénie π1 : H → E1 dont le noyau est H2. De
même la projection π2 induit une isogénie π2 : H→ E2 dont le noyau est H1.

L’isogénie ψ : E1 → E2 définie par ψ = π2 ◦ π̂1 (composée de la duale de
π1 avec π2) a son degré égal à h1h2 et le lemme est démontré.

3. Partie arithmético-analytique : application de la méthode de
Baker. Dans ce paragraphe nous démontrons le résultat de transcendance
(proposition 3.1) ci-dessous.

Nous allons fixer d’abord un certain nombre de conventions et introduire
des objets que l’on utilisera dans la suite.

Nous utilisons des multi-indices dans N4 que nous soulignerons. Exem-
ple : D = (D1,D2,D3,D4). Nous définissons une relation d’ordre entre
multi-indices : λ ≤ D si et seulement si pour tout j = 1, . . . , 4 on a
λj ≤ Dj . Parfois nous adopterons les mêmes conventions pour des paquets
d’indéterminées comme X = (X1,X2,X3,X4), K[X] := K[X1,X2,X3,X4].
Le symbole Xλ aura la signification suivante : Xλ := Xλ1

1 Xλ2
2 Xλ3

3 Xλ4
4 .

On notera en outre DD l’ensemble des monômes unitaires Xλ de multi-
degré λ ≤ D ; son cardinal est égal à

∏
n(Dn + 1).

Soit Λ] le réseaux des périodes de E]. Fixons une base (ω]1, ω
]
2) de Λ] telle

que τ ] = ω]1/ω
]
2 ∈ F. Notons y] = =(τ ]). Nous utiliserons aussi le vecteur

(ζ1, ζ2, ζ3, ζ4) = (y−1, y, y]−1, y]).
Posons

K = Q(g2, g
]
2, ℘(ω1/2), ℘(ω2/2), ℘](ω]1/2), ℘](ω]2/2)).

Grâce à l’identité ℘′(ω1/2) = ℘′(ω2/2) = ℘′((ω1 + ω2)/2) = 0 nous savons
que les coordonnées projectives de tous les points de 2-torsion de E et E]

sont définies sur K. De plus, g3, g
]
3 ∈ K, ce qui implique K ⊃ K.

Nous faisons, en plus des hypothèses 1, 2 et 3, une hypothèse supplé-
mentaire qui est naturelle pour la démonstration de la proposition 3.1.

Hypothèse 4. Nous supposons que K = K.
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Nous lèverons cette hypothèse dans le sous-paragraphe 4.2.

Notons h = h(E) + h(E]) et L = h+ logN . Notons [·] la partie entière
sur R, et e = 2.71 . . . le nombre d’Euler.

Soient z1, z2, z
]
1 et z]2 quatre variables complexes, notons Z le sous-espace

vectoriel de TC ∼= C4 de dimension 2 sur C qui est l’intersection des deux
hyperplans Z1, Z2 définis par les équations linéaires :

Z1 : z]1 = m1,1z1 +m1,2z2, Z2 : z]2 = m2,1z1 +m2,2z2(8)

et notons

∂1 = ω1
∂

∂z1
+ ω2

∂

∂z2
, ∂2 = ω2

∂

∂z1
− ω1

∂

∂z2
.

Soient t, t0 deux entiers positifs. Notons Tt0,t l’ensemble des monômes
différentiels ∂µ1

1 ∂µ2
2 avec 0 ≤ µ1 + µ2 ≤ t, 0 ≤ µ2 ≤ t0. Lorsque t0 ≥ t

on écrira simplement Tt. L’ensemble Tt0,t a un cardinal

(1/2)(2t+ 2−min{t, t0})(min{t, t0}+ 1) > 0.

Proposition 3.1. Supposons que les hypothèses du théorème 1 et les
hypothèses 1, 2, 3 et 4 soient satisfaites. On peut trouver un nombre réel V
satisfaisant l’encadrement suivant :

1 ≤ V ≤ 285d2L2,(9)

tel que si l’on définit cinq entiers positifs de la manière suivante :

Dn = [1018d log max{e, d}Lζ−1
n ] pour n = 1, . . . , 4,

T = [2.46 · 1038Vd2(log max{e, d})2L2],

alors il existe un polynôme non nul P ∈ K[X] de multidegré ≤ D =
(D1,D2,D3,D4) tel que la fonction abélienne

fP (z1, z2) = P (℘(z1), ℘(z2), ℘](m1,1z1 +m1,2z2), ℘](m2,1z1 +m2,2z2))

satisfasse ∂fP (ω1/2, ω2/2) = 0 pour tout ∂ ∈ TT .

Avec T et (Dj)j=1,...,4 il y a encore quatre paramètres qui intervien-
dront dans la démonstration de la proposition 3.1 ; nous regroupons tous les
paramètres ci-dessous et une fois pour toutes.

Posons C1 = 1018, C2 = 2.46 · 1038 et

C3 = 41.66C2C
−1/2
1 (logC1)1/2,

C4 = 0.48C1/2
1 (logC1)1/2,

C5 = 72C2 logC1,

C6 = 1.53C2 logC1.



Degré d’isogénie liant deux courbes elliptiques 215

Les paramètres sont :

Dn = [C1d log max{e, d}Lζ−1
n ], n = 1, . . . , 4,

T = [C2Vd2(log max{e, d})2L2],

T0 = [C3Vd2(log max{e, d})2L2],

S = [C4d log max{e, d}L],

U = C5Vd3(log max{e, d})3L3,

Q = C6Vd2(log max{e, d})3L3.

(10)

La construction du polynôme P de la proposition 3.1 sera accomplie en
deux étapes.

Dans la première étape (sous-paragraphe 3.2) nous montrons qu’il est
possible de construire un polynôme P ∈ C[X] de multidegré ≤ D et dont
les valeurs absolues des coefficients sont ≤ ed+2d2h+Q (5), satisfaisant

|∂fP (ω1/2, ω2/2)| ≤ e−U

pour tout ∂ ∈ TT0,2T .
C’est le principe des tiroirs, sous la forme d’un lemme de Thue–Siegel,

qui nous fournit ce polynôme. Pour les raisons esquissées dans le sous-
paragraphe 1.2, un exposant de Dirichlet non égal à 1 apparâıt comme indi-
spensable si l’on veut traiter la partie algébrique qui suit.

Afin de procéder à la construction de P et de prouver donc le lemme 3.2,
il faut déterminer la quantité V de la proposition 3.1 (ce sera fait dans le
lemme 3.1), puis estimer le rang du système linéaire associé à des conditions
caractérisant P (lemme 3.6).

Ces deux calculs sont effectués en fonction d’une “plus mauvaise” sous-
variété abélienne de G, dont la définition est naturelle à partir du lemme
de multiplicités (le lemme 4.1 du paragraphe suivant), et dont les propriétés
principales sont étudiées dans le sous-paragraphe 3.1 ci-dessous.

Dans la deuxième étape (sous-paragraphe 3.3) on applique essentielle-
ment l’inégalité de Liouville et le lemme de Schwarz en une variable, mais
comme la multiplicité en (ω1/2, ω2/2) est assez faible, nous devons exploi-
ter la périodicité de la fonction fP (ω1z, ω2z) (comme le font déjà Masser et
Wüstholz dans [Ma-Wü4]). Ceci nous mène à étudier la croissance analyti-
que d’une fonction entière (Θ ·fP )(ω1z, ω2z) sur un disque de rayon S centré
en (ω1/2, ω2/2), et à établir un lemme de croissance analytique (le lemme
3.7) suffisamment précis pour la situation. C’est ici aussi que l’on exploite
la flexibilité de l’usage des multidegrés D.

Du côté des estimations arithmétiques nous procédons de manière totale-
ment standard. Nous préférons toutefois détailler toutes les démonstrations.

(5) Cette inégalité provient du choix d’une base de K sur Q que nous allons fixer plus
bas.
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3.1. Prélude : la plus mauvaise sous-variété abélienne. Étant fixé un
espace multiprojectif complexe P(C) = (PN1 × . . . × PNp)(C) et une sous-
variété V ⊂ P(C) de dimension b, nous adoptons la définition de degré
partiel degα(V ) relatif à un multi-indice α ≤ N tel que |α| = ∑p

n=1 αn = b
donnée dans [Phi2], p. 362. Pour des réels positifs D1, . . . ,Dp on notera
H(V : D1, . . . ,Dp) la partie homogène de plus haut degré du polynôme de
Hilbert–Samuel multi-homogène, multipliée par b!. On a l’identité

H(V : D1, . . . ,Dp) =
∑

|α|=b
degα(V )

b!
α1! . . . αp!

Dα1
1 . . .D

αp
p .(11)

Dans le cas de G = E × E × E] × E] plongée de la manière usuelle dans
P2(C)4, notons A = expG(Z) (nous rappelons que Z a été défini dans (8))
et soit ∆ le sous-espace vectoriel de TC ∼= C4 engendré par (ω1, ω2, ω

]
1, ω

]
2).

Nous sommes dans le cas sans multiplication complexe et on montre sans
difficulté que l’adhérence de Zariski de expG(∆) est exactement A. Nous
allons nous intéresser aux sous-variétés abéliennes de G. Pour H une telle
sous-variété abélienne, et pour un multi-indice D = (D1,D2,D3,D4), nous
étudions H(H : D).

Soit A l’ensemble de toutes les sous-variétés abéliennes H ⊂ G satisfai-
sant une des propriétés suivantes : ou bien H ⊂ A et codimA(H) = 1, ou
bien A ⊂ H et codimH(A) = 1, ou bien H = A.

Lemme 3.1. Il existe un nombre rationnel 0 < ε < 10−5 et un nombre
réel V satisfaisant l’encadrement

1 ≤ V ≤ 285d2L2,(12)

tels que l’on ait , avec le choix des paramètres (10) :

(i) Pour toute sous-variété abélienne H ⊂ G telle que H 6∈ A,
(

[(T − 1)/4] + %

%

)
H(H : D) ≥ (1 + ε)H(G : D),(13)

où l’on a posé % = codimA(H ∩ A).
(ii) Il existe une sous-variété abélienne H0 ⊂ G telle que H0 6∈ A et

vérifiant
(

[(T − 1)/4] + %0

%0

)
H(H0 : D) = (1 + ε)H(G : D),(14)

où l’on a posé %0 = codimA(H0 ∩A).

Si H0 6= 0 alors %0 = 1 et dim H0 = 2.

Démonstration. Considérons le choix des paramètres (10) et remplaçons
temporairement V par une variable réelle positive V ′. Notons que la quantité
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T dépend de V ′, tandis que le quadruplet D = (D1, . . . ,D4) n’en dépend
pas.

Nous choisissons H0 comme étant une des sous-variétés abéliennes n’ap-
partenant pas à A et telle que la quantité H(H0 : D) soit la plus petite
possible.

En faisant varier V ′ dans le choix du paramètre T effectué dans (10) nous
trouvons une unique valeur V ′ = V telle que l’égalité (14) soit vérifiée pour
un nombre rationnel 0 < ε < 10−5.

Nous voyons donc que les deux conditions (i) et (ii) sont satisfaites
et il ne nous reste qu’à montrer que la quantité V ainsi trouvée satisfait
l’encadrement (12).

Tout d’abord, pour H = 0 et d’après (i) on a
(

[(T − 1)/4] + 2

2

)
≥ H(G : D) = 4! · 34

∏

n

Dn.

On en tire une minoration pour V que l’on vérifie aisément être exactement
la minoration dans (12), en utilisant le choix des paramètres (10).

Démontrons la majoration dans (12). En travaillant directement avec
l’identité (14) et en raisonnant en particulier sur la dimension de H0 ainsi que
sur sa codimension %0 dans A, nous vérifions que l’on peut se restreindre aux
cas suivants : H0 = 0 et %0 = 1 ; dans cette dernière situation on vérifie aussi
que H0 a pour dimension 2 et par des raisons d’adhérence, H0 6⊃ expG(∆)
(pas de multiplication complexe).

Si H0 = 0 alors V = 1. Nous devons nous soucier uniquement du
deuxième cas. D’après l’identité (14) on a

(1 + ε)4! · 34
∏

n

Dn ≥ min{D1D3,D2D4}(T/4).

Pour prouver cette inégalité il suffit d’observer que tous les autres monômes
unitaires de degré 2 en les Dj prennent des valeurs certainement plus petites
que min{D1D3,D2D4}, à cause de la dépendance en y et y] dans le choix
des paramètres (10). Comme

min{D1D3,D2D4} ≥ 1036d2(log max{e, d})2L2 min{1, y}−1 min{1, y]}−1,

on parvient à l’estimation suivante en appliquant l’inégalité (i) du lemme
2.1 :

V ≤ 69984(1 + ε)C2
1C
−1
2 d2L2,

d’où le lemme 3.1 se déduit aisément.

Remarque. On peut certainement raffiner cette estimation. Cependant
nous n’aurons besoin dans la suite du texte que de majorations pour logV.
On peut montrer dans le lemme 3.1 que si H0 6= 0 alors on a seulement deux



218 F. Pellarin

possibilités en supposant l’hypothèse 3 satisfaite :

H0 = 0× E ×H2, H0 = H1 × 0] × E],
où H1 = expE]×E](Z̃1) et H2 = expE×E(Z̃2), avec Z̃1 (resp. Z̃2) lieu d’annul-
lation de la forme m2,2z

]
1−m1,2z

]
2 (resp. m1,1z1 +m1,2z2). Nous n’utiliserons

pas ces détails, mais remarquons à partir de cela que si on avait des inégalités
de type y ≤ c4(y] + N1−ε) et y] ≤ c4(y + N1−ε) pour une place de K et
pour une constante numérique c4 ne dépendant que de K (ε est cette fois
un réel positif), alors on pourrait éviter l’application de l’astuce de Philip-
pon et Waldschmidt (quitte éventuellement à accepter une dépendance plus
mauvaise en d). On serait alors essentiellement ramenés au cas où H0 = 0.

Malheureusement les inégalités sur y et y] ci-dessus ne semblent pas
être valables en général. Par contre la hauteur de Faltings h(E) — dont les
quantités yσ associées aux plongements σ de K dans C correspondent à des
contributions locales à l’infini — satisfait h(E) ≤ h(E]) + (1/2) logN .

Le lecteur se convaincra que l’utilisation de l’astuce de Philippon et
Waldschmidt est indispensable.

3.2. Premier pas : Lemme de Thue–Siegel

Lemme 3.2. Il existe un polynôme non nul P ∈ K[X] de multidegré
≤ D dont le maximum des valeurs absolues des coefficients est majoré par
ed+2d2h+Q et de hauteur satisfaisant h(P ) ≤ 1.5d2h+ 8d2 log 2 +Q+ log d,
tel que pour tout monôme différentiel ∂ = ∂µ1

1 ∂µ2
2 avec 0 ≤ µ1 + µ2 ≤ 2T et

0 ≤ µ1 ≤ T0 on ait
|∂fP (ω1/2, ω2/2)| ≤ e−U .(15)

Nous pouvons voir notre problème comme la résolution d’un système
linéaire en L inconnues et T̃ inéquations linéaires où L est le nombre de
monômes dans l’écriture de P multiplié par d, et

T = Card TT0,2T = (1/2)(T0 + 1)(2 + 2T − T0).

Nous voulons trouver une solution entière rationnelle de ce système linéaire,
de hauteur logarithmique plus petite que Q. Nous appliquons le lemme 6.1,
p. 301 de [Phi-Wa] (Lemme de Thue–Siegel “approché”), que nous repro-
duisons en adaptant les notations.

Lemme 3.3. Soit B ∈MatL,T̃ (C) une matrice de nombres complexes à L

lignes et T̃ colonnes, de rang ≤ ς. Soient Q,U,M ≥ 0 des nombres réels tels
que

[2T̃ eQ+M+U + 1]2ς ≤ eQL(16)

et

max
1≤j≤T̃

{ L∑

i=1

|Bi,j |
}
≤ eM .(17)



Degré d’isogénie liant deux courbes elliptiques 219

Il existe un vecteur non nul (p1, . . . , pL) de ZL tel que max1≤i≤L{|pi|} ≤ eQ
et

max
1≤j≤T̃

{∣∣∣
L∑

i=1

Bi,jpi
∣∣∣
}
≤ e−U .(18)

Choix d’une base pour K. Suivant le paragraphe 6.6, p. 71 de [Da], nous
choisissons une fois pour toutes une base A = {a1, . . . , ad} de K sur Q
constituée de monômes unitaires en les quantités

g2, g
]
2, ℘(ω1/2), ℘(ω2/2), ℘](ω]1/2), ℘](ω]2/2),

telle que la hauteur projective du point (1 : a1 : . . . : ad) soit majorée par :

h(1 : a1 : . . . : ad) ≤ 3
2d

2h+ 8d2 log 2(19)

(utiliser le lemme 3.4, p. 29 de [Da]). En appliquant directement le lemme
2.1, inégalité (ii) et les inégalités p. 18 (resp. p. 27) concernant les quantités
notées e1 (resp. e2) dans [Da] (6), nous trouvons que

max{|g2|, |℘(ω1/2)|, |℘(ω2/2)|} ≤ exp{0.3 + 2dh(E)}.(20)

Cette inégalité implique

log max{1, |a1|, . . . , |ad|} ≤ 0.3d+ 2d2h.(21)

Nous avons aussi les inégalités analogues évidentes pour les quantités
℘](ω]1/2) et ℘](ω]2/2).

Choix de la matrice B dans le lemme de Thue–Siegel. NotonsMD l’en-
semble de tous les monômes unitaires Xλ qui soient C-linéairement indépen-
dants sur G et tels que λ ≤ D. Le cardinal de MD est égal à

1
4!
H(G : D) = 34

∏

n

Dn,

d’après [Da], lemme 6.2, p. 53. Soit ED l’ensemble des quintuplets (j, λ1,

. . . , λ4) avec ajX
λ1
1 . . .Xλ4

4 ∈ MD, et soit L = 34d
∏
nDn son cardinal.

Nous posons
B = (B∂,ν)∂∈TT0,2T

ν∈ED
∈MatT̃×L(C),

où le coefficient B∂,ν , pour ν = (j, λ1, . . . , λ4) est égal à

aj(∂℘(z1)λ1℘(z2)λ2℘](m1,1z1 +m1,2z2)λ3℘](m2,1z1 +m2,2z2)λ4)

∣∣∣∣ z1 7→ω1/2
z2 7→ω2/2

.

En choisissant des indexations pour MD et TT0,2T nous avons le système
d’inégalités (18) que nous voulons résoudre.

(6) Nous rappelons que dans [Da] on pose e1 = ω2
1℘(ω1/2) et e2 = ω2

1℘(ω2/2).
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Calcul d’un majorant M dans le lemme de Thue–Siegel. Nous devons
calculer explicitement un majorant M dans (17). Nous parviendrons à la
valeur correspondante au terme de droite dans l’inégalité (22) ci-dessous.

Nous avons besoin du lemme suivant (cf. lemme 3.5, p. 30 de [Da]).

Lemme 3.4. Tout coefficient B∂,ν de la matrice B introduite plus bas
satisfait

log max{1, |B∂,ν |} ≤ d log
(∑

n

Dn + 2T
)

(2T + 23.19 + 6h)(22)

+ 2Td
(

15.52 + 3 log d+
3
2

logN + 8.17h
)

+
3
2
d3h+ 8d3 log 2.

Pour démontrer ce lemme nous devons utiliser le lemme qui suit, variante
de la proposition 8.1, p. 111 de [Da].

Lemme 3.5. Soit P un polynôme dans K[X,Y ] de degré total D avec
X = X1, . . . ,X4 et Y = Y1, . . . , Y4. Notons fP (z1, z2) la fonction abélienne
de deux variables complexes obtenue en remplaçant X1,X2,X3,X4 par
℘(z1), ℘(z2), ℘](m1,1z1 + m1,2z2), ℘](m2,1z1 + m2,2z2) et Y1, Y2, Y3, Y4 par
℘′(z1), ℘′(z2), ℘]′(m1,1z1 + m1,2z2), ℘]′(m2,1z1 + m2,2z2). La fonction abé-
lienne g(z1, z2) = (∂µ1/∂zµ1

1 )(∂µ2/∂zµ2
2 )fP (z1, z2) s’exprime comme un poly-

nôme P1 ∈ K[X ′, Y ′] (où X ′, Y ′ sont deux paquets de huit variables) évalué
en les 8 fonctions ℘(z1), . . . , ℘]′(m2,1z1 + m2,2z2), de degré D + µ1 + µ2 et
de hauteur satisfaisant

h(P1) ≤ (µ1 + µ2)(23)

× (log(3529) + 3 log max
1≤i,j≤2

{|mi,j|}+ log(D + µ1 + µ2)).

De plus g(ω1/2, ω2/2) ∈ K et

h(g(ω1/2, ω2/2)) ≤ h(P ) + log
(∑

n

Dn + µ1 + µ2

)
(23.19 + 6h)(24)

+ (µ1 + µ2)
(
Ξ + log

(∑

n

Dn + µ1 + µ2

))
,

où Ξ = 14.42 + 3 log d+ (3/2) logN + (15/2)h.

Démonstration. La démonstration de l’inégalité (23) est immédiate en
utilisant les arguments de [Da], pp. 111–114. On utilise directement l’équa-
tion de Weierstrass qui donne ℘′′(z) = 6℘(z)− g2/2.

Montrons comment l’inégalité (23) implique l’inégalité (24). Le lemme
10.3, p. 133 de [Da] implique

max
1≤i,j≤2

{|mi,j |} ≤ d(6Nh(E)h(E]))1/2.
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Donc on peut majorer h(P1) ainsi :

h(P1) ≤ h(P ) + (µ1 + µ2)
(

11.74 + 3 log d+
3
2

log 6 +
3
2

logN

+
3
2

log h(E) +
3
2

log h(E]) + 6h+ log
(∑

n

Dn + µ1 + µ2

))

≤ h(P ) + (µ1 + µ2)
(
Ξ + log

(∑

n

Dn + µ1 + µ2

))
.

Remplaçons z1 par ω1/2 et z2 par ω2/2 dans l’expression trouvée pour
g(z1, z2). Les équations de Weierstrass impliquent g(ω1/2, ω2/2) ∈ K. Nous
avons de plus

h(g(ω1/2, ω2/2)) ≤ h(P1) + log
(∑

n

Dn + µ1 + µ2

)
+
(∑

n

Dn + µ1 + µ2

)

× h(1 : ℘(ω1/2) : ℘(ω2/2) : ℘](ω]1/2) : ℘](ω]2/2))

≤ h(P ) + log
(∑

n

Dn + µ1 + µ2

)
(1 + 32 log 2 + 6h)

+ (µ1 + µ2)
(
Ξ + log

(∑

n

Dn + µ1 + µ2

))
.

Démonstration du lemme 3.4. Comme la matrice de changement de la
base (∂1, ∂2) à la base ((∂/∂z1), (∂/∂z2)) est

( ω1 ω2
ω2 −ω1

)
, on a, d’après le lemme

3.1 de [Phi-Wa],

|∂µ1
1 ∂µ2

2 fP (ω1/2, ω2/2)| ≤ (|ω1|+ |ω2|)µ1+µ2

∣∣∣∣
∂µ1

∂zµ1
1

∂µ2

∂zµ2
2
fP (ω1/2, ω2/2)

∣∣∣∣
≤ exp{(2.2 + (2/3)dh(E))(µ1 + µ2)}

×
∣∣∣∣
∂µ1

∂zµ1
1

∂µ2

∂zµ2
2
fP (ω1/2, ω2/2)

∣∣∣∣,

où fP (z1, z2) est la fonction abélienne du lemme 3.5 correspondant au poly-
nôme P = ajX

λ1
1 Xλ2

2 Xλ3
3 Xλ4

4 où 1 ≤ j ≤ d et λ ≤ D. La dernière inégalité
est obtenue en appliquant le lemme 2.1.

Pour majorer |g(ω1/2, ω2/2)| il suffit d’utiliser le lemme 3.5. L’inégalité
(24) implique

h(g(ω1/2, ω2/2)) ≤ (3/2)d2h+ 8d2 log 2

+ log
(∑

n

Dn + µ1 + µ2

)
(23.19 + 6h)

+ (µ1 + µ2)
(
Ξ + log

(∑

n

Dn + µ1 + µ2

))
,

car h(P ) ≤ h(1 : aj) ≤ h(1 : a1 : . . . : ad) d’après l’inégalité (19). Comme
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log |g(ω1/2, ω2/2)| ≤ dh(g(ω1/2, ω2/2)), nous avons prouvé l’inégalité (22)
et la démonstration du lemme 3.4 est complète.

Estimation de ς. Soit ε un nombre réel comme dans le sous-para-
graphe 3.1.

Lemme 3.6. Avec notre choix de paramètres (10), le rang ς de la matrice
B est majoré par la quantité suivante :

ς ≤ (1 + 3ε)4! · 35 · 26
∏

n

Dn
T0(2T − T0)

T 2(25)

≤ 373260C4
1C
−2
2 C3(2C2 − C3)d4(log max{e, d})4L4.

Remarquons immédiatement que cette majoration ne dépend pas de V.

Démonstration. On suit les calculs explicites de la démonstration du
lemme 6.1, pp. 47–53 de [Da]. Après avoir observé dans le lemme 3.1 que la
sous-variété abélienne notée H0 est telle que %0 = 1 (resp. %0 = 2), et que
dim(H0) = 2 (resp. 0), appliquons les calculs de [Da], p. 50, pour estimer le
rang ς. Nous avons

ς ≤ ξ0(dim H0 + 1)H(H0 : D),(26)

où ξ0 est égal au cardinal de l’ensemble TT0,2T si %0 = 2, ou égal à T0 + 1 si
%0 = 1 (ce calcul est aisément déduit de la situation plus générale abordée
p. 48 loc. cit.). Plus concrètement nous avons

ξ0 =
{

(1/2)(T0 + 1)(2T + 2− T0) si %0 = 2,
T0 + 1 si %0 = 1.

D’après le lemme 3.1, identité (14) et l’expression H(G : D) = 34 ·4!
∏
nDn,

on a

H(H0 : D) = (1 + ε)
34 · 4!

∏
nDn( [(T−1)/4]+%0

%0

)

≤ (1 + ε)34 · 4! · 4 ·
∏

n

Dn





4
T − 5

si %0 = 1,

25

(T − 1)(T − 3)
si %0 = 2.

En remplaçant ces estimations dans l’inégalité (26), on obtient que la ma-
joration la plus défavorable (celle qu’il faut donc retenir) intervient pour
%0 = 1 et dans ce cas dim(H0) = 2. Avec notre choix des paramètres (10)
nous vérifions que nos estimations ne dépendent pas de V, et nous obtenons
précisément l’inégalité (25) ; la preuve du lemme 3.6 est terminée.

Vérification des conditions dans le lemme de Thue–Siegel. Terminons la
preuve du lemme 3.2. Il s’agit, avec notre choix de paramètres et la majo-
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ration trouvée pour le rang ς, de vérifier l’inégalité (16). Nous avons déjà
souligné que cette majoration ne dépend pas de la quantité V.

Nous avons d ≥ 2 et nous avons aussi L > h ≥ 4, ε < 10−5 ; nous
appliquons l’encadrement (9), justifié par l’encadrement (12), qui permet de
majorer tous les termes positifs proportionnels à logV et V−1.

Sur la base du choix des paramètres (10), du lemme 3.4 et du lemme 3.6,
on a les majorations

2ς log[2T̃ eQ+M+U + 1]

≤ 373260C4
1C
−2
2 C3(2C2 − C3)(C6/2 + C5 + (2.31 logC1 + 36.28)C2

+ 4 · 10−4(4 logC1 + logC3))d7(log max{e, d})7L7V
≤ 2 · 10113d7(log max{e, d})7L7V.

De même on trouve les minorations suivantes :

LQ ≥ 34C6C
4
1d

7(log max{e, d})7L7V ≥ 10114d7(log max{e, d})7L7V.
Ainsi la condition (16) est satisfaite et nous pouvons construire un polynôme
P satisfaisant toutes les propriétés du lemme 3.2. En particulier la majo-
ration des valeurs absolues de ses coefficients provient de l’inégalité (21)
combinée avec la majoration max{|pi|} ≤ eQ du lemme 3.3. Pour montrer
la majoration de la hauteur de P il suffit d’appliquer l’inégalité (19). On a

h(P ) ≤ h(1 : a1 : . . . : ad) + log max{|pj|}+ log d

≤ (3/2)d2h+ 8d2 log 2 +Q+ log d.

La preuve du lemme 3.2 est complète.

3.3. Deuxième pas : extrapolation. Nous allons maintenant prouver que
la fonction fP du lemme 3.2 s’annule à un ordre ≥ T en (ω1/2, ω2/2).
Nous allons établir essentiellement un lemme de croissance analytique et
une minoration arithmétique. La conclusion vient d’un lemme de Schwarz
approché en une variable complexe. Le résultat original de ce paragraphe
est le lemme 3.7.

Croissance analytique. Notons

z]1 = z]1(z1, z2) = m1,1z1 +m1,2z2 et z]2 = z]2(z1, z2) = m2,1z1 +m2,2z2,

pour deux variables complexes z1 et z2. Notons η1, η2 (resp. η]1, η
]
2) les quasi-

périodes fondamentales associées au réseau Λ (resp. Λ]) (cf. [Lan]). Posons

Θ(z1, z2) = ϕ(z1)3D1ϕ(z2)3D2ϕ](z]1)3D3ϕ](z]2)3D4 ,

où ϕ désigne la fonction associée au réseau Λ définie par

ϕ(z) = exp
{
− η2

2ω1

(
z

ω1

)2}
exp

{
iπ

z

ω1

}
σ(z),
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et ϕ] est la fonction associée au réseau Λ] :

ϕ](z) = exp
{
− η]2

2ω]1

(
z

ω]1

)2}
exp

{
iπ

z

ω]1

}
σ](z).

On a, d’après [Da], p. 13, les formules suivantes qui permettent de passer aux
fonctions de Weierstrass normalisées ϕ̃ et ℘̃ (i.e. relatives au réseau Λ/ω1 ;
on a des formules analogues pour le réseau Λ]/ω]1) :

ϕ(zj)3 = ω3
1ϕ̃

(
zj
ω1

)3

, ϕ(zj)3℘(zj) = ω1ϕ̃

(
zj
ω1

)3

℘̃

(
zj
ω1

)
.

Soit P ∈ C[X] de multidegré ≤ D = (D1, . . . ,D4), soit fP la fonction
abélienne C2/Λ2 → C introduite dans l’énoncé de la proposition 3.1. Soit
FP : C2 → C la fonction analytique de deux variables complexes

FP (z1, z2) = Θ(z1, z2)fP (z1, z2).

Nous allons étudier la croissance analytique de la fonction entière G(z) =
FP (ω1z, ω2z). Précisons que le lemme qui suit est d’importance fondamen-
tale pour la preuve de nos résultats ; les raisons ont été déjà expliquées dans
le sous-paragraphe 1.2.

Lemme 3.7. Fixons un polynôme P ∈ C[X] de multidegré ≤ D dont
la valeur absolue des coefficients est majorée par eH pour un nombre réel
positif H et considérons FP comme ci-dessus.

Soient µ1 et µ2 deux entiers positifs, soit z un nombre complexe. On a

|(∂µ1
1 ∂µ2

2 FP )(ω1z, ω2z)| ≤ eHM1,(27)

|(∂µ1
1 ∂µ2

2 Θ)(ω1z, ω2z)| ≤M1,(28)

où nous avons posé M1 = a(|z|) + b(µ1 + µ2) avec

a(u) =
(∑

n

Dn

)
(143 + 80.4dh+ 67.1u) + 3π2

∑

n

Dnζ
∗
n

+ 3π(1 + 3
√

3)u
∑

n

Dnζn,

b(v) = v(1.4 + 2 log d+ (1/2) logN + (3/2) log h(E) + (1/2) log h(E])

+ log(v + 1)),

et nous avons posé (ζ∗1 , ζ
∗
2 , ζ
∗
3 , ζ
∗
4) := (y−1, y+1+

√
3/6, y]−1, y]+1+

√
3/6).

Démonstration. Introduisons des variables complexes s1 et s2 satis-
faisant

z1 = ω1s1 + ω2s2, z2 = ω2s1 − ω1s2.(29)

Pour toute fonction analytique A(z1, z2) de deux variables complexes on a

∂µ1
1 ∂µ2

2 A(z1, z2) =
(

∂

∂s1

)µ1
(

∂

∂s2

)µ2

A(ω1s1 + ω2s2, ω2s1 − ω1s2).
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Nous démontrons l’inégalité (27) dans le cas particulier de µ1 = µ2 = 0.
Nous appliquons ensuite l’inégalité de Cauchy pour en déduire le cas général.
Fixons z ∈ C et estimons la fonction |FP (ω1s1+ω2s2, ω2s1−ω1s2)| pour tout
(s1, s2) ∈ γ1×γ2 avec γ1 = {s′1 ∈ C : |s′1−z| = δ} et γ2 = {s′2 ∈ C : |s′2| = δ},
où δ est un nombre réel positif que nous allons fixer un peu plus bas (γ1×γ2
est le bord du polydisque de centre (z, 0) et rayon δ).

Nous avons |=(z1/ω1)| ≤ δ(y + 3/2) + |z| et |=(z2/ω1)| ≤ (|z| + δ)(y +
1/2) + δ pour (z1, z2) et (s1, s2) liés par (29) et (s1, s2) ∈ γ1 × γ2.

Nous fixons une fois pour toutes la valeur suivante de δ :

δ := max{|m1,1τ −m1,2|, |m2,1τ −m2,2|}−1.

Posons
ω∗1 = m1,1ω2 −m1,2ω1, ω∗2 = m2,1ω2 −m2,2ω1.

Pour commencer montrons que l’on a les estimations suivantes :

(i) d−1(6Nh(E)h(E]))−1/2(1 + (3/4)dh(E))−1 ≤ δ,
(ii) δ ≤ 2

√
3/3,

(iii) δmax
{∣∣∣∣
ω∗1
ω]1

∣∣∣∣,
∣∣∣∣
ω∗2
ω]1

∣∣∣∣
}
≤ 21/2

31/4
N−1/2y]1/2,

(iv) δ2 max
{∣∣∣∣
ω∗1
ω]1

∣∣∣∣,
∣∣∣∣
ω∗2
ω]1

∣∣∣∣
}2

/y] ≤ 2
√

3
3
N−1.

(30)

(i) On a δ−1 = max{|m1,1τ − m1,2|, |m2,1τ − m2,2|}, que nous allons
majorer. Comme

δ−1 ≤ max
i,j
{|mi,j|}(1 + |τ |),

on peut utiliser le lemme 10.3, p. 133 de [Da] et la première inégalité du
lemme 2.1.

(ii) On a δ ≤ |m1,1τ − m1,2|−1. Écrivons τ = x + iy et observons que
|m1,1τ −m1,2| = ((m1,1x−m1,2)2 + (m1,1y)2)1/2, que l’on veut minorer. On
a deux cas selon que m1,1 = 0 ou non. Supposons d’abord m1,1 = 0. On a
donc m1,2 6= 0 et δ ≤ 1. Si m1,1 6= 0 alors

δ ≤ ((m1,1x−m1,2)2 + (m1,1y)2)−1/2 ≤ (|m1,1|y)−1 ≤ 2
√

3/3.

On trouve δ ≤ max{1, 2
√

3/3} = 2
√

3/3 et on termine la vérification de (ii).
(iii) On a

δmax
{∣∣∣∣
ω∗1
ω]1

∣∣∣∣,
∣∣∣∣
ω∗2
ω]1

∣∣∣∣
}
≤ |m1,1 +m1,2τ |−1.

D’après les formules de [Da], p. 134 on a

|m1,1 +m1,2τ | = N1/2 y
1/2

y]1/2
≥ 31/4

21/2
N1/2y]−1/2.
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(iv) On a

δ2 max
{∣∣∣∣
ω∗1
ω]1

∣∣∣∣,
∣∣∣∣
ω∗2
ω]1

∣∣∣∣
}2

/y] ≤ |m1,1 +m1,2τ |−2/y].

Comme |m1,1 +m1,2τ |−2/y] = N−1y−1, la dernière inégalité en découle.
Introduisons quatre indéterminées Yi, i = 1, . . . , 4. On a

Y DP (X) =
∑

λ

(XY )λY D−λ.

On peut voir FP comme polynôme en huit variables évalué en ϕ(zj)3,
ϕ(zj)3℘(zj) et les fonctions analogues associées au réseau Λ], de multidegré
≤ D (cette fois en quatre paquets de deux variables correspondant à Y et
XY ).

Nous appliquons les majorations pour |φτ (z)|3 (resp. |φτ (z)3℘τ (z)|) qui
interviennent p. 17 (resp. p. 19) de [Da] (notations de l’auteur) :

max
{∣∣∣∣ϕ̃

(
z1

ω1

)3∣∣∣∣,
∣∣∣∣ϕ̃
(
z1

ω1

)3

℘̃

(
z1

ω1

)∣∣∣∣
}

≤ 0.309 exp{3π(|z|2/y + 3|z|δ/y + |z|(2δ + 1)

+ y(δ2 + δ + 1/4) + 3δ2 + 9δ2/(4y) + 3δ/2)}

≤ exp{3π(|z|2 + 2
√

3|z|)/y + 31.2|z|+ 25.9y + 85.6}.
Pour prouver ces estimations nous avons utilisé les majorations données
dans (30)(ii) et la minoration y ≥

√
3/2. Comme nous allons les utiliser très

souvent nous ne les mentionnerons qu’occasionnellement.
De la même manière on tire

max
{∣∣∣∣ϕ̃

(
z2

ω1

)3∣∣∣∣,
∣∣∣∣ϕ̃
(
z2

ω1

)3

℘̃

(
z2

ω1

)∣∣∣∣
}

≤ 0.309 exp{3π(|z|2(y + 1 + 1/(4y)) + |z|y(2δ + 1)

+ |z|(4δ + 1/2 + 3δ/(2y))

+ (δ2y + δy + y/4) + (3δ2 + 9δ2/(4y) + 3/(2δ)))}

≤ exp{3π(|z|2(y + 1 + 1/(4y)) + (3 + 4
√

3)y|z|/3)

+ 67.1|z|+ 25.9y + 85.5}

≤ exp{3π(|z|2(y + 1 +
√

3/6) + (3 + 4
√

3)y|z|/3)

+ 67.1|z|+ 25.9y + 85.5}.
Cela se vérifie sans peine comme l’inégalité précédente. Pour les estimations
des fonctions de Weierstrass relatives au réseau Λ] on remarque que z]1 =
s1ω

]
1 − s2ω

∗
1 et z]2 = s1ω

]
2 − s2ω

∗
2. On obtient donc
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max
{∣∣∣∣ϕ̃]

(
z]1

ω]1

)3∣∣∣∣,
∣∣∣∣ϕ̃]
(
z]1

ω]1

)3

℘̃]
(
z]1

ω]1

)∣∣∣∣
}

≤ 0.309 exp
{

3π
( |z|2
y]

+
2|z|δ
y]

+ |z|
(

1 +
2δ
y]

∣∣∣∣
ω∗1
ω]1

∣∣∣∣
)

+
(
δ +

δ2

y]
+

2δ2

y]

∣∣∣∣
ω∗1
ω]1

∣∣∣∣+
δ2

y]

∣∣∣∣
ω∗1
ω]1

∣∣∣∣
2)

+
(
δ

∣∣∣∣
ω∗1
ω]1

∣∣∣∣+
y]

4

))}

≤ exp
{

3π
( |z|2
y]

+
4
√

3
3
· |z|
y]

)
+ 31.2|z|+ 56.7 + 14.1y]

}
.

Ici, en utilisant les estimations données dans (30), en particulier (ii), (iii) et
(iv), nous avons remarqué que |ω∗1/ω]1|δ/y] ≤ 2

√
3/3, que l’on a aussi

|ω∗1/ω]1|2δ2/y] ≤ 2
√

3/3 et |ω∗1/ω]1|δ ≤ (21/2/31/4)(2
√

3/3)y].

De la même façon on tire

max
{∣∣∣∣ϕ̃]

(
z]2

ω]1

)3∣∣∣∣,
∣∣∣∣ϕ̃]
(
z]2

ω]1

)3

℘̃]
(
z]2

ω]1

)∣∣∣∣
}

≤ exp
{

3π
(
|z|2
(
y] + 1 +

1
4y]

)
+ |z|y](1 + 3

√
3)
)

+ 43.7|z|+ 53.1y] + 140
}

≤ exp
{

3π
(
|z|2
(
y] + 1 +

√
3

6

)
+ |z|y](1 + 3

√
3)
)

+ 43.7|z|+ 53.1y] + 140
}
.

Si P est un polynôme comme dans l’énoncé du lemme, (z1, z2) et si (s1, s2)
sont liés par (29) et (s1, s2) ∈ γ1 × γ2, alors

|FP (z1, z2)| ≤ eH(max{|ω1|, |ω1|3, |ω]1|, |ω
]
1|3})

∑
nDn(31)

× exp{D1(88.6 + 39.6dh(E) + 31.2|z|)
+ 3πD1(|z|2 + 2

√
3|z|)/y

+D2(88.5 + 39.6dh(E) + 67.1|z|)
+ 3πD2((y + 1 +

√
3/6)|z|2 + (3 + 4

√
3)y|z|/3)

+D3(56.7 + 21.9dh(E]) + 31.2|z|)
+ 3πD3(|z|2 + 4

√
3|z|)/y]

+D4(143 + 80.4dh(E]) + 43.7|z|)
+ 3πD4((y] + 1 +

√
3/6)|z|2 + (1 + 3

√
3)y]|z|)}
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≤ eH exp
{(∑

n

Dn

)
(143 + 80.4dh+ 67.1|z|)

+ 3π|z|2
∑

n

Dnζ
∗
n + 3π(1 + 3

√
3)|z|

∑

n

Dnζn.

Rappelons que nous avons utilisé la majoration du point (ii) du lemme 2.1
pour estimer le facteur dépendant des |ω1| et |ω]1|.

Pour démontrer le lemme dans le cas général on applique la formule de
Cauchy

∂µ1
1 ∂µ2

2 FP (z1, z2)
∣∣z1 7→ω1z
z2 7→ω2z

=
µ1!µ2!
4π2

�

γ1

�

γ2

FP (ω1s
′
1 + ω2s

′
2, ω2s

′
1 − ω1s

′
2)

(s′1 − z)µ1+1s′2
µ2+1 ds′1 ds

′
2.

Posons F̃P (s1, s2) = FP (ω1s1 + ω2s2, ω2s1 − ω1s2). En appliquant (30)(i)
et (31),

|(∂µ1
1 ∂µ2

2 FP )(ω1z, ω2z)|
≤ max

(s1,s2)∈γ1×γ2

|F̃P (s1, s2)|µ1!µ2!δ−µ1−µ2

≤ eH exp
{(∑

n

Dn

)
(143 + 80.4dh+ 67.1|z|)

+ 3π|z|2
∑

n

Dnζ
∗
n + 3π(1 + 3

√
3)|z|

∑

n

Dnζn

+ (µ1 + µ2)(1.4 + 2 log d+ (1/2) logN

+ (3/2) log h(E) + (1/2) log h(E]) + log(µ1 + µ2 + 1))
}
.

Pour démontrer l’inégalité (28), on procède de manière tout à fait ana-
logue. On remarque que pour tout couple (z1, z2) ∈ C2,

Θ(z1, z2)

= ω
3(D1+D2)
1 ω]1

3(D3+D4)ϕ̃

(
z1

ω1

)3D1

ϕ̃

(
z2

ω1

)3D2

ϕ̃ ]
(
z]1

ω]1

)3D3

ϕ̃ ]
(
z]2

ω]1

)3D4

.

Si l’on considère un couple (s1, s2) ∈ γ1 × γ2, nous remarquons, en utilisant
la majoration donnée p. 17 de [Da], que la preuve procède de manière tout
à fait analogue en remplaçant H par 0 dans la démonstration que nous
venons de compléter (nous avons même une petite amélioration, du fait que
la constante multiplicative 0.0176 est plus favorable que 0.309, mais cela
n’affecte que des termes secondaires). Le lemme est démontré.

Minoration arithmétique. Nous voulons démontrer le lemme suivant.
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Lemme 3.8. Le nombre Θ(ω1/2, ω2/2) est non nul et vérifie

log |Θ(ω1/2, ω2/2)| ≥ −
(∑

n

Dn

)
(7.47 + 20.69dh).(32)

Supposons qu’il existe deux entiers positifs µ1, µ2 avec µ1 + µ2 ≤ T et tels
que g(ω1/2, ω2/2) = (∂/∂z1)µ1(∂/∂z2)µ2fP (ω1/2, ω2/2) 6= 0 et supposons
que µ1 + µ2 soit minimal avec g(ω1/2, ω2/2) 6= 0, où P est le polynôme
construit dans le lemme 3.2 et fP est la fonction abélienne associée (cf.
notations du lemme 3.5). Alors g(ω1/2, ω2/2) ∈ K et

log |g(ω1/2, ω2/2)| ≥ −M2,(33)

où nous avons posé

M2 = (3/2)d3h+ 8d3 log 2 + dQ+ d log d

+ d log
(∑

n

Dn + T
)

(23.19 + 6h)

+ dT
(

14.42 + 3 log d+ (3/2) logN + (15/2)h+ log
(∑

n

Dn + T
))
.

De plus ∂µ1
1 ∂µ2

2 FP (ω1/2, ω2/2) 6= 0 et

log max
µ′1+µ′2=µ1+µ2

|∂µ
′
1

1 ∂
µ′2
2 FP (ω1/2, ω2/2)| ≥ −M3,(34)

où nous avons posé

M3 = (3/2)d3h+ 8d3 log 2 + dQ+ d log d

+ dT
(

14.42 + 3 log d+ (3/2) logN + 10.17h+ log
(∑

n

Dn + T
))
.

Démonstration de l’inégalité (32). On applique la proposition 3.1, p. 15
de [Da] qui établit l’estimation suivante pour la fonction ϕ̃ associée au réseau
Z+ τZ :

|ϕ̃(z)2| ≥ 10−2

1 + |℘̃(z)|e
−π2 y−4π|=(z)|.

On utilise ensuite les estimations |℘̃(1/2)| ≤ 7.3 et |℘̃(τ/2)| ≤ 9.7 que l’on
trouve à la page 18 et à la page 27 de [Da] respectivement (on procède
de la même façon pour la fonction associée au réseau Z + τ ]Z). Comme
ϕ(ω1/2) = ω1ϕ̃(1/2) et ϕ(ω2/2) = ω1ϕ̃(τ/2) on obtient (en appliquant le
lemme 2.1)

min{|ϕ(ω1/2)|, |ϕ(ω2/2)|} ≥ e−6.9dh−2.5.

Des inégalités similaires sont valables pour les fonctions associées au réseau
Λ]. L’inégalité (32) est démontrée immédiatement en revenant à la définition
de Θ.
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Démonstration de l’inégalité (33). Il est clair que g(ω1/2, ω2/2) ∈ K
(cf. lemme 3.5). La hauteur du polynôme P est majorée par (3/2)d2h +
8d2 log 2 + Q + log d d’après le lemme 3.2. L’inégalité (24) du lemme 3.5
implique (le nombre Ξ a été défini dans le lemme 3.5) :

h(g(ω1/2, ω2/2)) ≤ (3/2)d2h+ 8d2 log 2 +Q+ log d

+ log
(∑

n

Dn + T
)

(23.19 + 6h)

+ T
(
Ξ + log

(∑

n

Dn + T
))
.

Nous avons supposé que g(ω1/2, ω2/2) 6= 0 et nous pouvons appliquer l’iné-
galité de Liouville ; l’inégalité (33) est démontrée.

Démonstration de l’inégalité (34). Posons

g′ = (∂/∂z1)µ1(∂/∂z2)µ2FP (ω1/2, ω2/2).

On a, par l’hypothèse de minimalité de µ1 + µ2 et la formule de Leibniz,
que g′ = Θ(ω1/2, ω2/2)g(ω1/2, ω2/2). On utilise l’inégalité (32) pour donner
une minoration de log |g′| :

log |g′| ≥ log |Θ(ω1/2, ω2/2)|+ log |g(ω1/2, ω2/2)|
≥ −(3/2)d3h− 8d3 log 2− dQ− d log d

−d log
(∑

n

Dn + T
)

(27 + 26.69h)

−dT
(
Ξ + log

(∑

n

Dn + T
))
.

Nous devons maintenant opérer un changement de base de l’espace de déri-
vations pour passer de la base rationnelle (∂/∂z1, ∂/∂z2) à la base (∂1, ∂2).

La matrice de ce changement de base est

1
ω2

1 + ω2
2

(
ω1 −ω2
ω2 ω1

)
.

D’après le lemme 3.1, p. 287 de [Phi-Wa] on a, pour toute fonction méro-
morphe A(z1, z2) de deux variables complexes,
∣∣∣∣
∂µ1

∂zµ1
1

∂µ2

∂zµ2
2
A(z1, z2)

∣∣∣∣ ≤
( |ω1|+ |ω2|
|ω2

1 + ω2
2|

)µ1+µ2

max
µ′1+µ′2=µ1+µ2

{|∂µ
′
1

1 ∂
µ′2
2 A(z1, z2)|}.

Le lemme 2.1 implique

|ω1|+ |ω2|
|ω2

1 + ω2
2|
≤ exp{−0.35 + (8/3)dh(E)},

en observant que |1 + τ 2| ≥ 7/4 (nous avons supposé τ ∈ F). Donc
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∣∣∣∣
∂µ1

∂zµ1
1

∂µ2

∂zµ2
2
A(z1, z2)

∣∣∣∣

≤ exp{(−0.35 + (8/3)dh(E))(µ1 + µ2)} max
µ′1+µ′2=µ1+µ2

{|∂µ
′
1

1 ∂
µ′2
2 A(z1, z2)|}.

En appliquant l’inégalité (33) nous avons

log max
µ′1+µ′2=µ1+µ2

|∂µ
′
1

1 ∂
µ′2
2 FP (ω1/2, ω2/2)|

≥ − (−0.35 + (8/3)dh(E))(µ1 + µ2) + log |g′|
≥ − (3/2)d3h− 8d3 log 2− dQ− d log d

− d log
(∑

n

Dn + T
)

(27 + 26.69h)

− dT
(

14.42 + 3 log d+ (3/2) logN + 10.17h+ log
(∑

n

Dn + T
))
.

L’inégalité (34) est démontrée et la preuve du lemme 3.8 est complète.

Lemme de Schwarz et conclusion. Nous appliquons une formule d’inter-
polation jouant le rôle de “principe de Schwarz approché” (lemme 2.3 de
[Wa1]) ; c’est aussi ici que nous utilisons les lemmes 3.7 et 3.8. La périodicité
de fP et la majoration (15) du lemme 3.2 impliquent que pour tout s ∈ Z
et ∂ ∈ TT0,2T on a

|∂fP ((2s+ 1)ω1/2, (2s+ 1)ω2/2)| ≤ e−U .(35)

Fixons un entier 0 ≤ µ2 ≤ T et posons

φ(z) = (∂µ2
2 FP )((2z + 1)ω1/2, (2z + 1)ω2/2).

Notons r = S + 1 et R = 8r, où S est le paramètre défini dans (10).
Montrons que pour tout ∂ ∈ TT on a l’inégalité suivante :

max
|z|=2(S+1)

{|∂FP (ω1z/2, ω2z/2)|}(36)

≤ eT log T
(

2
(

4r
R

)T0S

exp{d+ 2d2h+Q+ a(R) + b(T )}

+ 5
(

18r
S

)T0S

exp{−U + 2T log 2 + a(S) + b(2T )}
)
.

D’après le lemme 2.3 de [Wa1] on a l’inégalité

max
|z|=2r

|φ(z)| ≤ 2 max
|z|=R

|φ(z)|
(

4r
R

)T0S

+ 5
(

18r
S

)T0S

(37)

× max
0≤µ1≤T0
0≤s≤S

{∣∣∣∣
1
µ1!

(
d

dz

)µ1

φ(s)

∣∣∣∣
}
.
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Donnons des majorants des deux termes dans l’inégalité (37). Pour le
premier terme l’on tire, d’après le lemme 3.7 inégalité (27) et par application
de l’inégalité de Cauchy, log |φ|R ≤ d+ 2d2h+Q+ a(R) + b(T ).

Calculons maintenant un majorant pour le deuxième terme de (37).
D’après la formule de Leibniz on a

dµ1

dzµ1
φ(z) =

µ1∑

i=0

µ2∑

j=0

(
µ1

i

)(
µ2

j

)
(∂i1∂

j
2Θ)((2z + 1)ω1/2, (2z + 1)ω2/2)

× (∂µ1−i
1 ∂µ2−j

2 fP )((2z + 1)ω1/2, (2z + 1)ω2/2).

Comme la fonction fP vérifie (35) on en déduit, en utilisant l’inégalité (28),
que pour tout s = 0, . . . , S et pour tout 0 ≤ µ1 ≤ T0,∣∣∣∣

(
d

dz

)µ1

φ(s)
∣∣∣∣ ≤ exp{−U + 2T log 2}

× max
µ′1+µ′2=µ1+µ2

max
|z|=S+1

|∂µ1
1 ∂µ2

2 Θ(ω1z/2, ω2z/2)|

≤ exp{−U + 2T log 2 + a(S) + b(2T )}.
En remplaçant dans (37) et en appliquant une fois de plus l’inégalité de
Cauchy pour φ on termine la preuve de l’inégalité (36).

Comparaison entre estimations analytiques et estimations arithmétiques.
Nous voulons montrer que fP a un zéro d’ordre ≥ T en (ω1/2, ω2/2). Sup-
posons le contraire. Nous en déduisons une contradiction en utilisant les
estimations (34) et (36).

Supposons donc qu’il existe un monôme différentiel ∂=∂µ1
1 ∂µ2

2 ∈TT satis-
faisant ∂fP (ω1/2, ω2/2) 6= 0 et choisissons µ1, µ2 de telle sorte que la quan-
tité µ1 +µ2 ≤ T est minimale satisfaisant cette propriété. D’après la formule
de Leibniz et le fait Θ(ω1/2, ω2/2) 6= 0 (lemme 3.8) on a ∂FP (ω1/2, ω2/2)
6= 0.

Notre choix de paramètres (10) implique U > 3.59T0S. On a donc

2
(

4r
R

)T0S

≥ 5
(

18r
S

)T0S

e−U ,

et on déduit de l’inégalité (36) que

log max
|z|=2(S+1)

|∂FP (ω1z/2, ω2z/2)|

≤ −T0S log 2 + d+ 2d2h+Q+ a(R) + b(2T ) + log 2 + T (2 log 2 + log T ).

Notre choix de paramètres (10) implique, en utilisant le lemme 3.8, inégalité
(34),

T0S log 2 ≤ d+ 2d2h+Q+ a(R) + b(2T ) + log 2(38)

+ T (2 log 2 + log T ) +M3.
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En appliquant les mêmes arguments numériques du sous-paragraphe 3.2
nous trouvons d’autre part que la quantité T0S log 2 est minorée par

T0S log 2 ≥ C3C4(log 2)Vd3(log max{e, d})3L3

≥ 1.4 · 1041Vd3(log max{e, d})3L3,

tandis que la quantité de droite M4 satisfait la majoration

M4 ≤ ((2.67C6 + 4.1C2 logC1)V + 4210.6C1C
2
4)d3(log max{e, d})3L3

≤ ((2.67C6 + 4.1C2 logC1) + 17.12C2
4C
−1
1 C2)Vd3(log max{e, d})3L3

≤ 1.24 · 1041Vd3(log max{e, d})3L3,

en appliquant la majoration dans l’encadrement (12). On obtient une con-
tradiction avec l’inégalité (38). La preuve de la proposition 3.1 est terminée.

4. Partie algébrique : preuve du théorème avec hauteurs näıves.
Dans ce paragraphe nous continuons à admettre les hypothèses 2, 4 jusqu’au
sous-paragraphe 4.2 exclu.

Nous prouvons d’abord la majoration suivante pour N (inégalité (46)
plus bas) :

N ≤ 3.19 · 1042d2(log max{e, d})2L2.

Les théorèmes 1 et 2 seront des conséquences de cette estimation.
Dans le sous-paragraphe 4.2 nous démontrons le théorème 1 en utilisant

le lemme 10.2, p. 131 de [Da], qui est une version numériquement effective
du lemme de normalisation de [Ma-Wü4], p. 19.

Dans le paragraphe 5 nous allons interpréter l’inégalité (46) en termes
de hauteurs semi-stables : on aura ainsi terminé la preuve du théorème 2.

Nous appliquons le lemme de zéros de [Den] au polynôme de la proposi-
tion 3.1 après translation du point expG(ω1/2, ω2/2, ω

]
1/2, ω

]
2/2) à l’origine

de G (les translations sur G n’affectent pas l’ordre d’annulation le long de
A mais seulement la hauteur du polynôme P ). Le lemme de zéros de [Den]
améliore le résultat principal de [Phi2] en supprimant le degré des formules
d’addition dans l’estimation finale (7).

Pour une sous-variété abélienne H de G notons % la codimension de A∩H

dans A et r la codimension de H dans G. Nous reproduisons ici l’énoncé du
lemme de zéros (théorème 1) de [Den] dans la version qui nous intéresse :
on note R = C[Xn]1≤n≤4 où Xn = (X0,n,X1,n,X2,n).

(7) Observons que le lemme de zéros de [Phi1] améliore le résultat de [Phi2] du côté
des multiplicités d’annulation. Le lemme de zéros de [Den] permet de gagner un facteur
24 sur le résultat final, par rapport au résultat principal de [Phi2] (4 est la dimension de
G) et le lemme de zéros de [Phi1] permet de gagner essentiellement un facteur 2! (2 est la
dimension de l’espace de dérivations, d’exponentielle A). Il est fort probable que ces deux
améliorations soient en fait compatibles en caractéristique nulle, mais nous choisirons le
résultat de [Den] à défaut — pour l’instant — d’une référence adéquate.
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Proposition 4.1 (Lemme de multiplicités). Fixons D1, . . . ,D4, T des
entiers positifs, soit P un polynôme de R multi-homogène de multidegré
≤ D. Supposons que P s’annule en expG(ω1/2, ω2/2, ω

]
1/2, ω

]
2/2) le long de

A à un ordre supérieur à T et qu’il ne soit pas identiquement nul sur G.
Il existe alors une sous-variété abélienne H de G, différente de G, telle que
pour tout multi-indice α satisfaisant 0 ≤ αi ≤ 1 et |α| = dim(H) on ait

(
[(T − 1)/4] + %

%

)
dim(H)! degα(H) ≤ 34 · 4!

4∏

n=1

D1−αn
n .(39)

4.1. Cas des isogénies normalisées. Nous avons démontré la proposition
3.1 ; il existe donc un polynôme P de R satisfaisant les hypothèses de la
proposition 4.1. Appliquons cette proposition : il existe alors une sous-variété
abélienne H de G, non égale à G, dont les degrés partiels degα(H) satisfont
l’inégalité (39).

D’après le lemme 3.1 et le choix de paramètres (10) on a H ∈ A (on
utilise l’identité (11)). L’ensemble A a été défini dans le sous-paragraphe
3.1.

Si H = A ou A ⊂ H est de codimension 1 alors H est non déployée. Si
H ⊂ A est de codimension 1 alors H est déployée si et seulement si m1,2 = 0,
cas dégénéré que nous avons exclu (cf. hypothèse 3 du sous-paragraphe 2.2).
Ainsi, grâce à l’hypothèse 3, H est non déployée.

À l’exception de cinq sous-variétés abéliennes notées A,A1, A2, B1, B2
que nous traiterons différemment (dans le lemme 4.1), nous montrons que
toute sous-variété abélienne H donnée par le lemme de multiplicités a deux
multidegrés non nuls correspondant à des indices distincts degα(H) et
degα′(H) dont le produit est un polynôme de degré ≤ 2 en logN et h :
ce produit majore N en utilisant le lemme d’isogénie 2.2.

Pour traiter les sous-variétés abéliennes A,A1, A2, B1, B2 nous utiliserons
le sous-paragraphe qui suit.

Cardinaux de groupes cycliques finis. Nous rappelons les sous-espaces
vectoriels Z1, Z2, Z de TC définis dans (8). Notons F1 l’intersection de Z
avec l’hyperplan d’équation z1 = 0 dans C4 et F2 l’intersection de Z avec
l’hyperplan z2 = 0. Posons A1 = expG(Z1) et A2 = expG(Z2). Notons
aussi B1 = expG(F1) et B2 = expG(F2). Nous remarquons que A est la
composante neutre de A1 ∩ A2.

Lemme 4.1. Notons (·, ·) le plus grand commun diviseur entre deux en-
tiers rationnels et notons σ = (m1,2,m2,2) et δ = (m1,1,m1,2). Dans l’hypo-
thèse où l’isogénie normalisée φ définie par les équations (7) a son noyau
cyclique, on a les égalités suivantes :

Card(A ∩ (E ×E×0]×0])) = Card(A ∩ (0×0×E]×E])) = N,(40)
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Card(B1 ∩ (0×0×E]×E])) = Card(A2 ∩ (E×0×0]×0])) = N/σ,(41)

Card(B2 ∩ (E×E×0]×0])) = Card(A1 ∩ (0×0×E]×0])) = N/δ.(42)

Démonstration. Les égalités (40) sont prouvées dans le lemme p. 15 de
[Ma-Wü4]. Démontrons les égalités (41). Le sous-espace vectoriel F1 est
défini par 




z1 = 0,
z]1 = m1,2z2,

z]2 = m2,2z2.

(43)

Le cardinal l = Card(B1 ∩ (0 × 0 × E] × E])) est le nombre de solutions
(z]1, z

]
2) de (43) modulo Λ]2 pour z2 ∈ Λ. L’isogénie φ est cyclique : la

deuxième équation de (43) admet N/(m1,2, N) solutions modulo Λ] et la
troisième N/(m2,2, N). On a donc l = N/(m1,2,m2,2).

Le cardinal l = Card(A2 ∩ (E1 × 0 × 0] × 0])) est le nombre de z1 ∈ C
distincts modulo Λ tels que z1 = m1,2α −m2,2β, pour α, β ∈ Λ]/N ; le fait
que l’isogénie φ est cyclique permet de conclure la preuve des deux égalités
(41).

Les égalités (42) se démontrent de manière tout à fait analogue. Le sous-
espace linéaire F2 s’identifie à l’intersection des trois hyperplans z]1 = 0,
Nz1 = −m1,2z

]
2, Nz2 = m1,1z2, et le cardinal l = Card(B2∩(E×E×0]×0]))

est égal à N/(m1,1,m1,2), toujours en utilisant le fait que l’isogénie φ est
cyclique. Mêmes raisonnements pour la deuxième identité ; la démonstration
du lemme 4.1 est complète.

Estimation des quantités σ et δ

Lemme 4.2. On a les deux inégalités suivantes concernant les nombres
σ, δ définis dans le lemme 4.1 :

yσ, y]δ ≤ d(117 logN + 348dh(E)).(44)

Démonstration. Soit Λ(σ) le réseau de C engendré par ω1 et σω2. Soit
E(σ) la courbe elliptique C/Λ(σ). Nous avons Λ(σ) ⊂ Λ et il existe une
isogénie normalisée ψσ : E(σ) → E (représentée par la matrice

( 1 0
0 σ

)
). Il

existe de même une isogénie normalisée E] → E(σ) qui factorise φ par ψσ.
Comme Λ] ⊂ Λ(σ) ⊂ Λ on a que E(σ) peut être définie sur K. On a

yσ = y(σ) ≤ 3
2 max{1, dh(jE(σ))} ≤ 3

2d(78 log σ + 232dh(E)).

On trouve la première inégalité d’après le lemme 2.1(i), la deuxième inégalité
en observant que E(σ) s’identifie à un quotient de E par un sous-groupe
cyclique de cardinal σ ; on applique alors le lemme 10.2, p. 131 de [Da].
L’estimation (44) pour la quantité yσ découle aisément.

Pour démontrer l’estimation pour la quantité y]δ nous remarquons que
Λ] ⊂ Λ(δ) ⊂ Λ, Λ(δ) étant le réseau de C engendré par ω]1/δ et ω]2, par
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conséquent E(δ) ∼= C/Λ(δ) est définie sur K ; la suite de la démonstration
est analogue au pas ci-dessus. On termine ainsi la preuve du lemme 4.2.

Analyse de sous-variétés abéliennes de G

Lemme 4.3. Soit H ⊂ G = E2 × E]2 une sous-variété abélienne non
déployée de dimension b = 1 ou b = 3 et supposons que α = deg(1,0,0,0)(H)×
deg(0,0,1,0)(H) 6= 0 si b = 1 ou α = deg(1,1,1,0)(H) deg(0,1,1,1)(H) 6= 0 si b = 3.
Supposons de plus, si dim H = 3, que H contienne A. Alors il existe une
isogénie ψ liant E et E] dont le degré satisfait degψ ≤ 36α.

Démonstration. Supposons d’abord que H ait pour dimension 1 et con-
sidérons la projection π : G→ E×E] définie par π(x1, x2, x3, x4) = (x1, x3).
L’hypothèse sur la non nullité des multi-degrés implique que π induit une
isogénie (soit n son degré) de H sur son image H′ dans E × E] et que cette
image est non déployée. On a 0 6= n2 deg(1,0)(H

′) deg(0,1)(H
′) ≤ α. Le lemme

2.2 appliqué à H′ implique alors qu’il existe une isogénie liant E et E] dont
le degré N satisfait N ≤ 32α (en tenant compte du degré du plongement de
Weierstrass et en utilisant le théorème de Bézout).

Nous pouvons traiter le cas où H a pour dimension 3. Dans ce cas on a
H ⊃ A. Observons que le sous-groupe algébrique H′ = H∩ (0×E× 0]×E])
de H ne peut pas être fini (le sous-groupe algébrique de G engendré par H
et 0×E × 0]×E] a pour dimension au plus 4) ; il a donc pour dimension 1
ou 2. Si dim H′ = 2 alors A∩ (0×E× 0]×E]) a pour dimension 1 et on est
dans le cas dégénéré, que nous avons exclu. On projette H′ dans E × E] ;
l’image est un sous-groupe algébrique non déployé que nous notons toujours
H′. D’après le lemme 2.2 il existe une isogénie liant E et E] dont le degré
N satisfait N ≤ 32 deg(1,0)(H

′) deg(0,1)(H
′) ≤ 36α. Le lemme est démontré.

D’après le lemme de multiplicités (proposition 4.1), il existe une sous-
variété abélienne H ( G telle que les inégalités (39) soient satisfaites. Notre
choix de paramètres (10) et le lemme 3.1 impliquent que cette sous-variété
abélienne satisfait une des conditions suivantes : 0 6= H ( A,H = A,A ( H.

Nous allons déduire de chaque cas des estimations pour des produits de
multi-degrés non nuls, et ensuite des estimations pour N .

Cas H ( A. La sous-variété abélienne H est non déployée. Si elle était
déployée on aurait H = 0× 0× H1 ou H = H2 × 0] × 0], ce qui entrâınerait
par (40) que H est finie, donc égale à 0 par connexité ; ce cas est exclu.

Soit π la projection utilisée dans la démonstration du lemme 4.2. Soit
π(H) ⊂ E × E] l’image de H par π. Si π(H) est non déployée alors

deg(1,0,0,0)(H) deg(0,0,1,0)(H) 6= 0

et
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deg(1,0,0,0)(H) deg(0,0,1,0)(H)

≤ 38 · (4!)2 · 42T−2
(∏

n

Dn

)
D2D4

≤ 38 · (4!)2 · 42 · 1.66 · 1031V−2d2(log max{e, d})2 L2

yy]

≤ 1039d2(log max{e, d})2L2.

D’après le lemme 4.3 on obtient dans ce cas

N ≤ 7.29 · 1041d2(log max{e, d})2L2.

Si π(H) est déployé, il faut distinguer trois cas selon que π(H) est égal à
l’une des sous-variétés abéliennes 0× 0], E × 0] ou 0× E].

(a) Si π(H) = 0 × 0] alors H ⊂ (0 × E × 0] × E]). Comme H ⊂ A on a
dim(A ∩ (0 × E × 0] × E])) = 1 et on est dans le cas dégénéré, que nous
avons exclu.

(b) Si π(H) = 0 × E] alors H = B1 et le multi-degré deg(0,1,0,0)(B1) est
non nul. On trouve

deg(0,1,0,0)(B1) ≤ 34 · 4! · 4D1D3D4T
−1 ≤ 3.17 · 1019d log max{e, d}Ly.

D’après les identités du lemme 4.1 et les inégalités du lemme 4.2 on tire
dans ce cas

N ≤ 3 deg(0,1,0,0)(B1)σ(45)

≤ 9.49 · 1019d log max{e, d}Lyσ
≤ 9.49 · 1019d2 log max{e, d}L(117 logN + 384dh(E)).

(c) Si π(H) = E × 0] alors H = B2 et le multi-degré deg(0,0,0,1)(B2) est
non nul ; on a deg(0,0,0,1)(B2) ≤ 3.17 · 1019d log max{e, d}Ly]. Les lemmes
4.1 et 4.2 impliquent une fois de plus l’estimation (45).

Cas H = A. Dans ce cas le produit deg(1,1,0,0)(A) deg(0,0,1,1)(A) est non
nul et on trouve

max{deg(1,1,0,0)(A),deg(0,0,1,1)(A)} ≤ 34 · 4! · 2−1 max{D3D4,D1D2}
≤ 9.72 · 1038d2(log max{e, d})2L2.

La dernière quantité constitue aussi une majoration pour N , en utilisant
l’identité (40) du lemme 4.1.

Cas A ⊂ H. On a H = expG(W ) où W est un sous-espace linéaire de
TC ∼= C4 défini par une équation λ1(m1,1z1 + m1,2z2 − z]1) + λ2(m2,1z1 +
m2,2z2 − z]2) = 0, où λ1 et λ2 sont deux nombres complexes non tous les
deux nuls. Comme H ⊃ A, H est non déployée.
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Supposons que la composante neutre H′ de (H ∩ (0× E × 0] × E])) soit
non déployée : le produit deg(1,1,1,0)(H) deg(1,0,1,1)(H) est non nul et satisfait

deg(1,1,1,0)(H) deg(1,0,1,1)(H) ≤ 38 · (3!)−2 · (4!)2D2D4

≤ 4.38 · 1039 · d2(log max{e, d})2L2.

En appliquant le lemme 4.3 on déduit la majoration

N ≤ 3.19 · 1042d2(log max{e, d})2L2.(46)

Puisque m1,2 6= 0, si H′ est déployée on a deux cas suivant que H = A1
ou H = A2. Dans le premier cas on a λ2 = 0 et deg(1,1,0,1)(A1) 6= 0. Donc

deg(1,1,0,1)(A1) ≤ 34 · 4! · (3!)−1D3 ≤ 3.24 · 1020d log max{e, d}Ly].
Les lemmes 4.1 et 4.2 impliquent la majoration

N ≤ 9.72 · 1020d2 log max{e, d}L(117 logN + 384dh(E)).

Dans le deuxième cas on a λ1m1,2+λ2m2,2 = 0 ; dans ce cas le multi-degré
deg(0,1,1,1)(A2) est non nul et on a

deg(0,1,1,1)(A2) ≤ 34 · 4! · (3!)−1D1 ≤ 3.24 · 1020d log max{e, d}Ly.
On applique les lemmes 4.1 et 4.2 et on parvient à la même majoration de
N que dans le cas précédent.

L’analyse des sous-variétés abéliennes de G est terminée. Observons
que l’estimation pour N la plus défavorable est celle qui est obtenue pour
dim H = 3 en “position générale”, c’est-à-dire l’estimation (46) ; celle-ci est
valable inconditionnellement pour tout H comme dans le lemme de multipli-
cité 4.1. Nous oublions les autres estimations obtenues et nous continuons
nos calculs avec celle-ci.

4.2. Du cas normalisé au cas général. Nous éliminons les hypothèses 2,
4, et nous démontrons le théorème 1. Soient E et E]

1 deux courbes elliptiques
définies sur un corps de nombres K et supposons donnée une isogénie φ1 :
E → E]1 dont le noyau cyclique a cardinal N .

Nous avons supposé dans tout notre texte que E est sans multiplication
complexe ; l’isogénie φ1 est donc définie sur K.

Supposons dans un premier temps que tous les points de 2-torsion de E
et E]1 soient définis sur K. Notons E] = E/Φ ; c’est une courbe elliptique
ayant un modèle de Weierstrass comme dans (1) défini sur K, isogène à E et
K-isomorphe à E]

1. De plus l’isogénie induite E → E] est normalisée. Nous
considérons en fait sa duale, φ : E] → E, qui est elle aussi normalisée. Les
hypothèses 2 et 4 sont donc satisfaites et nous pouvons appliquer tous les
arguments développés dans les paragraphes précédents.

Nous obtenons la majoration (46) pour N , qui dépend des hauteurs h(E)
et h(E]) ainsi que de logN . Le premier pas est d’éliminer la dépendance en
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h(E]) : nous appliquons le lemme 10.2, p. 131 de [Da] (8). Plus précisément
nous utilisons les inégalités

h(1 : g]2 : g]3) ≤ 13 logN + 9dh(E) + 6d log 4 + 19.31,

h(jE]) ≤ 78 logN + 232dh(E).

On obtient
L ≤ 241dh(E) + 92 logN + 6d log 4 + 19.31.(47)

En appliquant cette inégalité à l’estimation (46) nous trouvons

N ≤ degψ ≤ 2.94 · 1044d2(log max{e, d})2

× (0.3 + 0.1d+ 2.7dh(E) + logN)2.

Le deuxième pas est d’éliminer la dépendance en logN introduite par la
méthode de Baker ; nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.4. Soient u, a deux nombres réels supérieurs ou égaux à e, soit
N un entier rationnel ≥ 3 et supposons que N ≤ u(a+ logN)2. On a alors

N ≤ max{5504, 4ua2, u(a+ 2 log u+ 4 log 2)2}.(48)

Démonstration. Il suffit d’appliquer les propriétés de convexité de la
fonction log.

On applique l’estimation (48) tenant compte de l’inégalité (46). On pose
u = 2.94 · 1044d2(log max{e, d})2, a = 0.3 + 0.1d+ 2.7dh(E). En remarquant
que d ≥ 2 et que nous avons h(E) ≥ 2 on a

N ≤ 4u(a+ 2 log u+ 4 log 2)2(49)

≤ 9.4 · 1045d4(log max{e, d})2h(E)2.

Observons que si K ne contient pas tous les nombres algébriques ℘(ω1/2),
℘(ω2/2), ℘](ω]1/2), ℘](ω]2/2), il existe une extension de degré au plus 34 de
K qui contient tous ces nombres. Donc

N ≤ 1054d4 log(81d)2h(E)2,

le théorème 1 est démontré.

5. Majoration de degrés d’isogénie avec hauteurs semi-stables.
Le résultat principal de ce paragraphe est le lemme 5.2, qui n’est qu’une
version numériquement effective de la proposition 2.1 de [Sil], p. 256.

Notons j(τ) la fonction modulaire elliptique j(τ) = 1/qτ + 744
+
∑

n>0 cnq
n
τ où l’on a posé qτ = exp{2πiτ}. Démontrons préalablement

les inégalités suivantes :

(8) Notons que ce lemme de normalisation est une version “hauteurs näıves” de
l’inégalité hF (E]) ≤ hF (E) + (1/2) logN de [Fal]. Ce lemme 10.2 de [Da] rajoute un
facteur de proportionnalité d2 dans l’estimation finale (2), par rapport à l’inégalité de
Faltings ci-dessus mentionnée ; cf. inégalité (47). Pour cela nous aurons un facteur d4 dans
l’estimation 1 au lieu d’un facteur d2 plus naturel.
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Lemme 5.1. Soit τ ∈ F, τ = x+ iy. On a

(i) |log max{1, |j(τ)|} − 2πy| ≤ 8.36,
(ii) |log log max{e, |j(τ)|} − log y| ≤ 2.77.

Démonstration. (i) Prouvons d’abord log max{1, |j(τ)|} − 2πy ≤ 8.36.
D’après [He], p. 189, Satz 2c), on a |j(τ)| ≤ 3(e2πy + e2π/y). Il suit des
propriétés de la fonction e2πy + e2π/y et de l’inégalité y ≥

√
3/2 que

log max{1, |j(τ)|} ≤ log 3 + log(e2πy + 1416) ≤ 8.36 + 2πy.

Maintenant montrons que log max{1, |j(τ)|}−2πy ≥ −7.09. D’après [Fa-Ph],
p. 187, lemme 1(iii), si |j(τ)| ≥ 2 on a bien l’inégalité que l’on cherche. Si
|j(τ)| < 2 on utilise l’inégalité (6) pour prouver complètement la première
inégalité (i).

(ii) Observons d’abord log log max{e, |j(τ)|} − log y ≥ −0.41 : c’est une
application directe de l’inégalité (6).

Vérifions maintenant log log max{e, |j(τ)|} − log y ≤ 2.77. Il est clair
que (i) est valable en remplaçant log max{1, |j(τ)|} par log max{e, |j(τ)|},
puisque la plus petite valeur prise par la fonction e2πy+e2π/y dans l’intervalle
(
√

3/2,+∞) est 6e2π et log(6e2π) ≈ 8.07 > e. Comme y ≥
√

3/2, on termine
la preuve de (ii) par convexité de la fonction log.

Pour tout v ∈ M∞K soit τv ∈ F tel que E(Kv) ∼= C/(Z + τvZ), Kv

désignant une clôture algébrique du complété de K par rapport à v.

Lemme 5.2. Pour toute courbe elliptique E définie sur un corps de nom-
bres K on a

h(jE) ≤ 94.3 + 24 max{1, hF(E)}.(50)

Démonstration. L’inégalité (50) est une conséquence directe de l’inéga-
lité suivante :

|h(jE)− 12hF(E)| ≤ 6 log(1 + h(jE)) + 47.15.(51)

Pour le voir, observons que si x est réel tel que x > 48, alors x/2 −
6 log(1 + x) > 0 ; il suffit maintenant de poser x = h(jE) et d’utiliser
l’inégalité (51).

Pour prouver l’inégalité (51) il suffit d’expliciter les constantes dans la
proposition 2.1 de [Sil], p. 256. Nous détaillons ici la démonstration.

Notons ∆E|K le discriminant absolu de E sur K et ∆(τ) la fonction
(2π)−12qτ

∏∞
n=1(1 − qnτ )24. On applique la formule de la proposition 1.1,

p. 254 de [Sil], qui est valable pour toute extension K ′ de K de degré d′

sur Q :

12d′h(E|K′) = log |NK′|Q∆E|K′ | −
∑

v∈M∞
K′

nv log(|∆(τv)|y6
v).(52)
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L’exercice de [Sil], p. 256 implique, pour toute place archimédienne v
d’une extension finie K ′ de K,

|log(|∆(τv)|=(τ)6) + 2π=(τv) + 12 log 2π − 6 log=(τv)| ≤ 1/9.

Nous utilisons les inégalités (i) et (ii) du lemme 5.1 :

(53) |log(|∆(τv)|=(τv)6) + log max{1, |j(τv)|}|
≤ 1/9 + 7.24 + 12 log 2π + 6 · 2.77 + 6 log log max{e, |j(τv)|}.

Si K ′ est une extension de K telle que E est semi-stable sur K ′ alors

d′h(jE) = log |NK′|Q∆E|K′ |+
∑

v∈M∞
K′

nv log max{1, |j(τv)|}

(voir p. 257 de [Sil]). Observons que
∑

v∈M∞
K′

nv log log max{e, |j(τv)|} ≤ d′ log
(

1 +
1
d

∑

v∈M∞
K′

log max{|jE|v, 1}
)

(54)

≤ d log(1 + h(jE)).

On somme (53) sur toutes les places archimédiennes v de K ′ avec des poids
correspondant aux degrés locaux nv, tenant compte de l’inégalité (54), et
on termine en utilisant l’inégalité (54) et l’identité (52).

Lemme 5.3 (Normalisation des modèles de Weierstrass). Soit E une
courbe elliptique définie sur un corps de nombres K sans multiplication com-
plexe avec un modèle de Weierstrass y2 = 4x3−g2x−g3. On a les propriétés
suivantes.

• Il existe une extension K ′ de K de degré relatif 2 telle que E admette
sur K ′ un modèle de Weierstrass

y2 = 4x3 − 2x− g′3.(55)

• La hauteur de ce modèle (55) vérifie

h(1 : 2 : g′3) ≤ h(g′3) + log 2 ≤ 8.5 + (1/2)h(jE).(56)

Démonstration. Le fait de supposer qu’il n’y ait pas de multiplication
complexe nous permet de supposer g2 6= 0. Le modèle de Weierstrass de E,

y2 = 4x3 − 2x−
(

8
27

(
1− 1728

jE

))1/2

,

est défini sur une extension de K de degré relatif au plus 2 (pour une
détermination quelconque de la racine carrée).

Notons

g′3 =
(

8
27

(
1− 1728

jE

))1/2

.
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On a

g′3
2 =

64
729
− 4096

27jE
,

d’où on déduit l’estimation (56).

Nous terminons maintenant la démonstration du théorème 2 à partir de
l’inégalité (49) démontrée dans le paragraphe précédent.

Quitte à remplacer le corps de base par une extension de degré relatif
au plus 2 on peut supposer que la courbe elliptique E a un modèle de
Weierstrass comme dans (55). On choisit pour E] le “modèle induit” (voir
le lemme 10.2, p. 131 de [Da]), qui est défini sur cette extension de K.

Une deuxième extension K ′ de degré relatif au plus Card GL2(Z/12Z) =
19888 permet de supposer que P2(K ′) contient les points de 12-torsion de
E. Ainsi E|K est semi-stable, et tous les points de 2-torsion de E sont en
particulier définis sur K ′.

Une extension K ′′ de degré relatif 32 permet enfin de supposer que tous
les points de 2-torsion de E] sont définis sur K ′′. La quantité h(E) satisfait
l’estimation suivante par application des inégalités (50) et (56) :

h(E) ≤ 55.65 + 12 max{1, hF(E)}.
On applique l’inégalité (49), où il s’agit de remplacer d par 2 · 32 · 19888d.
On obtient

N ≤ 1.55 · 1068d4(12.79 + log max{e, d})2 max{1, hF(E)}2
≤ 1075d4(log max{e, d})2 max{1, hF(E)}2.

Le théorème 2 est ainsi démontré.
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