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Points algébriques de degrés au plus 12
sur la quintique de Fermat

par

THIEYACINE TOP et OUMAR SALL (Ziguinchor)

1. Introduction. Etant donné une courbe algébrique projective lisse C
définie sur un corps de nombres L, on note C(L) I’ensemble des points de C
rationnels sur L, et (Jy.q<qC(L) I'ensemble des points de C définis sur L
de degré < d. Le degré d’'un point algébrique est le degré de son corps de
définition sur Q.

Un célebre théoreme de Faltings (1983) (voir par exemple [Hi-Si-00])
affirme qu’une courbe algébrique de genre g > 2, plongée dans sa jaco-
bienne, n’a qu'un nombre fini de points rationnels sur un corps de nombres
donné. On peut traduire cela en disant que la courbe ne rencontre qu’en un
nombre fini de points le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la
jacobienne.

Déterminer U[ £:0<d€ (L) peut se traduire essentiellement en la détermi-
nation des points rationnels sur le produit symétrique de d copies de la
courbe C, c’est-a-dire, Sym?(C) = C x --- x C/Sy, dont une description
qualitative est donnée dans [Ab-Ha-91] et [De-KI-94].

Notre travail va consister a déterminer explicitement les points algé-
briques de degré au plus 12 sur Q sur la quintique de Fermat, c’est-a-dire la
courbe projective

Fs={(X,Y,Z) e P*(Q) : X° + Y5 + Z° = 0}.

Il semble qu’une condition indispensable pour appliquer notre méthode
est que le groupe de Mordell-Weil J5(Q) soit fini. Une description de J5(Q)
est donnée dans [KI-Tz-97].

On sait depuis Legendre qu’il existe exactement trois points rationnels
sur F5(Q) donnés par

a = (0,—1,1), b= (—1,0,1), o0 = (—1,1,0).
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Notons D la droite d’équation projective X +Y + Z =0, et Ly, Ly et
L les droites tangentes a F5 en a, b et oo respectivement.

Gross et Rohrlich [Gr-Ro-78] montrent que les points de degré < 2 sont
les cinq points de Fj situés sur D, c’est-a-dire

U F() = {a,b,00,p,p}
[L:Q]<2
avec a = (07_171)’ b = (_1707 1)’ S (_1’170)7 p = (777ﬁa—1)a p =
(m,n,—1), ol  est une racine primitive sixiéme de 1'unité dans Q, et 7 le
complexe conjugué de 7.
Klassen et Tzermias [KI-Tz-97] étendent ce résultat en montrant que

U F5(L) = {a,b,00,p,D, et les points triviaux de degrés 4, 5 et 6}.
[L:Q]<6

Soit Ry un point de degré k (4 < k < 6) sur Q et Ry, ..., R les conjugués
de Galois de R;. On désigne par L’ une droite définie sur Q et par P’ un des
points a, b ou oo. En outre, notons par C’ une conique définie sur Q ayant
un point de contact d’ordre 2 avec Fj5 a l'une des paires de points (a, o0),
(b, 00), (a,b), ou (p,p). Pour une telle conique C’, on désigne par ¢(C") 'un
des diviseurs effectifs 2a + 200, 2b 4+ 200, 2a + 2b, ou 2p + 2p. Alors :

e les points triviaux de degré 4 sont donnés par
L' Fs=Ri+Ry+ R3+Ry+ P,
e les points triviaux de degré 5 sont donnés par
L'.Fs =Ry + Ry + R3+ Ry + Rs,
e les points triviaux de degré 6 sont donnés par
C'.Fs = Ry + Ry + R3 + Ry + Rs + Rg + t(C").

Notre résultat principal s’énonce comme suit :

THEOREME 1.1. Soit R € F5(Q) avec [Q(R) : Q] =d (7 <d <12). On
désigne par C' une cubique, par QQ une conique et par K une quartique qui
sont définies sur Q. Notons Ry, ..., Ry les conjugués de Galois de R.

(A) Les points algébriques de degré 7 sur Fs sont donnés par :
e C.F5 = Ry + -+ Ry + mpa + mab + mzoo avec m; € {2,3} et
my +mo +m3 =8,
e Q.Fs =Ry + -+ Ry +mia+ mab+ msoco avec m; € {0,1,2} et
my1 + mg +ms = 3.
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(B) Les points algébriques de degré 8 sur F5 sont donnés par :

e K.Fs=Ri+...4+ Rg+4a+ 4b + 400,

o C.F5=Ri+- -+ Rg+myia+ mab+msoo, avec m; € {1,2,3} et
m1+mg+m3 =71,

e Q.Fs=R;+ -+ Rg+mia—+ mab+ msoo avec m; € {0,1,2} et
mi + mo + m3 = 2.

(C) Les points algébriques de degré 9 sur F5 sont donnés par :

o K.F5 = Ry + -+ Rg + mia + mab+ msoo avec m; € {3,4} et
m1 +mg +mg =11,

o C.F5 =Ry + -+ Ryg+ mia+ mab+ mgoo avec m; € {0,1,2,3}
et m1 + mg +m3 = 6,

e Q.Fs = Ri+ -+ Rg +mia+ mab+ msoo avec m; € {0,1} et
m1 + mo +mg = 1.

(D) Les points algébriques de degré 10 sur F5 sont donnés par :

o K.F5 =Ry + -+ Rig + mia + mab + mgoo avec m; € {2,3,4}
et mi1 +mo + mg = 10,

o C.F5 =Ry + -+ Rip+mia+ mab+ msoo avec m; € {0,1,2,3}
et m1 +mo + ms =9,

e QF5s=Ri+--+ Rio.

(E) Les points algébriques de degré 11 sur Fs sont donnés par :

o K.Fs =Ry +---+ Ri1 +mia+ mab+ msoo avec m; € {1,2,3,4}
et mi +mo+ms =9,

o C.F5 =Ry + -+ Ri1 + ma + mab+ mgoo m; € {0,1,2,3} et
m1 + mo + mg = 4.

(F) Les points algébriques de degré 12 sur F5 sont donnés par :

o K.F5=Ri+ -+ Ri2+mja+ mab+msoo m; € {0,1,2,3,4} et
m1 + mg +m3 =8,

o C.F5 = Ry + -+ Rig + mia + mob+ mzoco m; € {0,1,2,3} et
m1 + mg + ms = 3.

COMMENTAIRE. Une conique () est déterminée par cinq conditions.
Lorsqu’elle vérifie par exemple Q.F5 > 2a + b, elle passe par a,b ayant
comme tangente en a la droite L,, on obtient donc une famille de coniques
a deux parametres.

2. Résultats auxiliaires. Pour un diviseur D sur F5 défini sur Q,
nous notons £(D) le Q-espace vectoriel des fonctions rationnelles f sur Fj
telles que f = 0 ou div(f) > —D; (D) désigne la Q-dimension de £(D).
Soient x, y les fonctions rationnelles sur F5 données par z(X,Y, 7)) = X/Z
et y(X,Y,Z) = Y/Z. Nous notons aj, b; et ¢; les points de F5 définis par
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aj = (0,e¥+11), b; = (271,0,1) et ¢; = (62i+1,1,0), avec 0 < j < 4
et € une racine primitive 10'°™¢ de I'unité dans Q. On peut remarquer que
a=as, b="by et oo = co.

LEMME 2.1 (voir [KI-Tz-97]).
J5(Q) = (2/52)* = (la — o], [b — o0]).

On a les lemmes classiques suivants, qu’on montre de la méme fagon que
dans [Ro-77], [Tz-98] et [Sa-00].

LEMME 2.2. On a

div(z) = (ap+ -+ as) — (co+ -+ -+ ca),
div(z + y) = 400 — (co + c1 + c3 + ¢4).
Preuve. Les équations projective et affine de F5 sont respectivement
Fs: X°+Y°+2°=0 et Fy:a2°+¢y°+1=0.

On voit que la fonction x s’annule aux points (0,y) avec y°> + 1 = 0. Les
relations x(X,Y,Z) = X/Z et y(X,Y,Z) = Y/Z montrent que = a un pole
aux mémes points que y, i.e. aux points ou Z = 0, donc aux points (1,Y,0)
avec 1+ Y5 = 0.

On a

div(z) = (X =0).F5 — (Z =0).F}
= (moag + - - - +myaq) — (noco + - - - + n4cy)
ou les m; et n; sont des entiers tels que

Z m; = deg(X =0)degF5 =5 et Z n; = deg(Z = 0) deg F5 = 5.

0<i<4 0<i<4

L’intersection (X = 0).F5 comporte cing points, de méme que (Z = 0).F5;
donc les m; et n; sont tous non nuls et par suite mg=m; =---=my =1
et ng =n1 =---=mnyg = 1. On obtient alors

div(z) = (ap+ -+ aq) — (co+ -+ - + ca).
Calculons maintenant div(z + ). On a X° + Y5 4+ Z° = 0, i.e.
(X+Y)(X* - XY + X2Y2 - XYV3+YH +2° =0,
On voit que X +Y = 0 si et seulement si Z = 0 et X = —-Y, ce qui
correspond au point ¢ = (—1,1,0) = c0. On a
{poles de x + y} C {poles de z} = {pdles de y} = {co,...,ca},
X+Y

=500 —(co+ -+ ca),

et comme ¢y = 00, il en résulte que div(x +y) =400 —(co+c1+c3+c4). =
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r

LEMME 2.3. Une Q-base de £(2000) est donnée par les fonctions
x

frs(x,y) = W

Preuve. Le genre de F5est g = (5 —1)(5 — 2)/2 = 6. D’apres le théoreme
de Riemann-Roch, si m > 2¢g — 1 alors (moo) = m + 1 — g; donc on a
£(2000) = 15. D’apres le lemme 2.2 on a

avec 0 <r <s<A4.

div frs = rdiv(z) — sdiv(z + y)
=r(ag+ - +asg)+(s—r)(co+c1+ca+cy) — (4ds+1)oo,
ce qui montre que f,.s a un unique poéle en co d’ordre 4s + r; ces pOles sont
tous différents car si0 <r <s<4,0<7r' <s' <4detds+r=4s +1', on
ar=r"ets=s
La famille {f/; : 0 < r < s < 4} est par conséquent libre. D’autre part

card{f,s : 0 < r < s < 4} = 15. En effet, si on note § la famille constituée
des éléments des fonctions f.; on aura

§ = { foo, fo1, fo2, fo3: fous fi1, fi2, f13, fia, foz, f23, foa, f33, f3a, faa}

I1 reste & montrer que {f,s: 0 <r <s <4} C £(2000). De la relation
div frs =r(ao+ -+ as)+ (s —r)(co+ 1+ ca+cq) — (4s + r)oo
on déduit
0<r<s<4 = 4s+r<20
= div frs > —2000
= {frs :0<r<s<4} C £(2000). m
D’apres [Tz-98, Fact 2] on a
LEMME 2.4.
(1) La tangente Lo en a (respectivement Ly, en b, Lo en 00) a un point
de contact d’ordre 5 avec F5 en a (respectivement en b, en o).
(2) Soit C une courbe de degré d < 4. Si C a un point de contact d’ordre

> d avec F5 en a, b ou 0o alors C est réductible et contient respec-
tiwwement L,, Ly ou L.

Preuve. La premiere assertion est triviale et, combinée avec [Na-79,
lemme 2.3.2, p. 74], donnera une preuve de la deuxiéme. =

REMARQUE 2.5. Soient D une courbe et ¢ un point de {a, b, c0}.

e D.Fy >t signifie que D passe par t.

e D.Fy > 2t signifie que D contient t et a pour tangente en ¢ la droite L.

e D.Fy > 3t signifie que D contient ¢, a pour tangente en t la droite Ly
et a un point d’inflexion en ¢ avec la droite L;.
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e D.F5 > 4t signifie que D passe par t, a pour tangente en t la droite L;
et a un point d’hyperflexion en ¢ avec la droite L;.

3. Démonstration du théoréme. Soient Ry,..., R; les conjugués de
Galois d’un point ¢ sur F5 de degré | < 12 au-dessus de Q; alors t =
[R1+ -+ Ry — loo] € J5(Q).

Les points algébriques sur F5 de degré au plus 6 sur QQ sont décrits dans
[K1-Tz-97] ; on peut donc supposer que 7 <1 < 12.

D’apres le lemme 2.1, il existe des entiers d et e avec 0 < d,e < 4 tels
que [Ry + -+ + Ry — loo] = [d(co — a) + e(o0 — b)], c’est-a-dire

[Ri+ -+ Ry +da+eb— (I +d+e)oo] = 0.
On al4+d+e < 20, il existe alors un polynéme quartique f(x,y) a coefficients
dans Q tel que

div(f(z,y)/(x+y)) =Ri+---+ Ry +da+eb— (I +d + e)oc.
Donc, d’apres le lemme 2.2,
div(f(z,y)) =Ri1+ -+ R +da+eb+ (20—l —d—e)oo—4(co+ - - -+ ca).
En utilisant 'homogénéisé F* de f(z,y) (voir [Tz-98, p. 4]) on a
FY(X,Y,Z)=Z'f(X/Z,Y)Z),

ou F*(X,Y, Z) définit une courbe de degré 4 donc une quartique K définie
sur Q :
K.F5 =4(Z =0).F5 + div(f).
Or (Z =0).F5 = (co+---+c4), d’ont I'existence d’une quartique K dans P?
telle que
(%) KFs=Ri+---+R+da+eb+(20—-1—d—e)oc.
Nous pouvons maintenant envisager les assertions consécutifs du théoreme.
(A) Pour [ = 7 la relation () s’écrit
KFs=Ri+---+R;+da+eb+ (13 —d —e)oc.
Dans ce cas 13 —d — e > 5. D’apres le lemme 2.4 (que l'on réutilisera
plusieurs fois), K D L, il existe alors une cubique C' définie sur Q telle que
K = C + L4 et donc
CFs=Ri+ - -+Rr+da+eb+ (8 —d—e)oo.
(1) Sid =4, alors C' D L, et un des R; devrait étre égal a a, ce qui est
absurde. De méme, on ne peut pas avoir e = 4. Ainsi, 0 < d,e < 3.
(2)Si0<8—d—e<3,doub <d+e <6, alors il existe des rationnels
m1, mao et mg tels que
CFs=Ri+ -+ Ry + mia+ mob+ mzoo
et m; € {2,3} et my + mg + mg = 8.
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(3) Si 8 —d — e > 4, alors il existe une conique @ telle que C' = Q + L
et

QFs=Ri+---+R;r+da+eb+ (3—d—e)oo.
Ceci est possiblesi0 < d,e,3—d—e <2, donc0<d,e<2etl1<d+e<3
Dans tous les cas, il existe des rationnels mi, mo et mg tels que

Q.F5 =R+ -+ Ry +mia + mab+ mzoo
et m; € {0,1,2} et my +ma +mz =3

(B) Pour [ = 8 la relation (%) s’écrit

KFs=Ri+---+Rg+da+eb+(12—d
(1) Supposons 12 — d — e < 4; d’autre part, d + e

— €)oo
<
12 —d — e > 4. Donc 12—d—e—4 c'est-a-dire d + e =

8 montre que
d = e = 4. Ainsi on obtient la relation

8 et par suite
K.Fs=Ri+- -+ Rg+4a + 4b + 4c0.
(2) Supposons 12 — d — e > 5; il existe une cubique C telle que

CFs=Ri+---+Rg+da+eb+(7T—d—e)

Si7T—d—e<3,onal<de<3et4d <d+e<7. Ilexiste donc des
rationnels m1, mg et ms tels que

C.F5=R;+ -+ Rg+mia+ maob+ msgoo
et m; € {1,2,3} et my +ma+mg =7

Si7—d—e>4, alors il existe une conique @ telle que C' = @ + Lo et
QFs=Ri+---+Rg+da+eb+(2—d—e)

avec 0 < d,e,2 —d— e < 2. Il existe donc des rationnels m, mo et mg tels
que

Q.F5 =Ry + -4+ Rg +mia + mab + mzoo
et m; € {0,1,2} et my +mg +mgz =2

(C) Pour | = 9 la relation (¥) s’écrit
KFs=Ri+---+Ry+da+eb+ (11 —d—e)o
(1) Supposons 11 — d — e < 4; d’autre part, d + e < 8 montre que
11—-d—e>3.Donc3<1l1—-d—e<4
Supposons 11 —d — e = 3. Alors d + e = 8 et par suite d = e = 4. Ainsi

KFs=Ry+ -+ Ryg+4a+ 4b+ 300.
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Supposons 11 —d —e =4. Alors d+e =7, d’ou
KFs=Ry+ -4+ Rg+4a+ 3b+ 400
=Ri+- -+ Rg +3a+4b+ 4o00.
(2) Si 11 —d — e > 5, il existe une cubique C telle que K = C + L et
CFs=Ri+ -+ Ry+da+eb+ (6 —d—e).

Supposons 6 —d —e < 3. Alors 3 < d + e < 6. 1l existe des rationnels
mi, mao et mg tels que

C.Fs=Ri+- -+ Ry +mia+ mab+ mgoo

et m; € {0,1,2,3} et my +mg + m3 = 6.
Supposons 6 — d — e > 4. Alors il existe une conique @ telle que C' =
Q+ Ly et

QFs=Ri+---+Ry+dat+eb+ (1 —d—e)o

avec 0 < d,e,1 —d — e < 2, donc il existe des rationnels mq, mo et mg tels
que
Q.F5 :Rl +--'+R9+m1a+m2b+mgoo

et m; € {0,1} et m; +mg +ms3 = 1.
(D) Pour [ = 10 la relation (%) s’écrit
K.F5 :R1+"-—|—R10+da+eb—|—(10—d—e)oo.

(1) Supposons 10—d—e < 4; d’autre part d+e < 8 montre que 10—d—e
>2.Donc2<10—d—e <4.
Supposons 10 — d — e = 2. Alors d + e = 8 et par suite d = e = 4. Ainsi

K.Fs=Ry+- -+ Rio +4a + 4b + 200.
Supposons 10 —d —e = 3. Alors d+ e =7, d’ou
KFs=Ry+ -+ Rig+4a+ 3b+ 30
=Ri+ -+ Rip+ 3a+ 4b+ 3o0.
Supposons 10 —d — e = 4. Alors d + e = 6, d’ou
K.Fs=Ry+- -+ Rig+4a+ 2b+ 400
=Ry +---+ Rio+3a+3b+ 40
= Ry + -+ Ryo + 2a + 4b + 4oo.
(2) Si 10 —d — e > 5, il existe une cubique C telle que K = C + Ly et
CFs=Ri+ -+ Rip+da+eb+ (5—d—e)ox.
Sib—d—e<3alors 2 <d+ e <5. Par suite,
C.Fs=Ry+ -+ Rip + mia+ mab + mgoo
avec m; € {0,1,2,3} et mq + mg + mg = 5.
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Si 5 —d— e >4, il existe une conique @ telle que C = Q + Ly et
Q.F5 =R+ + Rip+da+eb+ (—d—e)oo
avec 0 < —d — e, donc d = e =0, d’ou
Q.Fs = R+ -+ Ryo.
(E) Pour [ = 11 la relation () s’écrit
KFs=Ri+---+Ri1+da+eb+ (9—d—e)xc.

(1) Supposons 9—d—e < 4; d’autre part d+e < 8 montre que 9—d—e > 1.
Donc1<9—d—e<4.

Supposons 9 —d — e = 1. Alors d + e = 8 et par suite d = e = 4. Ainsi
on obtient la relation

KFs=Ri+ -+ Ry1 +4a+4b+ .

Supposons 9 —d —e=2. Alors d+e =7, d’ou
KF5=Ri+ -+ Ri1 +4a+3b+ 200
=Ri+--+ Ri1 + 3a + 4b + 200.

Supposons 9 —d — e = 3. Alors d + e = 6, d’ou
KFs=Ri+ 4 Ri1 +4a+ 2b+ 300

=R+ -+ Ri1+3a+3b+ 300
=Ri+ -+ Ri1+2a+4b+ 300.

Supposons 9 —d — e = 4. Alors d + e = 5, d’ou
KFs=Ri+---+ Ri1 +4a+ b+ 400
=R+ + Ri1 +3a+ 2b+ 400
=Ri+--+ Ri1+2a+3b+ 400
=Ri+---+ Ry +a+4b+ 4oo.

(2) Si 9 —d—e > 5, il existe une cubique C telle que K = C + Lo et
CFs=Ri+- -+ Ri1+da+eb+ (4 —d—e)x.
Onad—d—e<3,donc 3 <d+ e <6. Par suite,
C.Fs =Ry + -+ Ri1 + mia+ mob+ mgoo
avec m; € {0,1,2,3} et my +ma + mg = 4.
(F) Pour [ = 12 la relation (%) s’écrit
KFs=Ri+---+Ripa+da+eb+ (8—d—e)x.

(1) Supposons 8 —d —e < 4; d’autre part, d+e < 8 montre que 8 —d —e
>0.Donc0<8—d—e<4.
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Supposons 8 —d — e = 0. Alors d 4+ e = 8 et par suite d = e = 4. Ainsi
K.Fs=Ry+ -+ Ris+ 4a + 4b.
Supposons 8 —d —e=1. Alors d +e =7, d’ou
KFs=Ri+---4+Ris+4a+3b+
=Ry + -+ Ri2 + 3a + 4b + oc.
Supposons 8 —d — e = 2. Alors d + e = 6, d’out
K.Fs =Ry + -+ Ri2 +4a + 2b + 200
=R+ + Ri2+3a+ 3b+ 200
=R+ -+ Ri2+ 2a + 4b + 200.
Supposons 8 —d — e = 3. Alors d + e = 5, d’out
KFs=Ri+---+Ri2+4a+b+ 300
=R+ -+ Ri2+3a+2b+ 300
=Ry + -+ Ri2 + 2a + 3b + 300
=R+ -+ Rio+a+4b+ 300.
Supposons 8 —d — e = 4. Alors d + e =4, d’ou
KFs=Ri+ -+ Ri2+4a + 40
=R+ -+ Ripa+3a+b+ 40
=Ry + -+ Ria2 + 2a + 2b + 400
=Ri+--+ Rig+a+3b+4o0
=Ri+---+ Rip+4b+ 4oo.
(2) Si 8 —d — e > 5, il existe une cubique C telle que K = C + L et
CFs=Ri+ - +Ripo+da+eb+ (3—d—e)oc.
Ona3d—d—e<3,donc 0<d+ e < 3. Par suite,
CF5=Ri+ -+ Rio+mia+ mob+ mgoo
avec que m; € {0,1,2,3} et mq + ma + m3 = 3.

Remerciements. Nous remercions trés chaleureusement notre profes-
seur Marc Hindry.
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